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  هندسه تحليلي
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2 2 2
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1 1 1
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         7)  

 

 هاxفاصله از محور 
  

 هاyفاصله از محور 
  

  هاzفاصله از محور 

,x)تصات به مخMي ي نقطه فاصله y, z)از مبدأ   

 (x,y,z)ة نقطة فاصل
  محورهااز 

 ي فاصله از صفحه

 ي فاصله از صفحه

  ي فاصله از صفحه
  

 (x,y,z)ة نقطة فاصل
  صفحاتاز 

1 نقطه به مختصات2ي  فاصله 1 1(x ,y ,z )  

2و 2 2(x ,y ,z   از هم(

  

  ي مثلث    ميانه3محل برخورد 
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
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  (10رينه   ق= ×2 تصوير–نقطه 
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  2 2| V | a b c2= + +
��
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� �

    13)  

 
a b c

a b c
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′ ′ ′
a) و(a,b,c) بردار2  اگر  ,b ,c )′ ′   (14 موازي باشند    ′

 
 

a b | a b | | a b |

| a | | b | (a b) (a b)
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� � � � � �

     15)  
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1 x y z

e a e , ,
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 
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�
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�� ��

     17) 
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  نسبت به صفحات مختصات

  نسبت به

  نسبت به
  نسبت به

,x)ي  تصوير نقطه y, z) 
  نسبت به محورهاي مختصات

  هاxنسبت به محور 
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  هاz محور نسبت به
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به محور 
  يا صفحه

نسبت 
به محور 
  يا صفحه

  مستطيل
  
  

  لوزي
  

  
  تعميم نكته مستطيل
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  صفحه
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�
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�

b و
�
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� � � �
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� � � � � � � � � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

                      22) 
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=

� �

     23)  

 
 

a.b b.a=
� � � �
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� �

     25) 
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� � � � � � �
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� � �
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� � � � � �
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1 2 3 2

3

a.i a

a :(a ,a ,a ) a. j a

a.k a

 =
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⇒ =


=

� �

� �

� �

     32) 

 

a 0

a .b a .c a (b c)

b c

 =



= ⇒ ⊥ −

 =

�

� � � � � �

�

� �

     33) 

 
a.b

| a |
| b |

′ =

� �

��

�                                       34) 

 
 

 a )′
��

aتصوير : 
�

b) نسبت به 
�

              
2

a.b
a .b

| b |

 
′=  
 

� �

��

�
     35) 

 

aي  قرينه( 
�

b نسبت به 
�

( 
 

a 2a ( a)′′ ′= + −
��� �� �

                                                   36) 

a′
��

aتصوير : 
�

  

a′′
���

aي  قرينه:
�

  

  
2a .a a.a | a |′ ′′ ′ ′= =      37)  

  

aضرب خارجي  � b×
� �

:  
  

a (x,y,z) a b y z x z x y
, ,

y z x z x yb(x ,y ,z )

 ×  
⇒ −  

′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′  

� � �

�
     38) 
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� �

� �     39)  
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i j k
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× =

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     40) 
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� � � �

     41) 
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� � � �

     42) 
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� � � �

     43)  
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     45) 
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�
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r(a b) ra b a (rb)× = × = ×
� � � � � �

     47) 
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� � � � � � �
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� � � � � � �

     49) 

aپذيري ندارد  شركت (b c) (a b) c× × ≠ × ×
� � � � � �

     50) 

2 2 2 2| a b | (a.b) | a | | b |× + =
� � � � � �

     51)  

 

   a b b c c a⇒ × = × = c,b,a بردار 3گر براي  ا×
� � �

a داشته باشيم  b c 0+ + =
� � �

   52)  
   

 
 

a (b c) (a.c)b c(a.b)× × = −
� � � � � � � � �

     53)  

  
  :ضرب مختلط ����

a.(b c) | a || b || c |.sin .cos× = α θ
� � � � � �

     54)  
  

c,b (b c).a×
� � �

  
  

  زاويه بين                            زاويه بين
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a.(b c) b.(c a) c.(a b)× = × = ×
� � � � � � � � �

     55)  

  

 

  
| a b | | a c | | a d | | b c | | b d |

1 1
| c d | |(a b) (a b)|

2 2

 × = × = × = × = ×



× = + × −


� � � � � � � � � �

� � � � � �                                                                        56) 

  

1
S | a b |

2
= ×
� �

                                        57) 

  

  

1
u (a b)

2
= +
� � �

  (58 ميانه     

  

V | a.(b c) | | b.(c a) | | c.(a b) |

| a.(b c) |

| b c |

= × = × = ×


⇒ ×
= ×

                                   59)  

  

1
V | a.(b c) |

6
⇒ =   (c     60 وb وa بردار ر3 حجم جرم بناشده روي ×

  

 )c وb وa بردار ر3القاعده بناشده روي  حجم منشور مثلث(
1

V | a.(b c) |
2

⇒ = ×                            61) 

S الاضلاع   مساحت متوازي=
  b وa بردار 2شده توسط  ساخته

شده  مساحت مثلث ساخته
  b وaردار  ب2توسط 

السطوح بناشده  حجم متوازي
  السطوح ارتفاع متوازي  c وb وa بردار3روي 
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  فصل دوم

0بردار هادي خط به معادله  0 0mx x ny y pz za b c
u: , ,

m n p a b c

  − − − 
⇒ = =  
  

�

     1)   

 
 

u:(a                            بردار هادي خط به معادله ,b,c)
�

     2)  
 

 

 

 

  

  
  معادلات خطوط عمود بر محورها ����

1

1 1

x x

y y z z

b c

=

 − −

=

 (x       3عمود بر محور :

 

1

1 1

y y

x x z z

a c

=

 − −

=

  (y     4عمود بر محور :

 

1

1 1

z z

x x y y

a b

=

 − −

=

 (z     5عمود بر محور :

  

  معادلات خطوط واقع در صفحات مختصات ����

1 1

x 0

y y z z

b c

=

 − −

=

 (zoy       6واقع در :

 

 
1 1

y 0

x x z z

a c

=

 − −

=

  (xoz     7واقع در :

 

1 1

z 0

x x y y

a b

=

 − −

=

 (yox     8واقع در :

  

0

0

0

x at x

y bt y

z ct z

= +


⇒ = +
 = +

  معادله پارامتري خط
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| u AA |
d

| u |

′×
⇒ =

� �����

  (9ي نقطه از خط       فاصله�

u
�

:بردار هادي خط  
A′ :اي دلخواه از خط نقطه  
A :ي مورد نظر نقطه  

  

| u AA |
d

| u |

′×
⇒ =

� �����

  (10خط موازي      2ي   فاصله�

u :2 يا 1 هاي بردارهاي خط
�

  
  A :1اي دلخواه از خط  نقطه

 ′A :2اي دلخواه از خط  نقطه

  

| u AA |

| u |

′×
=

� �����

  (11  خط متنافر    2 طول عمود مشترك �

1 2u u u=   : خط2هاي  ضرب خارجي هادي×
  A :اي دلخواه از خط اول نقطه

 ′A :اي دلخواه از خط دوم نقطه
  

  
  : خط نسبت به هم2وضعيت  ����

31    خط با بردارهاي هادي2شرط موازي بودن  2

1 2 3

aa a

a a a
⇒ = =

′ ′ ′
  (12   توازي   

                                                   1 2 3(a ,b ,c 1 و ( 2 3(a ,b ,c )′ ′ ′ 

  

  (13      منطبق⇒. ي مشترك داشتند منطبق هم هستند كنيم اگر يك نقطه شرط توازي را بررسي مي

 

  (14     تقاطع⇒ يكسان بدست(t) دو تساوي 3تري يك خط را در معادله غيرپارامتري خط ديگر قرار داده و كافيست از ي پارام معادله

  . خط متقاطعند2گاه  آوريم آن
 

  (15 متنافر    ⇒ (t) دو معادله 3يست به ازاي حل ي پارامتري يك خط را در معادله غيرپارامتري خط ديگر قرار داده و كاف معادله

  .مختلف يافت شود تا تنافر خطوط اثبات شود
  

0ي  ي خط گذرنده از نقطه معادله 0 0A(x , y ,z 0                                  و( 0 0x x y y z z

a b c

− − −
= =     16) 

u(a,b,c)موازي بردار هادي 
�
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1ي  ي خط گذرا از نقطه معادله 1 1A(x , y ,z 2 و ( 2 2B(x , y ,z )           0 0 0

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

− − −
= =

− − −
 17)  

  

  :صفحه ����

1ي   ي صفحه شامل نقطه  معادله 1 1A(x , y ,z 1   و( 1 1a(x x ) b(y y ) c(z z ) 0− + − + − =     18) 

N ي  عمود بر صفحهنرمالبا  : (a,b,c)
��

   

  

  ) نماد ضرب خارجي استX: (يافتن بردار نرمال صفحه در حالات مختلف

1                  .موازي باشد2u و1uهاي   خط متنافر با هادي2اي كه از يك نقطه بگذرد و با   صفحهنرمال 2N u u= ×
�� � �

     19)   

N                  .     د ر غيرواقع بر يك خط راست بگذC و B وAي   نقطه3اي كه از   نرمال صفحه AB AC= ×
�� ���� ����

     20)  

u وdاي روي  نقطهB كهd و خطAي ي شامل نقطه نرمال صفحه
�

N                      . استd هادي AB u= ×
�� ���� �

     21)   

1                                         .باشد 2uو 1uهاي  خط متقاطع با هادي2شامل كه ي  ا نرمال صفحه 2N u u= ×
�� � �

     22)   

2N.  1و 1Nهاي با نرمال 2pو 1pي متقاطع  صفحه2 بر عمود و ي شامل يك نقطه ا نرمال صفحه 2N N N= ×
�� �� ��

     23)  

N  . استu با هاديd و موازي خط′pي ود  بر صفحه كه عم ي شامل يك نقطه  نرمال صفحه u N′= ×
�� � ���

     24)   

uبا هاديd گذشته و با خطB وAي  نقطه2اي كه از   نرمال صفحه
�

N  . موازي است AB u= ×
�� ���� �

     25)   

N  . است′N با نرمال′pي  و عمود بر صفحهuبا هاديdاي كه شامل خط  نرمال صفحه u N′= ×
�� � ���

     26)  

u′.  N با هادي′d و موازي خطuبا هاديdي شامل خط نرمال صفحه u u′= ×
�� � ��

     27)  

N   هاديuاست و2dاي روي نقطهB و1dاي روي نقطهA كه1dو2d خط موازي2 شامل  رمال صفحهن AB u= ×
�� ���� �

     28) 

 . استيكي از خطوط

N′.  Nبه نرمال′pي و عمود بر صفحهBوAي  نقطه2ي گذرا از  نرمال صفحه AB N′= ×
�� ����

     29) 

N  .موازي است′pي اي كه شامل يك نقطه است و با صفحه  صفحهنرمال N′=
�� ���

     30)  

ABي عمود منصف پاره خط نرمال صفحه
����

ي كه شامل نقطه
A B

2

+
N  .است AB=

�� ����

     31)  
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  :صفحه در حالت خاصمعادلات   �

N  :(a,b,c)ي گذرا از مبدأ مختصات با نرمال صفحه
��

  ax by cz 0+ + =     32)  

  

  

ox by cz d 0

oy ax cz d 0

oz ax by d 0

⇒ + + =


⇒ + + =
 ⇒ + + =

  (33       ي موازي محورها صفحه :

 

*  

ox by cz 0

oy ax cz 0

oz ax by 0

⇒ + =


⇒ + =
 ⇒ + =

 (34        محورهاشاملي  حهصف :

  

iهاي صفحات به ترتيب  نرمال
�

j و 
�

k و 
�

     اند

ox x d 0

oy y d 0

oz z d 0

⇒ + = 
 

⇒ + = 
 ⇒ + = 

                              35)  

 

yoz x 0

xoz y 0

xoy z 0

⇒ =


⇒ =
 ⇒ =

 (36     مختصات معادلات صفحات 

 

x 0 y z

y 0 x z

z 0 x y

= ⇒ =


= ⇒ =
 = ⇒ =

  (37 معادلات صفحات نيمساز     

 
 

 را در نقاط محور 3اي كه هر  ي صفحه معادله

(a,0,0)

(0,b,0)

(0,0,c)







   .قطع كند 
x y z

1
a b c

+ + =     38)  

  

  شده توسط صفحه به رأس مبدأ رم تشكيلهحجم 
1

V | abc |
6

=     39)  

2  مساحت مثلث حاصل از محل تقاطع صفحه 2 2
abc

1
S (ab) (bc) (ac)

2
= + +     40)  

  صفحات عمود بر محورها
  )موازي صفحات (

  موازي
  

  موازي
  

  موازي

  صفحه
  

  صفحه
  

  صفحه

  ي نيمساز صفحه
  

  ي نيمساز صفحه
  

  ي نيمساز صفحه

  شامل
  

  شامل
  

  شامل

  عمود بر
  

  عمود بر
  

  عمود بر
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P(A)ي   يعني صدق نقطهA در معادله صفحه 

P(A).P(B) 0

P(A).P(B) 0

P(A).P(B) 0

> 
 

< 
 = 

                  41) 

  

A(xي ي نقطه فاصله , y ,z )′ ′   ي از صفحه′
2 2 2 2 2 2

| ax by cz d | | P(A) |
AH

a b c a b c

′ ′ ′+ + +
= =

+ + + +
     42) 

P(x,y,z) : ax by cz d 0+ + + =  

  فاصله مبدأ از صفحه
2 2 2

| d |
AH

a b c

′ =
+ +

     43)  

  

هاي ي موازي به معادله  صفحه2ي  فاصله
ax by cz d 0

ax by cz d 0

+ + + = 


′+ + + = 
  

2 2 2

| d d |

a b c

′−
=

+ +
  (44     فاصله

 

P′  uوPي  صفحه2 خط فصل مشترك  هاديبردار N N′= ×
� �� ���

     45) 

  

  : صفحه2 حالات موازي و انطباق و تقاطع ����

d

a b c d

da b c

d


≠ ′

= = 
′ ′ ′ =

 ′

    46) 

  

  

N.Nعمود      0′ =
�� ���

     47) 

  

θايه ي متقاطع با نرمال  صفحه2ي   زاويهNوN′   
| N.N |

cos
| N || N |

′
θ =

′
     48) 

  

u(a,b,c) وضعيت خط با هادي����
�

N(aبا صفحه به نرمال ,b ,c )′ ′ ′  

u.N ا منطبقيخط موازي صفحه      0=
� ��

     49) 

 صفحه خط عمود بر
a b c

a b c
= =

′ ′ ′
     50) 

 .اند  در يك طرف صفحهB و Aي   نقطه2
  

 .اند  سوي صفحه2 در B و Aي   نقطه2
  

 .حداقل يك نقطه در صفحه است

  بررسي موقعيت 
   نقطه نسبت2

 به صفحه

  وازيم
  

  منطبق
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  فصل سوم
  مقاطع مخروطي

 

) و مركز Rاي به شعاع  ي دايره معادله , )α β   2 2 2(x ) (y ) R− α + + β =     1)   
 

 

  

y اي كه مركزش روي خط ايرهد ax b= )S        . است+ ,a b)α α   (2     مركز+

 

 

  

2مركز 2 a b
x y ax by c 0 ,

2 2

 
+ + + + = ⇒ − − 

 
     3) 

  

  

0

0

0

∆ >


∆ =
∆ <

                                                4)  

  







                                                           5)  

 

  

  
0ي از نقطهشده  طول مماس رسم 0A(x ,y 0  ي  بر دايره( 0d c(x , y )=       6) 

2 2c(x, y) : x y cx by c 0+ + + + =     
 

  

ax اي به صورت اگر معادله كلي اقطار دايره by c 0+ +   (7       . دهيمقطع قطر دلخواه را 2 باشد براي يافتن مركز دايره كافيست =
  

  

  

  

تعيين وضعيت خط و دايره از راه  ⇒
خط yي دايره در معادلهyبه جاي(محاسبه 

  ):يابيم را مي∆مذكور را جاگذاري كرده و
  

 

  متقاطع
  

  مماس
  

  متخارج
  

 نوشته و Mاگر نقطه بيرون دايره بود معادله خط را با شيب
 را Mي مركز دايره تا خط را برابر شعاع قرار داده و فاصله

  . يابيم مي
  

0ي نوشتن معادلة مماس از نقطه 0A(x , y )   

2ي بر دايره 2x y ax by cx 0+ + + + =   
  

  .يابيم ب را مياگر نقطه روي دايره بود مشتق ضمني گرفته و شي
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 بيضي

   

     8) 

  

  

  :بط بيضي روا ����
  

Mي دلخواه روي محيط بيضي   نقطهMF MF 2a′+ =     9)  
  

2ي طلايي بيضي  رابطه 2 2b c a+ =   10)  
  

OA برابر BFو BF′11   است)  

  
F F

O
2

′+
=     12)  

  )با توجه به شكل(: اصطلاحات بيضي ����

 (13     مركز تقارن : BB′O:و′AAمحل برخورد 

  (14    رئوس كانوني:  سر قطر بزرگ 2يعني ′AوAنقاط

  (15    رئوس ناكانوني:  سر قطر كوچك 2 يعني ′BوBنقاط

FوF′ را گويند)Fه وسط هموارOA(16    هاي بيضي  كانون) : نيست 

 
FFرا گويند′FFپاره خط 2C′  (17    ي كانوني فاصله: =

  

) بيضي افقي به مركزي معادله , )α β2 قطرهاي وa2وb   
2 2

2 2

(x ) (y )
1

a b

− α − β
+ =     18) 

)ي بيضي قائم به مركز معادله , )α β2 و قطر بزرگa2و قطر كوچكb   
2 2

2 2

(x ) (y )
1

b a

− α − β
+ =     19)  

  

2  ي بيضي معادله گسترده 2 A B
Ax By Cx Dy E 0

A B

<
+ + + + = 

>
     20)   

    
2

2

c b Min{A,B}
e 1 1

a Max{A,B}a
= = − =    (21       خروج از مركز−

  افقيبيضي 
  قائمبيضي 
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  هذلولي

  

  

    22)   

  

  

Mهاي هذلولي اي دلخواه روي يكي از شاخه نقطه  | MF MF | 2a′ − =     23)   

2*  ي طلايي هذلولي رابطه 2 2a b c AB OF C+ = ⇒ = =     24)   

  

  اصطلاحات هذلولي  ����

   (25     ها  كانون :′F وFنقاط     

  (26      رئوس: نداريم  اند و رأس ناكانوني  كانوني رأس 2كه  ′A وAنقاط    

  (27     فاصله كانوني:   است2C كه برابر′FFپاره خط    

2aفاصله     AA′= 28     قطر هذلولي: را گويند) 

 (29      تقارنمحورهاي : ′BB و همچنين خط′FFيا′AAخط    

  

2 2

2 2

(x ) (y )
1

a b

− α − β
⇒ −   (30     ولي افقيل هذ=

    
x y

0
a b

− α − β
⇒ ±   (31     هاي هذلولي افقي  مجانب=

 

    
2 2

2 2

(y ) (x )
1

a b

− β − α
⇒ −   (32      هذلولي قائم=

    
y x

0
a b

− β − α
⇒ ±   (33     هاي هذلولي قائم  مجانب=

  

  
b

a
= Mاي هذلولي افقيه شيب مجانب± =      34) 
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a

b
Mاي هذلولي قائمه شيب مجانب±= =     35)   

 (36     . ربطي ندارد2y و2x به كوچك و بزرگي مخرج)قائم بودن و نبودن آن( نوع آن ،در هذلولي    

)2اگر علامت     )x+37     .گاه هذلولي افقي است  بود آن)  

)2اگر علامت ) x−38     .گاه هذلولي قائم است  بود آن)  

  

  

ax) مجانب يك هذولي به صورت2ي  اگر معادله by c 0)+ + a) و = x b y c 0)′ ′ ′+ +   (39       گاه معادله  باشد آن=

a)  . ي هذلولي به صورت روبرو است گسترده x b y c )(a x b y c ) K′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + =  

Kشود  مقدار ثابتي است كه با داشتن يك نقطه روي هذلولي يافت مي.  

  

  سهمي

  

    2(x ) 4a(y )− α = − β                                           40)  

    S( , )α β = راس  

  

  

Mاي دلخواه روي هذلولي   نقطه)MH′بايد عمود بر هادي باشد(  MH MF′ =     41) 

    FS SH a= =     42)  
 

  

  (43     2 يافتن محور تقارن سهمي توسط معادله درجه ⇒ 2 مشتق نسبت به متغير درجه =0    
  

  

  (B      44 وAي  نقطه2اگر از كانون خطي موازي خط هادي رسم كنيم سهمي را در 

AB : كهكند  ميقطع 4a=  

 

y)2  معادله سهمي افقي ) 4a(x )− β = − α     45) 
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  : دوران محورهاي مختصات����

  ي دوران مقطع مخروطي دوران يافته به معادله فرمول يافتن زاويه
b

tan 2
a c

θ =
−

    46)  

2 گسترده 2(ax bxy cy dx ey f 0)+ + + + + =  
 

  

  

    
x cos sin x x x cos y sin

y sin cos y y x sin y cos

′ ′ ′θ − θ = θ − θ      
= ⇒     ′ ′ ′θ θ = θ + θ      

     47)  

xوyكنيم ي گسترده قرار داده و مقطع مخروطي را مربع كامل مي حاصل را در معادله.  

  

  

    

2
2

2 2

1
1 tan 2

cos 2

1 cos2 1 cos2
cos , sin

2 2


+ θ = θ


+ θ − θ θ = θ =



  (48     هاي مثلثات مربوط  فرمول

  

 

    2 2

0

ax bxy cy dx ey f 0 0

0

∆ <


+ + + + + = ∆ =
∆ >

     49) 

  

b .گردد معادله مربوط به دايره مي     0= aو ⇒ c=     50)  

 ماتريس مقطع مخروطي

b
a

2
A

b
c

2

 
 

=  
 
  

     51)  

 (52     دترمينان ماتريس مقطع دوران يافته=ان ماتريس مقطع استاندارددترمين  )Kر ثابت مقاديبه شرط يكي بودن (

    2 2A 0
Ax Cy K

0 C

 
⇒ ⇒ + = 
 

 (53     ماتريس مقطع استاندارد

  

 بيضي، تهي، نقطه
  

  خط موازي، يك خط، سهمي2صفحه، تهي، 
  

  خط متقاطع2هذلولي، 

 به كمك تشخيص نوع مقطع
2b 4ac− = ∆ 
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  : حالت خاص2 استاندارد كردن مقطع در ����

    2 2 2 2b b
ax bxy ay K a x a y K

2 2

   
+ + = → − + + =   

   
     54)  

       

2استاندارد كردن مقطع  2ax bxy cy K+ +   .مقابل استكه داراي ماتريس  =

b
a

2
A

b
c

2

 
 

=  
 
  

     55)  

  

    

2

1 2

2 2
1 2

(a c) | A | 0

,

x y K

λ − + λ+ =


λ λ


λ + λ =

 

 استاندارد

  تشكيل معادله روبرو
  

  هاي معادله يافتن ريشه
 

  د به صورت روبروي استاندار تشكيل معادله
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  فصل چهارم
  ماتريس

  

  . اند0تمام عناصر خارج قطر اصلي   

a 0 0

0 b 0

0 0 c

 
 ⇒
 
  

   (1     ماتريس قطري 

  

  .ماتريس قطري كه عناصر قطر اصلي يكسانند  

a 0 0

0 a 0

0 0 a

 
 ⇒
 
  

  (2     اسكالرماتريس  

 

.   است(1)اسكالري كه  قطر اصلي 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 ⇒
 
  

  (I    3 )واحد(ني هما ماتريس 

.   است(0) ماتريس مربعي كه عناصر زير قطر اصلي
a d e

0 b f

0 0 c

 
 ⇒
 
  

  (4     يماتريس بالا مثلث 

  . است(0)  قطر اصليبالايماتريس مربعي كه عناصر 
a 0 0

d b 0

e f c

 
 ⇒
 
  

  (5     ماتريس پايين مثلثي 

.   باشد0 شيكه همه درايا يماتريس  

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 ⇒
 
  

 (6     (O) ماتريس 

 

  

  (7     ها عضو خنثي ضرب در ماتريس ⇒نيهماماتريس   

 (8ها       عضو خنثي جمع در ماتريس⇒(O)ماتريس   

  

  :ها هاي ضرب ماتريس ويژگي ����

BA 0=AB 0=     9)  
  

A(BC) (AB)C=     10)  
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A(B C) AB AC

(B C)A BA CA

+ = +


+ = +
     11)  

  
  AI IA A= =     12)  

(rA)(sB) (rs)AB=     13) 

AB KI BA KI= ⇒ =    14)  

  B C=AB AC=    15)  

  |A| 0
AB AC B C

≠
= → =    16) 

 
nI I=    17) 

  0A I=     18) 

  m n (m n)A A A ++ =     19)  

 :ماتريس خود توان

  

1  ⇐تمرين كتاب  K
(I KA) I A

1 K

−  
− = +  

− 
2 و  nA A A A= ⇒ =     20)   

 

    
n

n n

(I A) I A

(I A) I (2 1)A

 − = −


+ = + −

   (21     ها ويژگي 

  

  :چ توانپوماتريس  ����

    nA O=    22)   

Min(n) چ توانيوانديس پ     =     23)   

    

a b
| A | 0 A

c d

a d 1

  
= =  

  
 + =

     24)   
 شروط خودتواني ماتريس
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a b
| A | 0 A

c d

a d 0

  
= =  

  
 + =

     25)   

  

    
n

n

n

K 0 K 0
A A

0 K 0 K

  
 = ⇒ = 
    

  (26     اگر

    

n
n

n

n
n

n

K 0
A

0 K0 K
A

K 0 0 K
A

K 0

  
  =
      

= ⇒ 
   
 =
   

   (27اگر     

    2 n n 1A KA A K A−= ⇒   (28      اگر=

  :TAرانهادهتماتريس  ����

    T T(A ) A=     29) 

    T T T(A B) A B± = ±     30)  

    T T T(AB) B A=     31)  

    n T T n(A ) (A )=     32)  

    T T T T(rA) r(A ) ( A) A= ⇒ − = −     33)  

TAماتريس متقارن ���� A=:  

  T(A B) A B+ = +     34) 

    T T T(A B) A B A B− = − = −     35)   

    TB B=وTA A=     36) 

    T T(rA) rA rA= =     37)  

    n T T n n(A ) (A ) A= =     38)  

  ماتريس تواني پوچشروط 

 nزوج  

 nفرد  
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    T T T(A ) A A= =     39)  

  T(A I) A I− = −     40)  

    T(A I) A I+ = +     41) 

  

  :ماتريس پادمتقارن ����

    TA A= −     42)  

    T TB B (A B) (A B)= − ⇒ + = − TA   و   + A= −     43)  

    T T T(A B) A B− = −    44)  

 

    T T(rA) rA r ( A) rA= = − = −     45) 

  (46     . پادمتقارن استAهاي فرد   متقارن است و توانAهاي زوج  توانباشد  پادمتقارن  Aاگر   

T .شود  نوشته مي پادمتقارنماتريس به صورت مجموع يك ماتريس متقارن و يك ماتريس T1 1
A (A A ) (A A )

2 2
= + + −47)  

  
  

    

ij

22

(M )

1 2 3
1 3

A 4 5 6 M
7 9

7 8 9



  
   → =        

     48)  

 

    

i j
ij ij

1 2 3
12

A ( 1) | M |

1 2 3
2 3

A 4 5 6 A ( 1) ( 1) 6 6
8 9

7 8 9

+

+

 = −

  
  → = − × = − × − =  
   

     49)  

 

ijA. كند  شد با تغييرش دترمينان ماتريس تغيير نمي0اي اگر همسازه درايه 0=   50)  

   متقارن    پادمتقارن

   پديد آمدهj و ستونiام كه از حذف سطرjام و ستون iسطر: ماتريس كهاد
 

 لمثا

 المث

ij از ماتريس ijي  درايه: همسازه m m
A a

×
 =  .  

 

  2 و ستون ركهاد سط
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3 سرعتي همسازه ماتريس ي محاسبه ���� 3×  

     

(3,2 )

(3,1 )

(2,1 )

 
 −
 
  

  (51     همسازه= 

  

  ي همسازه رانهادهت= ي قماتريس الحا
* T

T *

(A )

( ) A

 =


=

     52) 

  

3 ماتريس الحاقي  سريعي  محاسبه���� 3× 

 

  

  
*A =     53) 

  

 

  A*هاي  ويژگي ����

    * *
A A AA I | A |= =     54)  

    )nمرتبه است ( * n 1
| A | | A |

−=     55)  

  * n 1 *(KA) K A−=     56)  

    
2* * (n 1)| (A ) | | A | −=     57)  

    * * n 2(A ) | A | −=     58)  

  * 1 1 *(A ) (A )− −=     59)  

  

  ضرب خارجي سطر
  

  سطرضرب خارجي 
  

  ضرب خارجي سطر
  

  همسازه
  

  همسازه
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  دترمينان

det(A)گاه  مضرب سطر يا ستون ديگري باشند آنهاي آن  هيم كه درايداگر سطر يا ستون پيدا كر 0=       60)  

    T
| A | | A |=     61)  

|    مرتبه باشند و هم مربعيAو Bاگر  BA | | AB | | A || B |= =     62)  

2 ماتريس در   (63       .دهد  را تغيير نميdetي درايات   افزودن يا كاستن مقداري ثابت از همه×2

    

a kb c a b c a b c

d ke f K d e f d e f

g kh i g h i kg kh ki

= =     64)  

 

  

a b c a b c

d e f d e f

g h i g ka h kb i kc

=

± ± ±

     65)  

  

    

a b c a b c a b c

d e f d e f d e f

x y z x y z x x y y z z

± =

′ ′ ′ ′ ′ ′± ± ±

     66)  

  

  (67     .شود  برابر مي(K)دترمينان ضرب كنيم Kاگر سطر يا ستوني را در     

  )nمرتبه ماتريس (  n
| KA | K | A |=     68)  

  

  (69       . تغيير كندdetآنكه  توان هر سطري را با سطر ديگري يا ستون با ستون ديگري را جمع و تفريق كرد بي  ميdetدر 

  

n براي ماتريس detقوانين  n×  1 1 | B A |
| A B |

| A || B |

− − ±
± =     70)  
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  | AB | | BA | | A || B |= =     71)  

    T| A | | A |=     72)  

    n n| A | | A |=     73)  

  1 1
| A |

| A |

− =     74)  

  

3)ع يرسي   محاسبه���� 3)det×  

    

1

2

3

V a b c

A V d e f

g h iV

 
 =
 
  

��

��

��

     75)  

    

1

2 3 1 3

3

V (a,b,c)

V (d,e,f ) | A | V .(V V )

V (g,h,i)

=


= ⇒ = ×


= 

��

�� �� �� ��

��

  

  

    1I I− =     76)  

  1 1
(rI) I

r

− =     77)  

    1

1
0 0

aa 0 0
1

A 0 b 0 A 0 0
b

0 0 c
1

0 0
c

−

 
 

   
   = → =
   
    

 
  

     78)  

    1

1
0 0

a0 0 a
1

A 0 b 0 A 0 0
b

c 0 0
1

0 0
c

−

 
 

   
   = → =
   
    

 
  

     79)  

  اي ضرب نقطه  ضرب خارجي
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  1a b d b1
A A

c d c a| A |

− −   
= ⇒ =   −   

     80)  

    1 1AX B X A B BA− −= ⇒ = ≠     81)  

    
1

1

A B
AB I

B A

−

−

 =
= ⇒

=

     82)  

  1 11
(KA) A

K

− −=     83)  

    1 1 1(AB) B A− − −=     84)  

    n 1 1 n n(A ) (A ) A− − −= =     85)  

  1 1
| A |

| A |

− =     86)  

    1 1 T( A ) (A )− −− T  يا  = 1 1 TA A A (A )− −− = ⇒ TA  يا   = A= 87    اگر)  

    1 n 1 n(A BA) A B A− −=     88)  

  1 1 1(A B) A B− − −± ≠ ±     89)  

    1 1 | B A |
| A B |

| A || B |

− − ±
± =     90)  

  

  ماتريس معكوس * 
*

1 A
A

| A |

− =     91)  

  * n 1| A | | A | −=     92)  

  

jiA : ي سطر  همسازهj و ستون امi از ماتريس امA       jiA

| A |
  (1A−       93ام از j ام و ستون iي سطر   درايه=
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  1cos sin cos sin
R( ) R ( ) R( )

sin cos sin cos

−θ − θ θ θ   
θ = ⇒ θ = −θ =   θ θ − θ θ   

     94)  

  

  هاي خطي  ماتريس تبديل����

  
a b

T(x, y) (ax by,cx dy)
c d

 
= + + ⇒ =  

 
     95)  

    

    
a b x

T(x, y) (ax by,cx dy)
c d y

   
= = + +   
   

     96)  

  

تحت تبديل ماتريس  Sاگر شكلي با مساحت 
a b

A
c d

 
=  
 

S  تبديل شود  به شكل ديگري | det(A) | S′ =     97)  

  . به صورت روبروست ′Sمساحت شكل جديد 
  

  (98       خواسته شددو باشد و ماتريس تبديل متوالي اين Bو تبديل ديگري Aاگر ماتريس يك تبديل 

  )ماتريس نهايي=BA. (كنيم ها را از آخر در هم ضرب مي آن

  

   ):ها ويژگي(ماتريس دوران  ����

    ( )R .R R .R Rα β β α α+β= =     99)  

|دترمينان            R | 1α =     100)  

  1 T
( )(R ) (R ) R−

α α −α= =     101)  

    R(2K ) Rαπ + α =     102)  

    n
(n )(R ) Rα α=     103)  

 ماتريس
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  فصل پنجم
  : دستگاه معادلات خطيمدل ماتريس ����
  

  1 1ax by c a b x c
X A B BA

a x b y c a b y c

− −+ =      
⇒ = ⇒ = ≠      ′ ′ ′ ′ ′ ′+ =      

     1)   

  A X B  

  

  

  

  

  

a b c

a b c
| A | 0

a b c

a b c


= ≠ ′ ′ ′

= 
 = =
 ′ ′ ′

     2)  

 

  

| يك جواب  و خط متقاطع2   A | a و  ≠0 b

a b
≠

′ ′
     3)  

  

  : مجهول به روش كرامر3 معادله 3حل دستگاه  ����

  
ax by cz d

a x b y c z d

a x b y c z d

+ + =


′ ′ ′ ′+ + =
 ′′ ′′ ′′ ′′+ + =

     4)  

  A  ضرايب مجهولماتريس
a b c

A a b c

a b c

 
 ′ ′ ′=
 

′′ ′′ ′′  

     5)  

  1
1

d b c
| A |

A d b c x
| A |

d b c

 
 ′ ′ ′= ⇒ =
 

′′ ′′ ′′  

     6) 

 

  2
2

a d c
| A |

A a d c y
| A |

a d c

 
 ′ ′ ′= ⇒ =
 

′′ ′′ ′′  

     7)  

  3
3

a b d
| A |

A a b d z
| A |

a b d

 
 ′ ′ ′= ⇒ =
 

′′ ′′ ′′  

     8) 

   خط موازي بدون جواب2
  

 شمار جواب  بيبقطن خط م2
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  :ها  دترمينان مجهولي توسط 3هاي معادله  تعداد جواب �

|جواب منحصر به فرد   A | 0≠     9)  
  

  1 2 3| A | | A | | A | 0
| A | 0

= = =
= 


     10)  

  
  :روش حذفي گاوس �

  ايه ويژگيها و سطرها در ماتريس كه از  به كمك جمع و تفريق ستون
a b c d

a b c d

a b c d

 
 ′ ′ ′ ′
 

′′ ′′ ′′ ′′  

     11)  

  )′′b سپس ′′a سپس كنيم  را صفر مي′aابتدا( است detي  محاسبه
  

  شمار جواب بي
  

  در غير اين صورت⇒جواب ندارد 


