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  فصل اول 

  ها استدلال

  استدلال چيست؟ - 1

هـاي   در زمينـه دهد  تشكيل ميولي آنچه يك استدلال را . استدلال همانا روش اثبات حقيقت است

  . مختلف فرق دارد

حقيقت قانوني، توسط يك هيئت منصفه براساس مدارك مجاز ارائه شـده در دادگـاه بـه     •

 .رسد اثبات مي

 . رسد مورد اعتماد به اثبات مي حقيقت معتبر توسط يك شخص يا سازمان •

 .شود شود، و فرضيه علمي بوسيله چندين آزمايش تأييد يا رد مي حقيقت علمي فرض مي •

بـراي مثـال   . آيـد  ها بدست مـي  داده در نتيجه تجزيه آماري يك نمونه ازحقيقت احتمالي  •

 .شود مي استخراجافكار عمومي توسط آراي يك مجموعه تصادفي كوچك از مردم 

دلال فلسفي عبارت است از شرح دقيق و قانع كننده براساس استحكام رأي و معقـول  است •

اين . باشد كه يك عبارت لاتيني است مي "انديشم پس هستم مي"بهترين مثال همان . بودن

در  17دكارت است كه در آغاز قرن دان فرانسوي رنه  رياضي –عبارت متعلق به فيلسوف 
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دربـارة ايـن   : باشـد  ترين نقل قولهاي جهان مي از معروفرساله خود آورده است، و يكي 

 .هاي به دست آمده شويد غرق در لينكعبارت در اينترنت پژوهشي كنيد تا 

د خيلـي جالـب   انديشـي  بر اين اساس كه داريد درباره هستي خـود مـي  وجود داشتن خود استنباط 

اسـتدلال در ايـن    ين خطا چندبه هر حال، ب. استاصول ع كننده از اولين توجه است و تعميق قان

ايـن كـه   . ي وجـود دارد باره، دكارت بر آن است تا نتيجه بگيرد كه خداي رحمان و پايـان ناپـذير  

  .رياضي نيست

  . دارد "استدلال" براي رياضيات همچنين مفهوم خاصي

هاي منطقـي كـه بـه     اي از استنباط براي استدلال رسمي يك گزاره عبارت است از زنجيره :تعريف

  . شود منتهي مياي از اصول  جموعهم

. اصـل موضـوع   -3نتايج منطقي   -  2گزاره  -1: شوند كليدي در اين تعريف برجسته ميايده سه 

اي سازمان دهنـده اسـتدلالات    در بخشهاي بعدي، درباره اين سه نظريه با تعدادي از روشهاي پايه

  . بحث خواهيم كرد

  گزاره منطقي - 2

  .تواند درست يا غلط باشد ت كه ميي اسعبارت گزاره منطقي :تعريف

و  "به چه دليـل تـو رومئـو هسـتي؟    "رسد، ولي عبارتهايي نظير  اين تعريف به نظر خيلي كلي مي

  . كند را استثناء مي "يك الف به من بده"

  .ها رياضي نيستند ولي همه گزاره
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وسيله مـدارك قـانوني و   توان ب چه بسا كه واقعي باشد و مي "نام همسر آلبرت، ايرن است  "مثلاً 

  .گواهي تولد فرزندانشان آنرا به اثبات رساند، ولي اين يك عبارت رياضي نيست

هاي منطقي معنادار بايد درباره موضوعات كاملاً تعريف شده رياضي مثـل   از ديدگاه رياضي گزاره

شناسـي معنـادار    ها، توابع، روابط و غيره باشند و بايد بـراي تشـريح آنهـا از واژه    اعداد ، مجموعه

بهتراست اين موضوع را با مثالي چند از ارقام . استفاده كرد "براي هر"و  "و"خاص رياضي شبيه 

  . و نقشه هاي دو وجهي توضيح دهيم كه همگي از نظر رياضي معنادار هستند

+2   1. 2گزاره منطقي 3 = 5  

  .اين گزاره صحيح است

) فرض كنيم 2 .2گزاره  ) ::P n n n= + +
2

)و  41 )P n ،يك عدد اول باشد  

ر نظـر  اعـداد طبيعـي د   مجموعـه ي بـراي  دنما نماد. شود خوانده مي "به ازاي همه  " ∀نماد 

K,شود، كه از قرار  گرفته مي o3, ) خـود تقاضـا كنيـد    T.Aبراي ليسـت كامـل از   ( باشند مي,2,1

باشـد   مي 1عدد اول يك عدد طبيعي بزركتر از . فقط جدا ساز ميان عبارات است فاصله بعد از

و  7و 5و  3و  2و خودش بر هيچ عدد طبيعي ديگري قابل قسمت نباشـد، مـثلاً    1به طوريكه جز 

  . . . . . و  11

  : ددي را مثال بزنيم تا اين گزاره را بررسي كنيمبيائيد تعدادي آزمايش ع

(0)p =   . باشد كه يك عدد اول مي41

( )p =1   . باشد كه يك عدد اول مي 43
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p =(2)   .باشد كه يك عدد اول مي 47

p =(3) pباشد كه يك عدد اول مي 53 = K(20) انگـار  . آيـد  كه يك عدد اول به حسـاب مـي   461

nتوانيم تا  در واقع مي. آيد دارد به شكل ادعايي معقول در مي = ادامه دهيم و تأكيـد كنـيم بـر     39

pاينكه  =(39)   . يك عدد اول است 1601

nاما اگر  = )فرض شود آنگاه  40 )P n = + + =
2 2

40 40 41 2كه  (41)
از آنجا . عدد اول نيست (41)

در واقع نشان دادن . اول نيست، پس اين گزاره، گزارة غلطي است nكه عبارت به ازاء همه اعداد 

طبيعـي را بـه اعـداد اول تبـديل كنـد، سـخت        تواند همه اعداد اي ثابت نمي اينكه هيچ چند جمله

توانيد، يك ادعا را دربـارة يـك مجموعـه نامتنـاهي بـه       نكته اينجاست كه شما در كل نمي. نيست

مهم نيست اين مجموعه متناهي چقدر بـزرگ  . وسيلة يك مجموعه متناهي از عناصر آن چك كنيد

  . باشد

  .كنيم مثال بسيار رايج اشاره مي در اينجا به دو

aعبارت  2-3گزاره  b c d+ + =
4 4 4

,وقتي كه  4 , ,a b c d  اعداد صحيح مثبت باشند هيچ جوابي

سـازد،   يح مثبـت را مشـخص مـي   اعـداد صـح   در نمادگزاري منطقي، با فرض بر اينكه. ندارد

  .داريم

ــاي  رشــته ــن ∀ه ــبيه اي ، ش

  : آيند مطالعه آسانتر به صورت اختصاري در مي معمولاً براي
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سال بعـد توسـط    218ولي اين گزاره منطقي . اين موضوع را حدس زده است 1769اويلر در سال 

ــردود اعــلام شــد   ــوآم الكلــس در مدرســه هنرهــاي آزاد مــس آو م ــدا . ن ــه پي او جــواب اينگون

,.كرد , ,a b c d= = = =95800 217519 414560 42248  

)            2. 4گزاره  )x y z+ =3 3 3
313  

  .هيچ جوابي ندارد در صورتي كه

  !قم داردي كوچكترين مثل نقض بيش از هزار راين گزاره منطقي هم غلط است، ول

  2. 5گزاره 

رنگهـاي متفـاوت    ١توان با چهار رنگ، رنگ كرد بطوري كه منـاطق هـم جـوار    اي را مي هر نقشه

  . داشته باشند

با اين همـه، اسـتدلالهاي   . شود شناخته مي "قضيه چهار رنگ "ان اين گزاره صحيح است و به عنو

سال تا اواخر قرن نوزدهم  10اثباتي كه به مدت به طور مثال نادرست بسياري برجاي مانده بودند، 

نهايت پر زحمـت   سرانجام يك استدلال بي .پيش از آنكه اشتباه بودنش به اثبات برسد، پابرجا بود

پيچيـده  هـاي   برنامـه هاي آپل و هاكن يافـت شـد كـه از     به نامداناني  يرياضتوسط  1976در سال 

ند، با اجـراي ايـن   بندي كن دستهرا هاي چهار رنگ پذير  تا نقشهاي  برنامهاستفاده كردند كامپيوتري 

قرار نگرفتند و اين موارد توسط هاكن و دستيارانش مـن   ها بندي برنامه چندين هزار نقشه در گروه

بحثهاي زيادي در گرفت مبني بر اينكه آيا . بررسي شدندبا دست انزده ساله خودش جمله دختره پ

                                                
دو منطقه در حالي كه فقط مرز مشتركشان چند نقطه باشـند را  . اي مرز مشترك از طول مثبت باشندجوار هستند هرگاه دار دو منطقه هم. 1
  .گيرند جوار در نظر نمي هم
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قدري بزرگ بود كـه بـدون كـامپيوتر بررسـي كـردن آن      ه باستدلال  .اين يك استدلال منطقي بود

توانست تضمين بدهد كه كامپيوتر به درستي محاسبه كـرده اسـت، هـيچ     ناممكن و هيچ كس نمي

بودنـد را   شـده بررسـي  هزاران نقشه كه با دست پذيري  چهار رنگارد تا كس هم نيروي آن را ند

سرانجام حدود پنج سال پيش يك استدلال قابل فهم انساني درباره نظريه چهار . دوباره بررسي كند

ــد    ــاه كنيـــــــ ــد نگـــــــ ــه شـــــــ ــگ ارائـــــــ ــه رنـــــــ ــايت  بـــــــ ســـــــ

)th.gatech.edu/thomas/Fc/fourcolor.htmlwww.ma(٢  

  )گولدباخ( 2. 6گزاره 

  .حاصل جمع دو عدد اول است 2بزرگتر از زوج هر عدد صحيح 

اين حدس متعلق به گلدباخ است كه بـه  . داند كه آيا اين گزاره صحيح است يا غلط هيچ كس نمي

تـرين پرسشـها دربـاره برنامـه و      همبراي يك دانشمند كامپيوتر برخي از م. گردد باز مي 1742سال 

نظام برنامه است كه آيا برنامه و سيسـتم وظيفـه محولـه را بـه خـوبي      "صحت يا درستي "سيستم 

كننـد و جمعيـت رو بـه     حركـت مـي   "اي يك اسـبه   به طور مفتضحانه "ها  برنامه. دهند انجام مي

آنها در . ت صحت برنامه پيدا كنندافزايش از پژوهشگران و كاربران در تلاشند تا راههايي براي اثبا

اند كه هـم اينـك بـه صـورت عـادي       به اندازه كافي موفق بوده cpuهاي  اين تلاشها درباره تراشه

گيرد تا صحت تراشه را ثابـت كننـد و    هاي توليد كننده تراشه مورد استفاده قرار مي توسط كارخانه

پيشـرفت  . خـش و بررسـي اجتنـاب كننـد    در پ 1990از اشتباه رسواگرانه كارخانه اينتـل در دهـه   

                                                
» چطور مسئله نقشه حـل شـد  . چهار رنگ كافي است«. بازگو شده است) نه تخصصي(داستان چهار رنگ در يك كتاب مروري خوب . 2

  .ISBN 691-0-8-11533، 276، صفحه 2003راين ويلسون، دانشگاه پرشبتون، 
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مـا  . ها، باقيماندة يك عرصة تحقيقاتي فعال اسـت  ها و سيستم هاي رياضي براي اثبات برنامه روش

  . ها را در آينده در دروسي مورد بررسي قرار خواهيم داد اين روش

  

  روش اصول گرايي -3

هل اسكندريه مصر حـدود  دان ا روش استاندارد اثبات حقيقي در رياضيات توسط اقليدس، رياضي

نظريه او عبارت بود از شروع مسئله با پنج فرضيه هندسـي  . سال قبل از تولد مسيح ابداع شد 300

به عنـوان مثـال ميـان دو    . (رسيد كه به دليل قرار گرفتن بر تجربه مستقيم غير قابل انكار به نظر مي

  ).نقطه يك پاره خط مستقيم وجود دارد

با شروع توسط ايـن  . نامند گيرند اصول مي ا كه به سادگي مورد قبول قرار ميهايي نظير اين ر گزاره

 "هـا   اسـتدلال "هاي منطقي ديگر بوسيله ارائـه   اصل موضوع، اقليدس به استقرار بسياري از گزاره

اي از نتايج منطقي از اصول موضوع گـزاره كـه    يك استدلال عبارت است از دنباله. مبادرت ورزيد

  . دهند بطوريكه گزاره مورد سؤال را نتيجه مي. اند دهقبلاً اثبات ش

ايد و مقدار قابل تـوجهي از   هاي زيادي نوشته احتمالاً شما در كلاسهاي هندسي دبيرستان استدلال

  . آن را در اينجا خواهيد ديد

اصـطلاحات  . اصطلاحات مشترك بسياري براي يك قياس منطقي كه به اثبات رسيده وجود دارند

  . كنند نقش قياس منطقي در روند يك بدنه بزرگتر كاري اشاره مي مختلف به

  .نامند هاي مهم را قضيه مي گزاره •
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 . هاي بعدي اوليه براي اثبات گزارهمفيد ي  يك لم عبارت است از يك گزاره •

چند قدمي يك قضيه قرار  انديشي است، نوعي گزاره كه در يك چاره) قضيه فرعي(نتيجه  •

 . دارد

اي بكار  كه در ابتدا براي اثبات قضيه ،يك لم خوب گاهي اوقات در واقع. دقيق نيستند اين تعريفها

  .تر است رود مهم اي كه براي اثبات آن بكار مي رود از قضيه مي

شـود، همانـا    اثبات اقليدسي كه هم اكنـون روش اصـول گرايـي ناميـده مـي      –و –روش اصول –

ناميـده   ZFCمشـتي بـديهيات وجـود دارنـد كـه      در واقع فقط . زيربناي رياضيات امروزي است

آيد كه همراه با تعدادي قواعد استنتاج منطقي، بـراي انشـقاق اصـول اوليـه      شوند كه به نظر مي مي

  . تمام رياضيات كافي باشند

  اصول ما 3. 1

اي علمي بسيار در مطالعه و توضيع زيربناي رياضيات مهم هستند ولي براي كمانه ZFCاصول 

2+2محاسبه اثبات اينكه . ابتدائي هستند = مرحله نياز است بنابر اين در  20/000به بيس از  4

ا به عنوان زيربنا در نظر ، قصد داريم مقدار بسيار بزرگي  از بديهيات رZFCعوض شروع با 

  .ما همه واقعيات آشنا در رياضي دبيرستان را قبول خواهيم كرد .بگيريم

اين باعث حركت سريع ما خواهد شد ولي شما پي خواهيد برد كه اين نوعِ نامشخص اصول، 

آيا بايد  "بسيار مسئله ساز خواهد شد مثلاً در ميانه يك استدلال ممكن است به تعجب درآئيد 

توانم آنرا به عنوان يك اصل درنظر بگيريم براي  نكه مياين واقعيت كوچك را ثابت كنم يا اي
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فقط براي آنچه در نظر داريد پيش قدم . پرسيدن راحت باشيد ولي واقعاً پاسخ مطلقي وجود ندارد

شويد وسعي نكنيد كه از تكاليف و مسائل امتحاني با گفتن اينكه هر چيزي اصل است، شانه خالي 

  . كنيد

  ها در عمل  برهان 3. 2

 اند اصول باشد كه قبلاً به اثبات رسيده ازتواند هر بخش از استنباطهاي منطقي  اصل، برهان مي در

تواند سخت به نظر برسد،  اين آزادي در ساختن در ابتدا مي .و اينكه با گزاره پرسشي سازگار باشد

  كنيد؟ شما اغلب برهان را چگونه شروع مي

كنند  انها از تعدادي الگوهاي استاندارد پيروي ميبسياري از بره: رسد اخبار خوبي يه گوش مي

كنند تا آنها  اند، ولي اين الگوها حداقل قالبي را برايتان فراهم مي جزئيات متفاوت ها در البته برهان

هاي  استاندارد حركت خواهيم كرد و در اين راه به نظريه الگوهايما از خلال اين . را پركنيد

بسياري از اين الگوها با هم . اره كرده ومثالهايي ارائه خواهيم كرداي و لغزشهاي مشترك اش پايه

تناسب دارند، ممكن است يكي از آنها يك طرح سطح بالا به شما بدهد در حالي كه برخي ديگر 

ممكن است در سطحي ديگر از جزئيات به شما كمك كنند و همچنين تكنيكهاي استدلالي گمراه 

  .ان خواهيم دادكننده را از اين پس به شما نش

هايي را برروي برگه خود  گويند دقيقاً چه واژه دستور العملهاي زير بسيار ويژه هستند و به شما مي

مطمئناً شما آزاديد چيزها را براساس شيوه خود بيان كنيد ما فقط چيزي را به شما . بنويسيد

  . ي برخورد نكنيدتوانستيد برزبان آوريد تا اينكه حتماً با مشكلي اساس دهيم كه مي مي
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 ZFC          اصول 

رياضي همه اصولاً . كنيم اي زرملو را فهرست ميه ما اصول نظريه مجموعه :آوريدجهت يا

  .به همراه تعدادي قوانين استنتاج نتيجه شودتواند از اين اصول  مي

 منطقدر نمادگزاري . داشته باشندبا هم برابرند كه اعضاي يكسان دو مجموعه در صورتي  :بسط

  .شود وه بيان ميبه اين نحرياضي 

( .( )) .z z x z y x y∀ ∈ ↔ ∈ → =  

}، يك مجموعه yو  xبراي هر دومجموعه  جفت سازي ● },x y   وجود دارد، كه فقط شامل

x  وy به عنوان عناصر آن مجموعه است .  

  . استها هم يك مجموعه  مجموعه ز، اzاجتماع يك دسته، :اجتماع ●

.( . )u x y x y y z x u∃ ∀ ∃ ∈ ∧ ∈ ↔ ∈   

بطوريكه براي  xبويژه يك مجموعه غير تهي  ;يك مجموعه نامتناهي وجود دارد :بي نهايت ●

yهر مجموعه  x∈  مجموعه{ }y هم يك عضوx باشد مي.  

)و هر گزاره  xراي هر مجموعه داده شده ب :زير مجموعه ● )p y اي وجود دارد كه به  مجموعه

yطور مشخص آن عناصري از  x∈  را در بردارد كه در( )p y صادق است.  

  . دهند تشكيل مي راديگري هاي يك مجموعه، مجموعة  كليه زير مجموعه :مجموعه تواني ●

  .وعه استيك مجمتصوير يك مجموعه تحت يك تابع،  :جايگزيني ●
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yاي وجود دارد  مجموعه xبراي هر مجموعه غير تهي  :زير بنا ● x∈  بطوري كهx  وy  مجزا

  .) دارد ضاي خود باشد باز ميبه طور خاص اين اصل، يك مجموعه را از اينكه يكي از اع. (هستند

هاي غير تهي را  توانيم يك عنصر از هر مجموعه از يك گروه از مجموعه ما مي :اصل انتخاب ●

 fيك تابع روي يك مجموعه باشد و نتيجه به كارگيري  fتر، اگر  انتخاب كنيم باز هم مشخص

 gابع انتخاب ك مجموعه غير تهي باشد آنگاه يك تي در آن مجموعه هميشه يبه هر عنصر

)در مجموعه  yوجود دارد كه براي هر  )g y y∈ . ما قصد نداريم در اين درس با اصولZFC 

  .ويم فقط فكر كرديم شايد دوست داشته باشيد آنها را ببينيدمشغول به كار ش

 اثبات يك استلزام  -4

 p"ارز  يا به طور هم " Qآنگاه  Pاگر "اند  تعداد بي شماري از قضاياي رياضي بدين گونه

  :اينجا مثالهاي بيشتر داريم Q"كند بر  دلالت مي

  )فرمول معادله درجه دوم ( •

( 4 )b b ac
x

a

− ± −
=

2

2
a آنگاه  axو  0≠ bx c+ + =

2
  اگر 0

حاصل جمع دو  nباشد، آنگاه  2عدد صحيح زوج بزرگتر از  nاگر ) حدس گولدباخ( •

 .عدد اول است

≥xاگر  • ≤0 xآنگاه  2 x− + + >
3

4 1 0  

  . براي اثبات يك مفهوم روشهاي استاندارد بسياري وجود دارد
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   1#روش  4. 1

  : Qكند بر دلالت مي Pبه منظور اثبات اينكه 

 .صحيح است "Pفرض كنيم "بنويسيد،  -1

  .شود به طور منطقي حاصل مي Qدهيم  نشان مي -2

  

  مثال 

≥xاگر  4. 1قضيه  ≤0 xآنگاه  2 x− + + >
3

4 1 0  

استدلالي دربارة اين قضيه بنويسيم، براي چرايي حقيقت داشتن آن بايد مقداري  پيش از آنكه

  .تمرين انجام دهيم

xبه طور حتم نامساوي براي  1<است و  1 زيرا سمت چپ برابر. برقرار است 0= هر چقدر . 0

رسد كه مقدار بزگتري از  اساساً به نظر مي) كه مثبت است( x4يابد، عبارت  افزايش مي xكه 

x− xبه عنوان مثال، وقتي . باشد) كه منفي است(  3 x4داريم  1= = −xولي 4
3
= در واقع، . 1-

−xانگار كه  xكند تا جايكه  شروع نمي x4تسلط خود را بر 3 > رسد  بنابر اين به نظر مي. شود 2

x x− +
3

x غير منفي باشد كه در نتيجه 2و  oبين ها xبايد براي تمام  4 x− + +
3

4 عددي  1

  . مثبت است
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را با  "رسد  به نظر مي "ولي بايد همچنان تمام آن عبارتهاي . تا به حال همه چيز روبراه است

xيم با فاكتور گرفتن از توان مي. عبارتهاي، منطقي جايگزين كنيم x− +
3

به نتايج بهتري دست  4

  :پيدا كنيم، كه كار سختي هم نيست

2 ( )( )x x x x x− + = − +3
4 2 2  

ت قرار دارند غير منفي محسوب هايي كه سمت راس تمام جمله 2و  0ميان  xبراي ! آهان

بيائيد اين مكافات را به يك . هاي غير منفي هم غير منفي است  حاصل ضرب جمله. شوند مي

  استدلال روشن تبديل كنيم 

≥x  فرض كنيد  .برهان ≤0 ,پس2 , ,x x x+ −2   همگي2

  .ها هم غير منفي است جمله حاصل ضرب اين ،بنابر اين اساس .غير منفي هستند

  : آيد بنابر اين به اين حاصل ضرب يك عدد مثبت به دست مي 1با افزودن 

( )( )x x x− + + >2 2 1 0  

  .با ضرب كردن عبارات سمت چپ داريم

x x− + + >
3

4 1 0  

  �                  .همانگونه كه ادعا شد

  : روند ها به كار مي چند نكته وجود دارد كه در كليه استدلال

شما مادامي كه براي به تصوير در آوردن مراحل منطق يك استدلال در تلاش هستيد بايد  •

پر از  -تواند عنوان نامنظم بگيرد تان مي اگر شما بخواهيد تمرين .اغلب مقداري تمرين كنيد
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ولي . عجيب و غريب، كلمات زشت، هر چه كه باشد حاصل، شكلهاي هندسي نتايج بي

 . تمرينتان را از استدلال نهايي خود كه بايد واضح و مختصر باشد جدا كنيد

.يا  □هايي نظير واژه شوند و با شكل آغاز مي "برهان  "ها نوعاً با واژة  استدلال .q e d  به پايان

  .است كردن نقطة آغاز و پايان استدلالادها روشن تنها مفهوم اين قرارد .رسند مي

به طور منطقي برابر است ) استQمستلزم  p(يك استلزام اثبات عكس نقيض  #2- روش  4. 2

اثبات يكي به همان خوبي اثبات ديگري  "pاست نقيض  مستلزم Qنقيض "با عكس نقيض خود 

اگر چنين باشد، پس . تر از اثبات عبارت اصلي است و اغلب اثبات عكس نقيض آسان است

  :توانيد به روش زير عمل كنيد مي

  .و سپس عكس نقيض را بيان كنيد: "كنيم ما عكس نقيض را اثبات مي"بنويسيد . 1

  . پيش برويد #1همانند روش . 2

  مثال

  . هم گنگ است rگنگ باشد آنگاه  rاگر  4. 2قضيه 

با يك نسبتي از اعداد صحيح است ولي اعداد  مساوي باز هم به خاطر داشته باشيد كه اعداد گويا

، آنگاه يستاعداد صحيح ن ازنسبتي  rبنابر اين ما بايد نشان بدهيم كه اگر . گنگ برابر نيستند

r  نفي"توانيم هر دو علامت  مي! اين كه خيلي پيچيده شد. يستاعداد صحيح ن ازهم نسبتي" 

  . را حذف كرده و به جاي آن با در نظر گرفتن عكس نقيض استدلال را مستقيماً پيش ببريم

  .هم گويا است  rگويا باشد، آنگاه  rاگر : كنيم را ثابت ميعكس نقيض  :برهان
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به طوري وجود دارند  bو  aدر اين صورت اعداد صحيحي نظير . گويا است rفرض كنيد كه 

aكه 
r

b
=.  

a: دهد مجذور هر سمت بدست مي
r

b
=

2

2
   

aاز آنجائيكه 
bو  2

  �        . هم گويا است rاعداد صحيح هستند،  2

 

  "اگر و تنها اگر"برهان  -5

كنند كه دو طرف عبارت منطقاً برابرند، يعني اينكه يكي  بسياري از قضاياي رياضي ادعا مي

  .برقراراست اگر و تنها اگر ديگري برقرار باشد

  : مثالهاي بيشتر در اين باره

 باشد  3است اگر و تنها اگر مجموع ارقام آن مضرب  3يك عدد صحيح مضربي از  •

 . داراي دو يال مساوي اگر و تنها اگر كليه زوايا يكسان باشند دو مثلث •

pعدد صحيح مثبت  • ≥ pيك عدد اول است اگر و تنها اگر  2 p1+ ( -1).( -2)...3.2.1 

  .باشد pمضربي از 

  .دهد زاره ديگري را نتيجه ميثابت كنيد هر گ: 1#روش  5. 1

نتيجه  Q" و "Qدهد  نتيجه مي p"برابر است با دو گزاره  "Qاگر و تنها اگر  p"گزاره 

  :را با اثبات دو استلزام فوق ثابت كنيد "اگر و تنها اگر"توانيد بنابر اين مي"pدهد مي

  . "دارد و بالعكس Qدلالت بر  pكنيم  ماثابت مي"بنويسيد، . 1
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اين كار را با يكي از روشهاي بخش . "Qدلالت دارد بر  pدهيم كه  ابتدا، نشان مي"بنويسيد، . 2

  . انجام دهيد 4

، دوباره، اين كار را با يكي از "كند دلالت مي pبر  Qدهيم كه  حالا نشان مي"بنويسيد، . 3

  .يدانجام ده 4روشهاي بخش 

  

  مثال 

Xشوند، يعني اينكه  چنانچه دو مجموعه داراي عناصر يكسان باشند برابر تعريف مي Y=  معني

zدهد  مي x∈  اگر و تنها اگرz y∈ ) عملاً اين اولين اصلZFC تساوي   اين قضيهبنابر .) است

  .گر و تنها اگر بيان و اثبات نمودتوان به صورت قضيه ا ها را مي مجموعه

,فرض كنيد  )قانون دمورگان براي مجموعه ( 5. 1قضيه  ,C B A آنگاه ،مجموعه هستند:  

( ) ( ) ( )A B C A B A C=I U I U I  

)دهيم اگر  نشان مي .برهان )z A B C∈ I U  آنگاه( ) ( )z A B A C∈ I U I و بالعكس.  

)هيم  ابتدا، نشان مي )z A B C∈ I U كند كه  ايجاب مي( ) ( )z A B A C∈ I U I .  

)فرض كنيد  )z A B C∈ I U  پسz  درA چنين قرار دارد و همZ  درB  ياC با . قرار دارد

Aدر مجموعه  z، اين حساب BI  ياA CI كند قرار دارد كه ايجاب مي.  

( ) ( )z A B A C∈ I U I.  

)دهيم كه  اكنون نشان مي ) ( )z A B A C∈ I U I كند  ايجاب مي( )z A B C∈ I U   
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)فرض كنيد  ) ( )z A B A C∈ I U I . در اين صورتz  هم درA  وB  در يا همA  وC  قرار

دهد كه  تيجه مياين ن. قرار دارد Cيا  Bدر  zو همچنين  Aدر  �بنابر اين . دارد

( )A B C∈� I U.                  �  

  ساختن زنجيري از اگر و تنها اگرها: 2#روش  5. 2

  .صحيح باشدQصحيح است اگر و تنها اگر  pبه منظور اثبات 

  ."سازيم هاي اگر و تنها اگر مي اماي از استلز زنجيره "بنويسيد، . 1

 ،الي آخر و يبا گزارة سوم. گزاره برابر استمساوي است كه اين  يگزاره دوم با pثابت كنيد . 2

تواند  اما نتيجة اثبات مي اولي است، تر از اين روش در حالت كلي بسيار مشكل. برسيد Qتا به 

  .دزيبا باش و دقيق كوتاه،

nx,دنباله از مقادير (انحراف معيار يك  .مثال x xK
2 1
  . به شكل زير تعريف شده است ,

( ) ( ) ( )nx x xµ µ µ− + − + + −K
2 2 2

1 2
  

nx    . ميانگين مقادير است µكه در آن  x x

n
µ

+ + +
=

K
1 2  

,انحراف معيار يك دنباله از مقادير  5. 2قضيه  ,x x K
1 2

با  اعدادصفر است اگر و تنها اگر تمامي  

  . باشند هم برابر

به عنوان مثال، انحراف معيار نتايج امتحان برابر با صفر است اگر و تنها اگر هر كسي متوسط نمرة 

  . كلاسي را بدست آورد
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nx,انحـراف معيـار   . سازيم را مي "اگر و تنها اگر  "ها  يك زنجيراز استلزام .انبره x xK
2 1
صـفر   ,

  .است اگر و تنها اگر

( ) ( ) ( ) 0nx x xµ µ µ− + − + + − =K
2 2 2

1 2
  

ــانگين  µكــه در آن  ,مي ,nx xK
1

 ــ. باشــد مــي  ــرار اســت ك ــه برق ــا اگــر ايــن معادل ه اگــر و تنه

.( ) ( ) ( ) 0nx x xµ µ µ− + − + + − =K
2 2 2

1 2
از آنجائيكه صفر تنها عددي است كـه مجـذور آن    

كه اگر و تنها اگر  برقرار استصفر است هر عبارت در اين معادله غير منفي است، پس اين معادله 

برابر باشـد بـا    xاين صحت دارد اگر و تنها اگر هر مقدار . فقط هر جمله دقيقاً برابر با صفر باشد

  .µ قدارم

را بـه وسـيله يـك زنجيـر از       مجدداً استدلال مربوط به قانون دمورگان بـراي مجموعـه   .1مسئله 

  .هاي اگر و تنها اگر بنويسيد استلزام

  چگونه استدلالهاي موجه بنويسيد  .6

راي خواننده با وضوح قطعي مفهوم يك واقعيتـي را فـراهم   مقصود از يك استدلال اين است كه ب

براي اينكه به طور مؤثر به اين مقصود نائل شويد سعي بيشتر از آنكـه صـحت منطقـي يـك     . كنيد

ايـن اهـداف معمـولاً    . استدلال موجه بايد روشن هـم باشـد  : استدلال در نظر باشد مورد نياز است

تـر   شبيه يك استدلال صحيح است تـا جائيكـه سـخت    مكمل هستند يك استدلال تمام عيار بيشتر

  . بتوان اشتباهات را پنهان كرد
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اي بـه   استدلالها در يك مجلة پژوهش حرفـه . در عمل منظور از استدلال يك هدف متحرك است

هـا و   چنـدين كارشـناس كـه همـة لـم      بـراي  فقـط  جـز  طور كلي براي همه غير قابل فهم هستند

اسـتدلالها در   .هستند اثباتشناسند كه اغلب در استدلال بدون  را ميهاي در نظر گرفته شده  هيضق

شـوند   اي بيـان مـي   دان حرفـه  كه توسط يك رياضـي  6.042هاي آغازين يك دوره مثل  اولين هفته

آنچه را ما در حرف به عنوان اسـتدلال موجـه    رسند در واقع، بسيار ملال آور و طولاني به نظر مي

بـه عنـوان اسـتدلالهاي موجـه در نظـر       6.042كنيم با آنچه در چند هفتـه اول آغـاز دوره   بول ميق

توانيم تعدادي سرمشق كلي بـراي نوشـتن    گيريم متفاوت است ولي حتي چنين هم كه باشد مي مي

  :استلالهاي موجه ارائه كنيم

اين  شود با تشريح خطوط كلي برهان آغاز مي خوبيك استدلال  .طرح بازي خود را اظهار كنيد

  .شود خواننده به تصوير محكمي برسد تا بتواند جزئيات بعدي را هضم كند كار باعث مي

هـاي   بينـيم كـه شـبيه موزائيـك     هي اوقات استدلالهايي را ميگا .يك جريان خطي را حفظ كنيد

اين كار . شوند ه ميدپاشي ستدلال هاي چرب و نرم بر روي صفحه ا رياضي هستند كه همراه با لقمه

  .لي قرار بگيردانيست مراحل استدلال شما بايد يكي پس از ديگري در يك نظم متو خوب

جويان از اسـاس بـه همـان     دانش بسياري از .تدلال يك محاسبه نيست بلكه يك رساله استاس

يـك تـوالي بلنـد     عبارت ازه نتيج. نويسند استدلالها را مي كنند ها را محاسبه مي اي كه انتگرال شيوه

  .بد است اين. بالايي از اظهاي نظرهاي بدون توضيح
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هـاي كامـل بـه     جمله .يك استدلال موجه معمولاً شبيه يك رساله با تعدادي معادله درون آن است

  .كار ببريد

احتمالاً خواننـدة شـما در فهـم كلمـات وارد     . از نشان علائم از سمبوليسم افراطي اجتناب كنيد

بنابر اين عقلايي است هـر كجـا   . گونة رياضي دارد ، ولي مهارت كمتري در خواند علائم رمزاست

  .ها استفاده كنيد توانيد از واژه مي

 ـ  وقـت بيشـتري از خواننـده مـي     استدلالهاي طولاني پيچيده، ساده كردن ا آن را بفهمـد و  گيـرد ت

اسـتدلال   ،بنابر اين يك استدلال بـا مراحـل منطقـي كمتـر    . اني اشتباهات را بپوشاندتواند به آس مي

  .بهتري است

توان تا حد زيادي بـا معرفـي يـك     گاهي وقتها يك قضيه را مي .رابا ملاحظه معرفي كنيد دهانما

واد خواهيد كه تمـام م ـ  ولي از آنجائيكه كه از خواننده مي. كرد سادهيا اصطلاحي جديد  د ويژهنما

عمـلاً معـاني   تـا  تازه را به خاطر بسپارد با مضايقه اين كار را انجام دهيد و به ياد داشته باشيد كه 

 .ايد آنها را به كار نبريد ردهرا روشن نك دهانما و متغيرهاي جديد، اصطلاحات

سيم اي از روندهاي كوچكتر تق  هاي طولاني به مجموعه معمولاً برنامه ساختار استدلالهاي طولاني

 اسـت مورد نيـار در اسـتدلال شـما     ي كهحقايق .اينطور هستنداستدلالهاي طولاني بيشتر . شوند مي

هـاي مقـدماتي    اند را بهتر است به صورت لم اند ولي اثبات شده حقايقي كه به طور ساده بيان شده

ا حقيقـت ر شوند ولي همچنين اگر شما داريد بصـورت مكـرر همـان     آساني وضع مي. اثبات كنيد
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بـه آن رجـوع   كـراراً   بتوانيدكلي بدست آوريد تا  كنيد، سعي كنيد آن قضيه را در يك لم تكرار مي

  .كنيد

در تلاش براي تشر زدن به خواننده براي قبول آن چيـزي كـه در اثبـات آن مشـكل      .زور نگوئيد

يكـي از ايـن    همچنين هرگـاه  .استفاده نكنيد "آشكارا  "يا  "به روشني  "داريد از عبارتهايي نظير 

 .هاي ببينيد به حالتي آماده باش درآئيد جملات را در استدلال بعضي

از اين وسوسـه كـه خواننـده     .بيان كنيدتمام واقعيات مورد نياز خود را  برهاناز  جاييدر . خاتمه

آنچه براي شما به عنوان نويسنده آشكار اسـت بـه    .بپرهيزيد خودش نتيجه آشكار را بيرون بكشد

ل براي خواننده آشكار نيست در عوض خودت همه چيز را به هم گره بـزن و توضـيح   همان شك

  . برقرار استبده كه چرا قضيه 

 تمـام . هاي موجه به ماوراي ساختار گسـترش مـي يابـد    و برنامه خوبهاي  همساني ميان استدلال

ها  موقتي كه الگوريت .انديشه محكم مورد نياز براي استدلالها در طراحي نظام رايانه هم كاربرد دارد

 .شـوند   آميزفاجعه  ممكن استنتايج  اند كردهتكيه برقضاياي بي پروپا  "تقريباً كار"ها  و پروتوكول

بود دستگاهي كه براي پرتو درماني قربانيان سرطان تهيـه شـده    25يك مثال دم دستي همان تراك 

 .اعث حجم زيادي از پرتوافكني شـد در موقعيتهايي باعث مرگ افراد شد زيرا نرم افزار ببود، ولي 

اي كـه توسـط خطـوط     سيسـتم رايانـه   روييك خطا  2004ميزان زياد كه لايق به تازگي در اوت 

و تمام  -شد تمام ناوگان هر دو شركت باعثگرفت  يهوايي آمريكان و ايالات مورد استفاده قرار

  ! مسافرانشان را به زمين زد
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م روزي فراخواهد رسيد كه همگي ما مورد لطف نظامهاي كامپيوتري كه توسط شما و به طور حت

بنابر اين جداً اميـدواريم كـه شـما توانـايي ارائـه      . گيريم اند قرار مي هايتان طراحي شده همكلاسي

هاي منطقي كوه پيكر را در خود زياد كنيد تا يك سيستم عملاً همان كاري را انجـام بدهـد    فرضيه

  !دهد كنيد انجام مي مي كه فكر

  

  ها  قاعدة گزاره -7

براستي كه جاي تعجب است كه مردم موفق شدند به زبان انگليسي با هم ارتباط برقـرار كننـد در   

  :آوريم اينجا چندين جملة نمونه را مي

  "امكان دارد كه كيك بخوريد يا بستني بخوريد" - 1

 ."چرنوف را بفهميد باند توانيد اگر خوكها بتوانند پرواز كنند آنگاه شما هم مي" - 2

در ايـن دوره   Aآوريم حل كنيد، آنگاه نمره  اي را كه از خود در مي اگر بتوانيد هر مسئله - 3

 ."آوريد بدست مي

 "هر آمريكايي رؤيايي دارد" - 4

فقـط  كيك را بخوريد يـا   هم توانيد هم بستني و دهند؟ آيا مي اين جملات مشخصاً چه معنايي مي

چرنوف غير قابل درك است؟  باندكنيد؟ اگر جملة نخست صحيح باشد آنگاه  يك دسر انتخاب مي

كنيم را حل كنيد نه همه را آنگـاه، آيـا در ايـن دوره     ها كه ما طرح مي اگر بتوانيد تعدادي از مسئله

را بدسـت آوريـد اگـر نتوانيـد هـيچ       Aآوريد و همچنان آيا مي توانيد نمـرة   بدست مي Aنمرة 
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ها يك رويـاي يكسـاني    كند بر اينكه همه آمريكائي اي را حل كنيد؟ آيا جملة آخر دلالت مي مسئله

هـا در مكالمـات معمـولي قابـل      دارند يا همگي روياهاي مختلفي دارند؟ برخـي از عـدم اطمينـان   

 –مـثلاً در رياضـيات    –مشخصاً عقايدي را تنظيم بندي كنـيم   خواهيم اند ولي وقتي كه مي تحمل

توانيم اميدوار بـه ارائـه يـك     نمي. شود هاي ذاتي زبان روزمره به يك مشكل واقعي تبديل مي ابهام

دهيم  و، به شما هشدار نمي(شناسه دقيق باشيم اگر مطمئن نباشيم كه لغات خاص چه معني دارند 

ها بسيار دقيق وحشتناكي درباره رياضـيات مطـرح    رو شناسه هاي پيش لي امكان دارد كه در هفتهو

بنابر اين قبل از ورود به رياضيات، نياز داريم مسئله چگونگي صـحبت دربـاره رياضـيات را    ) كنم

  . بررسي كنيم

اند تا دربـاره   دانان يك زبان ويژه كوچك ابداع كرده براي فائق آمدن بر ابهام زبان انگليسي، رياضي

،  "يا"هاي عادي زبان انگليسي و عبارتهايي نظير  اين زبان آكثراً از واژه. ط منطقي حرف بزنندرواب

هـا تعريـف    هـا بـه ايـن واژه    ولي رياضي دان. كند استفاده مي "به ازاء همه"و  "كند بر دلالت مي"

ن ايـن  بدون دانست. كنند تري بيش از آنچه در يك فرهنگ لغت معمولي وجود دارد اعطاء مي دقيق

تعاريف، ممكن است با خواندن اين زبان دمساز شويد، ولي همة نكات باريك را از دسـت داده و  

  . گاهي وقتها براي ادامة كار مشكل خواهيد داشت

ترين مسئلة بـاز علـوم رايانـه     به طور شگفت آوري، در نيمه راه يادگيري اين زبان منطقي، به مهم

  . ان را تغيير دهدتواند جه كه حل آن مي –خوريم  برمي
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  هاي تركيبي گزاره 1-7

، "كند بـر  دلالت مي"،  "يا"  ، "و"،  "نه"ها را با كلماتي همچون  توانيم گزاره در زبان انگليسي مي

يك توانيم، سه گزاره را به  به عنوان مثال ما مي. تغيير داده، تركيب و با هم مربوط سازيم "آنگاه"و 

  : مثل اين گزاره تبديل كنيم

  . ها فناپذيرند يوناني ند، آنگاه همةباشها انسان  اگر همه انسانها فناپذير باشند و همة يوناني

خـواه رياضـي دانـان را در     –شان نخـواهيم داد نها  از اين زمان به بعد، ديگر خيلي به داخل گزاره

. واهيم پرداخـت ها خ ـ اما بيشتر به چكونگي تركيب و رابطة گزاره -  بربگيرند يا فناپذيري يوناني،

انسـانها    همـة "هاي مشخص مثل  به جاي گزاره "P"و  "Q"بنابر اين مكرراً از متغيرهايي نظير 

+2"و  "فناپذيرند 3 = فهم اين مسئله اين اسـت كـه ايـن متغيرهـا، مثـل      . استفاده خواهيم كرد "5

بعضـي وقتهـا چنـين    . را بگيرنـد ) غلط( Fو ) درست( Tتواند ارزشهايي مثل  ها، فقط مي گزاره

 –كه خودتان حدس زديد –جورج  غلط را متغيرهاي بولين به قياس مخترعشان،/ متغيرهاي درست

  .شوند بول، ناميده مي

  "يا"و  "و"  ، "نقيض" 1-1-7

به عنوان مثـال  . وص را با استفاده از جدول ارزش تعيين كنيمصهاي بخ توانيم اين واژه ما دقيقاً مي

بوسـيلة جـدول    "Pنقـيض "درستي گزاره  اي دل بخواهي باشد، آنگاه  بيانگر گزاره "P"چنانچه 

  :شود ارزش زير تعيين مي

  



  25  ها استدلالـ فصل اول   

  

  

  

 "Pنقـيض "ست باشد، گزارة رد Pاولين رديف جدول خاطرنشان مي كند كه هنگامي كه گزارة 

احتمـالاً  . درست اسـت  Pغلط است نقيض  Pكند كه هنگامي كه  است خط دوم نشان ميغلط 

  . همان چيزي است كه شما انتظارش را داشتيد

تغيرهـا  ميك گزاره را براي هر وضع احتمالي وارزش ن غلط بود/درست ارزشدركل، يك جدول 

چهار رديف دارد، از آنجا كـه دو   "Qو  P"براي گزارة  ارزشبراي مثال، جدول . دهد نشان مي

  : توانند در چهار شكل مختلف قرار بگيرند متغير مي

Q وP  Q  P  
T  T  T  
F  F  T  
F  T  F  
F  F  F  

  

هر دو صحيح  Qو  Pهاي  وقتي صحيح است كه گزاره "Qو  P"براساس اين جدول ، گزاره 

  . كند منعكس مي "و "اين عبارت احتمالاً روش انديشة شما را دربارة واژه . باشند

  :وجود دارد ي باريك نكتهيك  "Q يا P"ياب براي گزارة  ارزشدر جدول 

  

  .P  Pنقيض

F  T  
T  F . 
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Q ياP  Q  P  
T  T  T  
T  F  T  
T  T  F  
F  F  F  

  

يـا   ،درست باشد Qدرست باشد،  Pدرست است وقتي كه  "Q يا P"گويد كه  اين جدول مي

نيست، ولي اين تعريف  "يا"در گفتار روزمره هميشه اين مفهوم مورد نظر از . هر دو صحيح باشند

ممكـن اسـت كيـك    "دان بگويـد،   بنابر اين اگـر يـك رياضـي    .ر نگارش رياضي استاستاندارد د

  .توانيد هر دو را بخوريد شما مي آنگاه "بخوريد يا ممكن است بستني بخوريد

  "بر كند دلالت مي" 2-1-7

هـاي   دانـان گـزاره   رياضـي . اسـت  "بر كند دلالت مي "كوچكترين واژة متصل كنندة غير استدلالي 

"Pكند بر  دلالت ميQ"  اگرو P آنگاه Q"    داراي بنـابر ايـن     گيرنـد،  را متـرادف در نظـر مـي

  .ماند تا بعداً بتوانيم به آنها رجوع كني خطوط شماره گذاري شده. هستندجدول ارزش يكسان 

  

  

  

  

  

P كند بر  دلالت ميQ،  اگرP  آنگاهQ  Q  P  

T  T  T .1 

F  F  T .2 

T  T  F .3 

T  F  F .4 
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س اگـر حـد  «ست يـا غلـط ؟   ابراي مثال، آيا گزارة زير درست . بيائيد با اين تعريف آزمايش كنيم

x آنگاهباخ درست باشد، گولد ≥
2

ا حـالا، قـبلاً بـه شـم    » صادق اسـت  x براي هر عدد حقيقي 0

ولي آن مسئله نبايـد ممانعـت   . درست بوده يا غلط كه آيا حدس گولدباخ داند گفتيم كه كسي نمي

Pشكل اين گزاره! كند كه از جواب دادن به پرسش طفره برويد Q→   است در جائي كـهP   بـه

Q "xقرار دارد و  "گولدباخ صحيح استدس ح"مثابه  ≥
2

از  "x حقيقـي به جاي هـر عـدد    0

ت ارزش دس ـجـدول   3يـا   1 سـطرهاي توانيم بـر روي   مي ،بطور يقين درست باشد Qوقتي كه 

  ! ستگزاره به عنوان يك كل درست ا ،بهر طريق. بگذاريم

  . گذارد را به نمايش مي ها استلزامتر از  يكي از مثالهاي اصلي ما حتي يك جنبة عجيب

  »چرنوف را بفهميد باندتوانيد  شما هم مي آنگاه اگر خوكها پرواز كنند،«

اين را به عنوان يك توهين تلقي نكنيد؛ ما فقط نياز داريم درست يا غلط بـودن ايـن گـزاره را بـه     

باند از روي كنجكاوي، پاسخ هر چه باشد هيچ ارتباطي ندارد به اين كه آيا شما  .تصوير در آوريم

 4يـا   3كنند، بنابر اين ما در اين حالت برروي رديف  خوكها پرواز نمي. فهميد يا نه چرنوف را مي

  !.در هر دو حالت، گزاره درست است. قرار داريم ارزشجدول 

  :ط داريمغل استلزامدر مقابل، اينجا مثالي از يك 

  .»است  سفيد ساخته شده چدار پنير ماه از اشد، آنگاهسفيد ب مهتاب اگر«

 2اين مـاروي رديـف   بنابر . سفيد چدار ساخته نشده استماه از پنير  ولي،. استسفيد  تاببله، مه

  . قرار داريم، و گزاره غلط است ارزشجدول 
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  :هاي زير مختصر كرد واژه توان به شكل دربارة قضايا را مي ارزش براي استلزامجدول 

ايـن  . درسـت باشـد   آنگـاه غلط باشد يا قسـمت   اگروقتي درست است كه قسمت  استلزاميك  -

 – اگـر رياضـي بـه شـكل     هاي گزارهعبارت ارزش به خاطر سپردن را دارد، بخش بزرگي از كليه 

  .هستند آنگاه

  

  "اگرو تنها  اگر" 7. 1. 3

كننـد كـه در گفتـار معمـولي رخ      بهم متصل ميديگر هم روش  را به ها عمولاً گزارهدانان م رياضي

منطقاً برابرند، يعني اينكـه، يـا    Qو  Pكند كه  مي اظهار "Q اگرو تنها اگر  P"گزاره . دهد نمي

  .يا هر دو غلط هستندهر دو صحيح 

  

P  اگر و تنها اگرQ  Q  P  
T T  1. T 

F F 2. T  
T T 3. F 

T F 4. F  
  

  : رست استد x حقيقيزير براي هر عدد  اگر و تنها اگر

"x ≥ x اگر و تنها اگر 2 ≥
2
- 4 0"  

                            M  
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دام از ، هيچك ـ xهـاي   ارزشبراي ديگر . هر دو نامساوي درست هستند xمقاديربراي برخي از 

  .درست است كلبه هر حال با اين وجود گزاره به عنوان يك . ها درست نيستند نامساوي

  . شود مختصر مي "Iff"افتد كه به شكل  غالباً اتفاق مي "اگر و تنها اگر"عبارت 

  هاي رايانه اي در برنامه منطق گزاره 7. 2

براي مثال، تكـة زيـر را در   . دهد هاي كامپيوتر رخ مي ر برنامهد يشهها و اتصالهاي منطقي هم گزاره

c,تواند  نظر بگيريد كه هم مي c +   :و يا جاوا باشد +

)اگر  ( & & ))x x y> <= >�0 0 100   

  )دستورالعملهاي بيشتر(

  . باشد مي "و"به معناي  &&و علامت  "يا"بيانگر  علامت

در تفحصي . شود صحيح باشد، اجرا مي اگردي واژه بع نانچه گزارهچي جلوتر ها دنباله دستورالعمل

اي باشد  گزاره Aفرض كنيد . اين عبارت بزرگ از دو گزارة ساده تر ساخته شده است ،از نزديك

0xكه  yاي باشد كه  گزاره B، و فرض كنيد  < توانيم حالت را بـه ايـن روش    پس مي. 100<

  :بازنويسي كنيم

), )B نقيضA    Aيا  ))
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  ."Aيا  B"مساوي است با  كند كه اين قضية پيچيده منطقاً ثابت مي ارزشجدول 

B  ياA  ), )A B يا  ))غيرA  B  A  

T  T  T  T  
T  T  F  T  
T  T  T  F  
F  F  F  F  

  

  : دون تغيير روال برنامه رمز خرد و ريز را ساده كنيمتوانيم ب اين به معني آن است كه مي

)اگر  )x y> >�0 100  

  

  )دستورالعملهاي بعدي(

سازد هم مشكل ترين شكل آن درگير  زيادي را در ساده متغيرهايمنطقي كه  عبارتبازنويسي يك 

 بطـور روشـني  افـزاري ممكـن اسـت     ساده كننده به صورت نـرم ) عبارات(. و هم با اهميت است

ولي بسي معنادارتر، طراحان تراشه بـه طـور اصـولي بـا همـان      . اش را افزايش دهد سرعت برنامه

در يك برنامه، كار آنها  و &&با اين حال به جاي كوچك كردن علائم . شوند چالش روبرو مي

عالي  نتيجة نهايي بالفعل. كوچكتر كردن تعداد ابزارهاي سخت افزاري يكسان برروي تراشه است

يك تراشه با مقدار كمتري ابزار كوچكتر، مصرف انرژي كمتر،ميـزان عيـب پـايينتر و بـراي     : است

  . تر است ساخت انبوه ارزان
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  د گذاري مرموزيك نما 7. 3

اسـتفاده   "نقيض"و  "و"به جاي كلماتي مثل ! به معني و  && زبانهاي برنامه ساز از علائمي نظير

اند تا بيانگر اين واژگان باشند،  اع كردهبدئم مرموز خاص خودشان را ادانان هم علا رياضي. كنند مي

  :اند كه در شكل ذيل خلاصه شده

  انگليسي      مرموز  نمادگذاري

  "نقيض P"      )همچنين، (

P Q∧          " , "P Q  

P Q∨          "Q  ياP"  

P Q→        " اگرP آنگاهQ"  يا"P  دلالت دارد برQ"  

P Q↔        "P اگر و تنها اگر Q"  

به ايـن ترتيـب    "R دهد مي، نتيجه Q نقيضو  P اگر" ،نمادگذاريبراي مثال، با استفاده از اين 

)     .شود وشته مين )P Q R∧ ¬ →  

ولـي در اكثـر   . اين زبان رمزگونه براي نوشتن قضاياي پيچيدة منطقي بصورت فشرده مفيـد اسـت  

تـر   آسـان  →و  ∨با علائمـي نظيـر    تنسببه  "بر كند دلالت مي"و  "يا"متون عادي كلماتي مثل 

كنيم و به شـما   از اين زبان رمزگون استفاده مي كم حرف زدنشوند بنابر اين ما به دليل  فهميده مي

  .كنيم شما هم همين كار را انجام دهيد توصيه مي
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  منطقي برابر  هاي استلزام 7. 4

 كنند؟ آيا اين دو جمله يك مطلب را بيان مي

  .بدخلق هستم آنگاه ،گرسنه باشم اگر

  . گرسنه نيستم نباشم آنگاهاگر بدخلق 

گـزارة  Pفرض كنيـد   اي دو عبارت به شكل منطق گزارهتوانيم اين مطلب را با طرح مجدد هر  مي

 P "گويـد كـه    باشـد عبـارت اول مـي    "بدخلق هستم" Qباشد، و فرض كنيد  "گرسنه هستم"

). P نقـيض (دلالـت مـي كنـد بـر     )  Q نقيض(و عبارت دوم مي گويد كه  ،Qكند بر  دلالت مي

  :مقايسه كنيم ارزشرا در جدول  گزارهتوانيم اين دو  مي

  Q  Q  Pكند بر دلالت ميP(  Pنقيض(كند بر  دلالت مي)Qنقيض(

T  T  T  T  
F  F  F  T  
T  T  T  F  
T  T  F  F  

  

عكـس   ")P نقـيض (كنـد بـر    دلالـت مـي  ) Qنقـيض ("در كـل  . قيقاً برابرندد گزارهيقيناً هر دو 

/ضينق it P بر  كند مي دلالتQ و همانطور كه به تازگي نشـان داديـم، هـر دو    . شود ناميده مي

رياضي و  هاي شناسهريزي  اين برابري براي برنامه. گويند دارند همان چيز را به روشها مختلف مي

تـر باشـد بـراي     توانيد هر يك از اين دو را كه آسان ست، زيرا هميشه ميحتي گفتار روزمره مفيد ا

  .برگزيد گفتن يا نوشتن
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در . اسـت  "Pدهـد  نتيجـه مـي   Q " گـزاره همـان   " Qدهـد  نتيجه مـي  P"در مقابل، معكوس 

  .مثال ما، معكوس از اين قرار استاصطلاح 

  .گرسنه هستم آنگاهبدخلق باشم،  اگر

  :كند يد ميتأئاين شك را  ارزشرسد كه اين استدلال فرق داشته باشد و جدول  به نظر مي

Q كند بر دلالت ميP  Pكند بر دلالت ميQ  Q  P  
T  T  T  T  
T  F  F  T  
F  T  T  F  
T  T  F  F  

  

خود، اما برابر با معكوس خود  عكس نقيضبرابر است با ضد  استلزاماين، از روي منطق يك بنابر

  .نيست

اسـت، بطـور    اگر و تنها اگر گزارهبرابر يك  ،و معكوس آن با هم استلزاميك  :يك ارتباط نهايي

  ثالبا يكديگر، براي م گزارهخاص اين دو 

  . گرسنه هستم آنگاهبدخلق باشم،  اگر

  . بدخلق هستم آنگاهگرسنه باشم،  اگر

  :مساوي هستند با يك عبارت

  . گرسنه باشم اگرتنها اگر و بدخلق هستم 

  : ا تحقيق كنيمن راي ارزشتوانيم با جدول  مي ،يكبار ديگر
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Pاگر و تنها اگر Q   )Qكند بر دلالت ميP ( و)Pكند بر دلالت ميQ(  Q  P  

T  T  T  T  
F  F  F  T  
F  F  T  F  
T  T  F  F  

  

  استنتاج منطقي -8

  . ودر اند به كار مي جديد كه اخيراً ثابت شده هاي گزارهيا قواعد استنتاجي براي اثبات  نتايج منطقي

 Pگويـد كـه يـك اسـتدلال      اين قاعده مي. است " قياس استثنايي"يك قاعدة استنباطي زيربنايي 

Pهمراه با يك استدلال  Q→ دهد تعدي مي Q   قواعد استنتاجي گاهي اوقات به مفهومي با مـزه

  :شود نوشته مي قياس استثناييوند، براي مثال، نوشته مي ش

P'      قاعده  P Q

Q

→   

هاي زير خـط   هگزار، ثابت شوند، آنگاه مي توانيم مقدم، به اصطلاح خطهاي بالاي   گزارهوقتي كه 

  . شوند شوند، آنها هم ثابت مي ناميده مي تاليرا در نظر بگيريم، كه نتيجه يا 

درست كـه   مقاديري از عيينهر ت: د دقيق باشديك قاعدة استنتاجي اين است كه بايلي نيازمندي اص

ي كارمـان را  درسـت بنابر اين ما با اصـول  . ها را درست كند بايد نتيجه را هم درست كند مقدمتمام 

خواهد  درستبريم، هر چه را كه ثابت كنيم هم  به كار مي را كنيم و قواعد استنتاجي دقيق آغاز مي

  : قواعد استنتاجي دقيق و طبيعي بسياري وجود دارند، براي مثال. ودب

,P Q Q R

P R

→ →

→
  قانون       
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,P Q Q

P

¬ →   قانون       ¬

P Q

Q P

¬ → ¬

→
  قانون         

SAT  

براي . دكنندرست آن گزاره را  متغيرها براي مقدارياست كه ارضاء شونده در صورتي يك گزاره 

Pمثال،  Q∧  Q باشـد و درست  Pكه  وقتياست درست  عبارتقابل قبول است براي اينكه  ¬

Pاز سوي ديگر،. باشدنادرست  P∧  قدارم در كل براي هر دو عبارتقابل قبول نيست زيرا كه  ¬

P  ارضاء كننده است يا خير خيلي هم آسان تر  پيچيدهگزاره ولي تعيين اينكه يك . استنادرست

  .نيست

  اين يكي چطور است؟

( ) ( ) ( ) ( )P Q R P Q P R R Q∨ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ¬  

يـك  . شـود  ناميده مي SATگيري براينكه آيا يك گزاره قابل قبول است يا نه  مسئله اصلي تصميم

 Tرا ساخته و بررسي كرد كه آيا اصلاً يك  ارزشاين است كه يك جدول  SATوش براي حل ر

  نيست؛ راولي اين تعريف خيلي هم كا. شود يا نه آشكار مي

شته باشـد، بـه   دا متغير 30اي كه فقط  گزاره. رديف دارد 2nبا  ارزشجدول  متغير nگزاره اي با 

  ! رسد بيش از يك ميليارد مي

وجود دارد؟ آيا تعدادي روشـهاي هوشـمندانه وجـود دارد كـه بـه       SATفي براي اآيا راه حلي ك

شـتناكي از  و تعداد وح .داند اي قابل قبول است يا نه؟ كسي نمي سرعت تصميم بگيرد كه هر گزاره
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في ديگـري را بـراي بسـيار،    اكاه حلهاي ر SATيك راه حل مكفي براي  .اند جواب دادن درمانده

يابي و بررسي مداري را فراهم مـي   ريشه ،بندي، جدول بندي بسياري مسائل ديگر من جمله جمع

بـاز كـردن پيامهـاي رمـزدار در آن     . آيد رسد، ولي آشفتگي در جهان پديد مي به نظر عالي مي. كند

اد و ستدهاي اينترنتـي نـامطمئن بـوده و    د .)دربارة اكثر رمزها(اي آسان خواهد بود  صورت وظيفه

  .شوند مي توسط همة افراد خوانده مكاتبات پنهاني 

براي  خوبيك نظرية  هنوز كسهيچ . ر پژوهشگران كاملاً ترديد دارندبه هر جهت، در حال حاض

را بسيار مؤثر حل كند يا اينكه ثابت كند كـه هـيچ راه حـل مـؤثري بـراي آن       SATاينكه چطور 

 . اي است پاسخ علوم رايانه اين همان پرسش برجستة بي. ئه نداده استارا نيست

  

P          از طرفي ديگر،  Q¬ → ¬       

               P Q→      قانون  

صحيح بـوده و   مقدمگيريم كه  ، پس نتيجه ميFبيانگر  Qباشد و  Tبيانگر P اگر: دقيق نيست

  .است غلط يولي تال

 هـا  مقـدم از كليـة  ) و(حروف ربـط  iffاي دقيق است  استنتاجي گزاره ثابت كنيد كه قاعدة .2مسئله

  .دده نتيجه ميخود نتايج خود را ) ها فرض(
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هر مرحلة يـك  . سمي نخواهيم بودرهمانگونه كه دربارة اصول بود، دربارة قواعد استنتاجي خيلي 

بايد بيان كنيد چه حقايقي كـه پـيش از آن بـه     ،باشد، به خصوص "منطقي"استدلال بايد واضح و 

  . گيري جديد شده است اثبات رسيده منجر به نتيجه

  

 


