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  فصل شش

  اي بر نظرية اعداد  مقدمه

هر كسي كه بخواهـد  مطالعه اعداد صحيح براي چرا . نظرية اعداد همانا مطالعه اعداد صحيح است

 قبل از هر چيز، چه چيزي را بايد بدانـد؟ داريـم  . ، بديهي نيستبر روي اعداد صحيح مطالعه كند

o 1، داريم, 2,   فهميد؟ كدام يك را نمي. و الي آخر، و اعداد منفي هم داريم 3

  

  :ي اچ هاردي نوشتجداني به نام  رياضيه با اين همه

خوشي رسيده باشند كه علمي وجود دارد، كـه   ممكن است به اين توجيه و دل] اعداد دانان  نظريه[

باشد آن علـم تميـز و دسـت     دور هاي مردم عادي بيشتر مال خودشان است، كه هر چه از فعاليت

  . ماند نخورده مي

آنچه بيشترين توجه هاردي را به خود معطوف داشت اين بود كه نظريه اعداد نبايد در ستيز بكـار  

خوشا به حالش ولي اگر نظرية اعداد از همـة فعاليتهـاي انسـاني بـدور     . گرا بود برود؛ او يك صلح

گرديم، ولي از روي كنايه، خواهيم  به اين پرسش باز مي اش كنيم؟ ما بعدها باشد، پس چرا مطالعه

  . شود در آرامگاه خود منقلب مي بيچاره ديد كه هاردي
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 پذيري بخش .1

 متغيرهـايي اسـتفاده  ات اعداد صحيح را بررسي خواهيم كرد بنابر اين از يصصوخدر اين يادداشتها 

  .كنند تغيير مياعداد صحيح  حوزه بر كرد كهخواهيم 

 b عليـه  مقسـوم  aگـوئيم كـه    مي. شود استين نظرية اعداد از نخستين تعريف پديدار ميطبيعت ر

  . است

akباشد به طوري كه  kاگر عدد صحيحي  b= .گويند  اين را ميa b براي مثال :  

7 7.9زيرا  63 = آيـد ايـن اسـت كـه هـر عـددي        اي كه از اين تعريـف بـه دسـت مـي     نتيجه .63

a. زيرا استصفر  عليه مقسوم =o o صحيح  دبه ازاء هر عدa . اگرa م بر وقسمb  ،آنگاهبشود b 

  . است 7مضربي از  63براي مثال، . است aي از مضرب

پيـروان  . لـي بيائيـد بـا ايـن تعريـف بـازي كنـيم       ، وباشـد  آيد اين به اندازة كافي سـاده  ه نظر ميب

هاي رياضي، بر اين باور بودند كـه عـددي كامـل اسـت كـه بـا        اي كهن از صوفي فيثاغورث، فرقه

6بــراي مثــال، . خــودش بــه جــز خــود برابــر باشــد، عليــه مثبــت مقســوم جمــوعم =1+2 + و  3

28 =1+2+ 4 + 7 2+1عدد كامل نيست زيرا  10 ،از طرف ديگر. كامل هستند اعدادي 14+ + 5 = و  8

2+1عدد كامل نيست زيرا  12 + 3 + 6 سال قبل از مسيح كلية اعداد كامل  300اقليدس حدود  .16=

ولي آيا يك عدد كامل فرد وجود دارد؟ بيشتر از دوهزار سـال بعـد،   . را مشخص كرد زوج صحيح

300 كمتر ازهمة اعداد ! دانيم هنوز نمي
به محاسبه در آمدند، ولي هيچ كـس بـه اثبـات نرسـانده      10

  . است كه يك عدد كامل فرد در افق به انتظار ننشسته است
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 ٣

به بيـرون از مرزهـاي دانـش بشـري      كه، يماعداد پيش نرفتيم صفحه دربارة نظرية بنابر اين هنوز ن

اعداد پـر از پرسشـهايي اسـت كـه آسـان مطـرح         نظريه. اين ديگر معرف همه است. ايم شتهپاگذا

انگيز، دانشمندان علـم   به طور شگفت شوند، ولي به طور باورنكردني پاسخ به آنها مشكل است مي

هرگـاه كتـابي از آمـازون     .را براي تغيير اين مشكلات به سودشان پيـدا كردنـد   كامپيوتر، راههايي

ببينيـد يـا از يـك حسـاب      websisخريداري كنيد، نمرات خود را در شبكة ) انتشارات اينترنتي(

  . كنيد اي اعداد تكيه مي اي نظريه پرداخت قسطي استفاده كنيد،داريد بر روي الگوريتم

قصد داريم به تعدادي از قسمتهاي ملايم نظرية اعـداد بچسـبيم هـيچ يـك از ايـن       –اس نكنيدهر

  !مسائل بسيار سخت حل نشده را در امتحانات مطرح نخواهيم كرد

 پذيري ي بخش حقايقي درباره. 1 .1

  :كه براي ثابت كردن سخت نيستندكند  پذيري را بيان مي لم زير بعضي از حقايق اوليه درباره بخش

  .پذيري صادق هستند بخشعبارات زير دربارة  1. 1مل

aاگر  -1 b آنگاه ،a bc  براي هرc.  

aاگر  -2 b  وb c  آنگاهa c. 

aاگر  -3 b  وa c  آنگاهa sb tc+  براي هرs  وt. 

cبراي هر  -4 ≠ o،a b  اگر و فقط اگرca cb.  

  . هاي ديگر شبيه هم هستند را ثابت خواهيم كرد؛ برهان) 2(فقط قسمت  .برهان
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aكه آنجائياز  ):2. (برهان b يك عدد صحيح ،k
1

akداريم، به طوري كه   b
1
bكه آنجائياز  .= c، 

kيك عدد صحيح 
2

bkوجـود دارد بطـوري كـه      c=
2

akبـا جـايگزين   . 
1

در معادلـة دوم   bبـا   

ak k c
1 2

a دهد نتيجه ميآيد، كه  بدست مي = c.�   

Pيك عدد  . شـود  و خودش ندارد، عدد اول ناميده مـي  1عليه مثبتي به غير از  هيچ مقسوم كه 1<

ل او همگـي  3 و 2، 3، 5، 7، 11بـراي مثـال    .شـود  مركـب ناميـده مـي    1بزرگتر از  هر عدد ديگر

اين فقط . شود مركب در نظر گرفته مي نهاول و  نه 1 دعد ، مركب هستند9 و 8، 6، 4هستند، ولي 

در بسياري موارد مثل يـك عـدد    1نماياند كه عدد  مربوط به تعريف است، ولي اين حقيقت را مي

  . ، كه بطور كوتاه به آن سري خواهيم زدحساب قضيه اصولند، به مانند ك اول رفتار نمي

  آيد پذيري جور در نمي بخشهنگامي كه  -1 .2

همان گونه كه در مدرسة ابتدايي آموختيد، اگر عددي به طور مثبت تقسيم بر ديگري نشود، پـس   

تقسـيم كنيـد، آنگـاه يـك      dرا بـه   nتر اگر  به طور مشخص.به جا مانده است "مانده باقي"يك 

مفيد  قضيهاي موضوع يك  اين حقيقت پايه. آوريد بدست مي rمانده  و يك باقي qخارج قسمت 

  :است

dاعداد صحيحي باشند بطوري كه  dو nفرض كنيد  )ضيه تقسيمق( 1. 2قضيه  > o .يك  آنگاه

nد به طوري كه نوجود دار rو q يكتايجفت عدد صحيح  qd r= rو  + d≤ <o.  

aبه عنوان يك مثال، در نظر بگيريد كه  bو  10= = 271qقسمت  پس خارجس .2716 شود  مي =

rشود  مانده مي و باقي = 2716×كه آنجائي، از 6 = 271 10+ 6.  
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nگويند  مي rمانده  اقيتقسيم به ب قضيه در  rem d .  به سخن ديگـرn rem d  مانـده   بـاقي

rem32براي مثال، . شود تقسيم مي dبه  nاست وقتي كه   32مانـده اسـت وقتـي كـه      باقي 5

rem−11به طور مشابه،  .2شود  بشود كه مي 5تقسيم بر  7 = =11−كه آنجائياز  3 (-2).7 + 3 .  

، بـه  5%32براي مثال، . مانده طراحي شده است ينويسي يك عامل باق در بسياري از زبانهاي برنامه

cو  c ،واشكل درجا 2 + هـا اعـداد منفـي را     با اين وجود، تمامي ايـن زبـان  . شود محاسبه مي +

  .بينند غريبانه مي

الگـوريتم  "ضيه غالباً ابتدا، ق. گذاري هستند كه به قضية تقسيم مربوط است نام ايروشهز تعدادي ا

ها از نمـاد   دوم اينكه، برخي. اگر در مفاهيم مدرن يك الگوريتم نباشد ٰشود،حتي ناميده مي "تقسيم

"mod" ) كه كوتاه شدةmodulo به جاي ) است" "rem اين ماية تأسف است، . كنند استفاده مي

"بـه جـاي    "mod"دانـان اشـتباهاً از    ها رياضي براي اينكه قرن "rem     در مـوارد مشـابه اسـتفاده

"از بنابر اين در اينجا . كردند، كه به آن هم نظري كوتاه خواهيم انداخت مي "rem    بهـره خـواهيم

  .برد

  مسائل مشهور در نظرية اعداد

  به طوري كه zو  x ،yآيا وجود دارد اعداد صحيح مثبت  فرما آخرضية ق

n n nx y z+ =  

nصحيح  عدد يكبراي  > ا كرد كه برهـاني  ادع مافر در حال خواندن كتابي، 1630؟ حدود سال 2

برهـاني   1994سـرانجام در   زل ـيوا. آن جاي كافي بـراي يادداشـت آن نـدارد    دارد، ولي در حاشيه
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برهان . ت سال در خفا و انزوا در اتاق زير شيرواني ارائه كردضيه، پس از گذراندن هفقدربارة اين 

  .گرفت اي جا نمي او در هيچ حاشيه

دو عـدد  مجمـوع  برابر بـا   2اين است كه هر عدد زوج صحيح بزرگتر يا برابر با  گولدباخ دسح

4اول است؟ براي مثال،  = 2+2, 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 16 كـه تـا  كلية اعداد  رايب حدس اين.و غيره 5
10  

توانـد بـه ماننـد     ، اشنيرلمن ثابت كرد كه هـر عـدد زوجـي مـي    1939در . كند صدق ميرقم دارند 

م كـه هـر عـد    داني امروزه مي. عدد اول نوشته شود، كه تازه اول كار بود 300/000حداكثر مجموع 

  . عدد اول است 6زوج صحيحي حداكثر مجموعي از 

وجود دارند به طوري كه  pنظير  آيا به طور نامتناهي اعداد اول بسياري :اعداد اول دوقلو حدس

p +  Pنظيـر  چن نشان داد كه بطور نامتناهي اعداد اول بسياري  1996هم يك عدد اول باشد؟  2

Pوجود دارند به طوري كه  +  تقريبـاً دس بنـابر ايـن آن ح ـ  . دو عدد اول است كثرب حدامضر 2

  !شود صحيح خوانده مي

يـك عـدد اول باشـد وجـود دارد؟ يـك       nاينكه آيا روش مؤثري براي تعيين  :آزمون اول بودن

مقالـة  . توسط آگراوال، كايال و ساكسنا كشف شـد  2002آور ساده، سرانجام در سال  روش حيرت

 ،دو قـرن پـيش   -ان خـود م ـدر ز ٰگاس با تأييد بر اهميت و قدمت مسئله حتـي  زقولي ا نقلآنها با 

                         .شد وع ميشر

nاول بزرگ  دب دو عدفرض كه مضر :عوامل ضرب pq= آيا روش مـؤثري  در دسترس باشد ،
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ميـدان  غربـال  "وجود دارد؟ بهترين الگوريتم شناخته شده  qو  pاعداد اول  بدست آوردنبراي 

  : اعداد است، كه در زمان متناسب است با 

( )ln n ln ln n
e

1/3 2/3
1/9( )  

  .به تعداد يكصد عدد يا بيشتر داشته باشد شدني نيست nهنگامي كه 

  

ضـيه  ق. ضية تقسيم را ثابت كنيم، ولي يك وجه مهم هست كه بايد به آن توجه كنيدققصد نداريم 

r,وجود دارند و همچنين اين  rمانده  و باقي qقسمت  خارجكند كه  تأكيد مي q ها يكتا هسـتند .

نـه خيلـي   . است؛ از اين قبيل بسـيارند  "يكتايي وجود و "ضية قمثالي از يك اي  ضيهقاين چنين، 

  : اي هميشه دو وجه دارد ضيهقآور، برهان چنين  شگفت

 .rمانده  و باقي qقسمت  گويد چيزي وجود دارد، مثل خارج برهاني كه مي •

گويد هيچ چيز ديگري با صورت حساب مناسب نيسـت؛ يعنـي كـه، هـيچ      كه مي ينبرها •

 . در كار نيست ′rمانده  و باقي ′qقسمت  خارج

  سخت جان .2

يكـي از  . گـالني  3گالني و يك 5بيني شان؟ يكي  ا كوزه بايد باشد، ميت 2در آن مخزن، : سيمون

سنج خواهد ايستاد بايد  قرار دهيد و زمان وپركنيد و آن را روي تراز آب گالن 4ها را دقيقاً با  كوزه

  دقيقه ديگر بازهم زنده 5اگر تا . اش انفجار خواهد بود دقت كنيد؛ يك اونس بيشتر يا كمتر نتيجه
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                       .باشيد، حرف خواهيم زد

  ؟شوي تو متوجه مي. شوم متوجه نمي. حظه صبر كنصبر كن، يك ل: بروس

  .نه: ساموئل

  .را پر كنيمگالني  3توانيم ظرف  گالني نمي 4معلوم است كه با ظرف . ها را بياور ظرف: بروس

  .خب معلوم است: ساموئل

  كنيم، درسته؟ گالني را تا سر پر مي 3ظرف . نيمك فهميدم، اين كار را مي. بسيار خوب: بروس

  .آها: ساموئل

گـالني   5گالن در ظرف  3ريزيم، كه دقيقاً  گالني مي 5گالني را در  3خوب، حالا ظرف : بروس

  داريم، درست است؟

  ؟ درست، بعدش چي: ساموئل

  .كنيم داريم و آن را از يك سوم پر مي ميگالني را بر  3ظرف . بسيار خوب: بروس

  .گالن 4دقيقاً  "دقت كنيد" او گفت كه! نه: ساموئل

دهد من دارم در اين پارك بچه بازي در  مايلي اينجا دارد جان مي 50هر پليس در . . . گ : بروس

  . آورم مي

  مسئله تمركز كني؟ رويخواهي  هي مي: ساموئل
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جكسون و بروس ويليس بايد  جويي ساموئل ال كينه در: باشد مي 3سخت  اين قسمتي از فيلم جان

خوشـبختانه، آنهـا راهـي را در    . ه سيمون كرو بر اهريمن صفت كار گذاشته را خنثي كننـد بمبي ك

يـك فـيلم    3سـخت   در ظاهر امر، فيلم جـان ) احتمالاً با خواندن شرح كمكي. (يابند سربزنگاه مي

سد پيام دروني فيلم اين باشد كه هـر كسـي بايـد    ر اكشن است؛ با اين وجود، به نظر مي Bدرجة 

  .حداقل كمي دربارة نظريه اعداد بداند

هـاي   ريـزي بـراي ادامـة سـري     در حال برنامـه . دهد متأسفانه، هاليوود اجازة استفاده از ترفند نمي

  : سخت هستند جان

در يـك   –اي  بطور تكان دهنـده  –د ورو بروس به تعطيلات مي –ترين  جان سخت :4سخت  جان

را بـا اسـتفاده از    3بـا حجـم   براي نجات روز تعطيـل، بايـد گـالن    . افتد ريستي گير ميوتوطئة تر

  . گالني پر كند 26و  21ظرفهاي 

بروس بايد همكار در قيد حيات خود را از دست يك نابغة جاني  ،مرگ عصر كهن :5سخت  جان

  . گالني نجات بدهد 1147و  899با ظرفهاي  2با حجم  با پر كردن گالن

و  3هـاي   با استفاده از ظرف 4با حجم  بروس بايد گالن ،همه ،ر برايبا مرگ يك :6سخت  جان

  . كند گالني درست  6

بطـور  . شـد  توانستيم اين پرسشهاي ظروف آب احمقانه را به يكباره حل كنـيم خـوب مـي    اگر مي

  تشكيل داد؟ bو  aرا با استفاده از ظرفهايي با ظرفيت  gبا حجم  وان گالنت خاص، چطور مي

  . ضية اعداد سودمند استقكه  اينجاست



 اي بر نظريه اعداد مقدمهـ  فصل شش 10

  يافتن يك ويژگي پايا 2 .1

بيائيد چندين عمليات دل بخواهي انجام دهيم . داريم bو  aهاي  هايي با ظرفيت فرض كنيد كوزه

)افتد؟ وضع دستگاه در هر مرحله در پائين با يك جفت اعداد  و ببينيم چه اتفاقي مي , )x y  شرح

مقدار آب در كـوزه بـا    yو  aكوزه است با ظرفيت  مقدار آب درون xشود، جايي كه  داده مي

  . است bظرفيت 

)      پر كردن اولين كوزه ) ( ), ,a→o o o   

)    ريختن اولين درون دومين كوزه ),a→ o     

)      لين كوزهپر كردن او ),a a→     

)    كوزه ريختن اولين درون دومين )- ,a b b→ 2     

)      خالي كردن دومين كوزه  ),a b→ − o2     

)    ريختن اولين كوزه در دومين كوزه ), a b→ −o 2     

)      پر كردن اولين كوزه  ),a a b→ −2    

)    ريختن اولين در دومين كوزه  ),a b b→ −3 2   

اي  ولي نكته. هاي نسبي دو كوزه هستيم هايي دربارة ظرفيت پر البته، در اينجا در حال ساختن گمان

  .در مرحله، مقدار آب در هر كوزه به اين شكل است: شود ديگر از نظر دور مي

)1(          . .s a t b+   
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رسد كه شبيه ادعايي باشد كه بتوانيم با استقراء آن  به نظر مي. tو  sصحيح  بعضي از اعدادبراي 

نامند، ولي در اين  مي bو  aاز  صحيحخطي  تركيبرا يك  )1(اصطلاحي از شكل ! را ثابت كنيم

  . زنيم ناميم، از آن رو كه  فقط از اعداد صحيح حرف مي ها آن را تركيب خطي مي يادداشت

  :زير را ثابت كنيم لمخواهيم  در كلاس، مي

مقدار آب هر كـوزه هميشـه    آنگاه. اريمد bو  aهاي  هايي با ظرفيت كه كوزهفرض كنيد  2. 1لم

  . است bو  aيك تركيب خطي از 

  .ضيه يك قضية فرعي مهم دارد، كه آن را هم در كلاس ثابت خواهيم كردقاين 

  . ميرد بروس مي 2. 2قضيه فرعي 

ايم تا يك پرسـش قابـل فهـم قشـنگ      رتيبي دادهاكنون ت ما هم. نيست بخش رضايتخيلي  2. 1 لم

شايد اين كار پيشرفت . ريزي كنيم هاي آب را به يك پرسش دربارة تركيب خطي قالب دربارة كوزه

هاي خطـي از نزديـك بـه چيـزي بسـيار آشـناتر مربوطنـد و آن         خوشبختانه، تركيب. به نظر نيايد

  . موضوع در حل مسئله كوزة آب به ما كمك خواهد كرد

  عليه مشترك بزرگترين مقسوم .3

بزرگتـرين عـددي كـه    : ايـد  دقيقاً همان است كه حدس زده bو  aعليه مشترك  بزرگترين مقسوم

ــوم ــه مقس ــر دوي  علي ــت bو  aه ــورت  . اس ــه ص )ب ),gcd a b  ــي ــته م ــود نوش ــراي . ش ب

)مثال، )gcd =18,24 6  
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عليه مشـترك بـدون    احتمالاً برخي از استادان جوان رياضي شما را براي محاسبة بزرگترين مقسوم

ولـي، در كمـال   . اند تا اينكه رنگ صورتتان كبود شـده اسـت   هيچ دليل بارزي تحت فشار گذاشته

كنـد   عليه مشترك عملاً به كاملاً مفيد بودن درباره اعداد صحيح اشاره مي مقسومتعجب، بزرگترين 

)بخصوص، مقدار كميت  ),gcd a b  معلومات با ارزش دربارة رابطة ميان اعداد  سرييكa  وb 

  . عليه مشترك بحث خواهيم كرد ارة بزرگترين مقسومبنابر اين در تمام مدت درب.  است

   GCDهاي خطي و  تركيب 3 .1

ضـيه بسـيار   قسازد ايـن   هاي خطي مرتبط مي عليه مشترك را با تركيب ضية زير بزرگترين مقسومق

  !ريدسپاسودمند است؛ براي فهميدنش وقت بگذاريد و آن را به خاطر ب

b,عليه مشترك عدد  رين مقسومبزرگت :3. 1قضيه  a      مساوي است بـا كـوچكترين تركيـب خطـي

b,مثبت اعداد  a.  

 4و ،بقـدر كـافي مطمـئن،    . اسـت  4همـان   44و  52عليه مشترك  بزرگترين مقسوم :براي مثال

  .است 44و  52تركيب خطي 

( ).6.52 + -7 44 = 4   

  . يح مثبت برابر نيستعدد صح كوچكترينبا  44و  52هم بيشتر، هيچ تركيب خطي باز 

كنـيم كـه    ثابـت مـي  . باشـد  bو  aكـوچكترين تركيـب خطـي مثبـت      mفـرض كنيـد    .برهان

( ),m gcd a b=  با نشان دادن هر دوي( ),gcd a b m≤  و( ),m gcd a b≤.  
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)دهيم كه  ابتدا، نشان مي ),gcd a b m≤ .عليه مشترك،  تعريف مقسوم استفاده از با( ),gcd a b a 

)و  ),gcd a b b براي هر جفت عدد صحيح   اين،بنابرs  وt:  

( ),gcd a b sa tb+  

)بنابر اين، بطور خاص،  ),gcd a b عليه مقسوم m  و بنـابر ايـن   اسـت ،( ),gcd a b m≤.   ،اينـك

)دهيم كه  نشان مي ),m gcd a b≤ . با نشان دادن اينكهm a  يـك  . دهـيم  اين كه كار را انجام مـي

mدهد كه  استدلال متقارن نشان مي bاش اين است كه  ، كه معنيm عليه مشـترك   يك مقسومa 

 bو  aعليـه مشـترك    بزرگترين مقسوم از مساوي يا كوچكتر،بايد  mبه اين ترتيب، . است bو 

  . باشد

mماند اين است كه نشان داده شود  همه آنچه باقي مي a .  يـك  اسـتفاده از الگـوريتم تقسـيم   بـا ،

  : وجود دارد به طوري كه rمانده  و باقي qقسمت  خارج

r جايي كه( m≤ <o(      .a q m r= +   

mيادتان باشد كه  sa tb= و تنظـيم   mبـا جـايگزيني   . tو  sصـحيح   هايي عـدد بعضبراي  +

  :آيد مي مجدد عبارات بدست 

( ).a q sa tb r= + +  

( ) ( )r qs a qt b= + −1-  
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كـوچكترين   mبا ايـن وجـود،   . است bو  aبه عنوان تركيب خطي  rنتيجه شد كه همين حالا 

rتركيب خطي مثبت است و  m≤ <o .مانده  تنها امكان اين است كه باقيr    مثبت نباشـد؛ يعنـي

rكه،  = o . هدد نتيجه مياين m a.�  

)مضربي از  bو  aكند هر تركيب خطي  برهان خاطر نشان مي ),gcd a b بطور معكـوس،  . است

)كه  آنجااز  ),gcd a b طي يك تركيب خa  وb    اسـت، هـر مضـربي از ( ),gcd a b   چنـين  نيـز

  :كند ريزي مي ك قضية فرعي را پايهياين . است

)مضربي از  bو  aهر تركيب خطي  3. 2قضية فرعي  ),gcd a b است و برعكس.  

  : عليه مشترك بر زبان آوريم هاي آب را به شكل عبارتهاي بزرگترين مقسوم كوزه لمتوانيم  حالا مي

ر آب هـر  آنگاه مقدا. داريم bو  aهاي آب با گنجايشهاي  فرض كنيد كه كوزه 3. 3قضية فرعي 

)كوزه هميشه مضربي از  ),gcd a b است .  

 ليتري 3هاي  با استفاده از ظرف ليتر 4ي با گنجايشبراي مثال، هيچ راهي براي درست كردن گالن

)مضربي از  4ينكه وجود ندارد، بدليل ا ليتري 6و  )gcd 3, 6 =   .نيست 3

  عليه مشترك ات بزرگترين مقسوميصصوخ 3 .2

بدسـت آوردن ثنـايحي دربـاره    بـراي   عليه مشترك ابزاري كارآمد ادعا كرديم كه بزرگترين مقسوم

  : استفاده خواهيم كرد gcdاي  بناير اين، غالباً از برخي حقايق پايه. اعداد صحيح هستند

  :كنند عليه مشترك صدق مي ترين مقسومزير دربارة بزرگبيانات  3. 4 لم

)عليه  مقسوم bو  aعليه مشترك  هر مقسوم -1 ),gcd a b است.  
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kبراي تمام( -2 > o (( ) ( ), . ,gcd ka bk k gcd a b=. 

) اگر -3 ),gcd a c )و  1= ),gcd a b )آنگاه  1= ),gcd a bc =1 

aاگر   -4 bc  و( ),gcd a b a آنگاه 1= c. 

5- ( ) ( ), ,gcd a d gcd b a rem b=. 

تركيب خطي  لغتبه  3. 1ضية قرا با استفاده از  gcd لغت: اينجا ترفند اثبات اين بيانات را داريم

  .نرا معني كنيدآ 3. 1ضية قتركيب خطي استدلال كنيد، و باز هم با استفاده از   معني كنيد، دربارة

  .كنيم مي را ثابت) 4(و ) 3(فقط قسمتهاي  .برهان

,كند كه اعـداد صـحيح    دلالت مي 3. 1ضية قدر كنار هم با  هاي مسأله فرض :)3(برهان  ,s t u و ،

v وجود دارند بطوري كه:  

sa tb+ =1  

ua vc+ =1  

  :ودش  م نتيجه ميضرب اين دو معادله دره

( )( )sa tb ua vc+ + =1  

)توان به صورت  قسمت سمت چپ را مي ) ( ). .a asu btu csv b c tv+ + بازنويسـي كـرده ايـن     +

ــا  bcو  aيــك تركيــب خطــي  ــر ب ــابر ايــن 1اســت كــه براب ــا قضــية  اســت، بن ــ 3. 1ب  مداري

( ),gcd a bc =1   
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)گويد كه  مي 3. 1ضية ق )4(برهان  ),gcd ac bc  برابر است با تركيب خطيac  وbc . بـه  اينك

aطور بديهي  ac  با فرضو a bc . ،بنابر اينa  بر هر تركيب خطيac  وbc شـود  تقسيم مي .

)بر  aمخصوصاً  ) ( ), . ,gcd ac bc c gcd a b c= ) 2(اولـين تسـاوي از قسـمت    . شود تفسيم مي =

)كه  نكتهمت دوم از اين برد، و قس بهره مي لماين  ),gcd a b   � .كند استفاده مي 1=

بـراي مثـال،   . عليه مشترك دو عدد مفيد است براي محاسبة سريع بزرگترين مقسوم لم) 5(قسمت 

حسـاب  ) 5(را با به كارگيري مكرر قسمت  899و  1174عليه مشترك  توانيم بزرگترين مقسوم مي

  :كنيم

( )gcd gcd rem
 
 =
 
 

1442443
=248

1147, 899 899,1147 899  

gcd rem
 
 =
 
 

1442443
=155

248, 899 248  

93

gcd rem

=

 
 =
 
 

1442443
155,248 155  

gcd rem

=

 
 =
 
 

1442443
62

93,155 93  

gcd rem

=

 
 =
 
 

14243
31

62,93 62  

gcd rem

=

 
 =
 
 o

14243
31, 62 31  

( )gcd= o31,  
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= 31  

 31عليـه   مقسوم 31شايد آخرين معادله به نظر غلط بيايد، ولي . گويند الگوريتم اقليدس اين را مي

  .شود تقسيم مي oكه هر عدد صحيحي بر  جايي باشد از آن مي oو 

گالن آب  2گيري  هيچ راهي براي اندازهكه كند  مي ايجاب 3. 3اين محاسبه، به اتفاق قضية فرعي 

 گـالن  ايه ـ مضربتوانيم  وجود ندارد، فقط مي 899و  1247هايي با گنجايش  با استفاده از ظرف

 5سـخت   توانـد در جـان   نمـي  بروس حتي –اين كه خبر خوبي است . را بدست آوريم ليتري 31

   !زنده بماند

 ليتـري  26و  21را با استفاده از ظرفهـاي   ليتري 3گالن بيائيد ببينيم كه شايد بروس احتمالاً بتواند

را بـا اسـتفاده از الگـوريتم اقليـدس      26و  21ابتدا، بزرگترين مقسوم عليـه مشـترك   . درست كند

  :كنيم محاسبه مي

( ) ( ) ( )gcd gcd gcd= = =26, 21 21, 5 5,1 1   

گالن توانيم از اين احتمال جلوگيري كنيم كه بروس بتواند  است، بنابر اين نمي 1ز مضربي ا 3 حالا

  . دانيم هم كه او بتواند اين كار را انجام دهد از سويي ديگر، نمي. كند ليتري درست 3

  هاي آب  يك راه حل براي تمام  مسائل كوزه 3 .3

را پر كند؟ پاسخ به ايـن   ليتري 3گالن  ليتري 21و  26هاي  تواند با استفاده از كوزه بروس ميآيا 

  .از نظرية اعداد خيلي هم آسان نيست نكات پرسش بدون برخي
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رو كه  نوشت، از آن 26و  21توان به صورت تركيب خطي  را مي 3گويد كه  مي 3. 2فرعي  قضية

)مضربي از  3 )gcd =21, 26 را داريـم بـه طـوري     tو  sبه سخن ديگر، اعداد صحيح . است 1

s        : كه t3 = .21+ .26   

  . دانيم كه  هستند چيست، ولي مي tو  sهاي مشترك  دانيم كه ضريب نمي

توانيم به آساني ايـن تركيـب    با اين همه، مي. تواند مثبت و هم منفي باشد هم مي sاينك ضريب 

  .خطي را به يك تساوي تركيب خطي تبديل كنيم

s t′ ′3 = .21+ .26  

sجايي كه ضريب  ادلـة اصـلي   در مع 26را بوسـيله   sاين اسـت كـه اگـر     حل راه. مثبت است ′

s.كاهش دهيم، آنگاه مقدار عبارت  21را با  tافزايش و  t21+ در ايـن  . مانـد  كاملاً ثابت مـي  26.

در يـك   21 بـا ( tو كـاهش مقـدار   ) يـك زمـان  در  26 بـا ( sصورت، با افزايش مكرر مقـدار  

s.يك تركيب خطي  توان       مي،)زمان t′ ′21+ 26 = . بدسـت آورد  مثبـت اسـت   ′sجايي كه ضريب 3

tيادتان باشد كه  خواهـد   3منفي باشد؛ در غير اين صورت، اين عبارت خيلـي بزرگتـر از    بايد ′

  .شد

  : كنيم را بررسي مي 26و  21هايي با گنجايش  گالن با استفاده از ظرف3حالا چگونگي تشكيل 

• s  : را تكرار كنيد بار كار ′

  . گالني را پر كنيد 21ظرف  -
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هرگـاه كـه   . يزيدرب 26با گنجايش را در ظرف  21 با گنجايش تمام آب موجود در ظرف -

 .د، آن را خالي كنيدر شپ 26ظرف 

مـا  : چرايش چنين اسـت ! باشد 26با گنجايشدر ظرف  3گنجايش پايان اين روند، بايد دقيقاً  در

.s ′ ايم، و در نهايـت ظـرف    را بيرون ريخته 26هايي از  ايم، مضرب گالن آب از چشمه برداشته 21

  :دانيم كه از اين گذشته، مي.استگالن  26و  oگالني در جايي بين  26

.s t′ ′21+ .26 = 3  

t -حساب، بايستي دقيقاً با اين را خالي كرده باشيم، اگر در دفعـات   26 با گنجايش مرتبه ظرف ′

و اينكه ما به انـدازة كـافي آب از   . باقي بماند 26بيش از  بايد كرديم، آنگاه كمتري آن را خالي مي

tرا  26چشمه نكشيديم تا ظرف  ي با گالنبنابر اين، با معادلة بالا، بايستي دقيقاً . مرتبه خالي كنيم ′

  . بماند 3گنجايش 

sبراي استفاده از اين راه كار نياز به دانستن ضريب  ياي حت بطور قابل ملاحظه tو  ′ بـه  ! نداريم ′

sار جاي تكر برسيم كار را  3به گالني با گنجايش توانستيم فقط تا اينكه  مرتبه حلقة بيروني، مي ′

 را مانده درون دو كوزه باقيمقادير پاي بايد رد البته،. بايد سرانجام اتفاق بيفتد آنچه كهتكرار كنيم، 

ايـن حلـي اسـت كـه آن روش بـه دسـت       . ايم يم چه موقع اين كار را كردهنگه داريم تا اينكه بدان

  :دهد مي
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توليد آنيم همان راه حل بـه   اري كه در صددنظر از آن مقد ها و صرف نظر از گنجايش ظرف صرف

  :به سادگي شيوه زير را دنبال كنيد. آيد كار مي

 :تا اينكه مقدار آب مطلوب بدست آيد تكرار كنيد •

  .را پر كنيد تر ظرف كوچك -

هرگاه ظرف بزرگتر پر . تر را درون ظرف بزرگتر بريزيد تمام آب موجود در ظرف كوچك -

 .شود، آن را خالي كنيد

عليـه مشـترك گنجـايش     ب بزرگترين مقسومبه قبل، اين روش سرانجام هر مضر با استدلالي شبيه

  !  نيازي به هوش سرشار ندارداصلاً. آورد را كه احتمالاً بتوانيم توليد كنيم را بوجود مي–ها  ظرف

  



 21  اي بر نظريه اعداد مقدمهـ  فصل شش 

 ٢١

  خردكننده  3 .4

را به ما بدهند، هميشه يك جفـت ضـريب    bو  aديديم كه مهم نيست كدام جفت عدد صحيح 

  كه وجود دارد به طوري  tو  sعدد صحيح 

( ),gcd a b sa tb= +  

ارائـه   tو  sعلاوه بر اين، در زير بخش پيشين، يك روش گرد كردن تقريبي براي يـافتن چنـين   

  : يك راه خيلي بهتر در اينجا هست. با اين وجود، آن روش خيلي كارآمد نيست. كرديم

هترين طرز ممكن توسط يك ابزار رياضي كه متعلق به قرن ششم هندوسـتان اسـت   اين روش با ب

امـروزه بطـور عـام     "خورد كننـده "شود  ناميدند، كه معنايش مي شود كه آن را كوتاك مي انجام مي

گيـر   .زنـد  نامند، ولي اينكـه لنـگ مـي    اقليدس مي GCDخورد كننده را الگوريتم بسط داده شدة 

  ."خوردكننده"ايم به  داده

  :كند تكيه مي زير دو عدد بر كاربرد مكرر معادله GCDالگوريتم اقليدس براي يافتن 

( ) ( ), ,gcd a d gcd b a rem b=  

  :را به شكل زير محاسبه كنيم 70و  GCD 259توانيم  براي مثال مي
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كند، ولي در طول اين راه به مقداري دفترداري اضـافي نيـاز    خورد كننده همان مراحل را دنبال مي

)همان طور كـه  : دارد )gcd ,a b   كنـيم، راه حـل چگـونگي نگـارش هـر يـك از        را محاسـبه مـي

,49(هاي  مانده باقي 21, a,كنيم به مانند تركيب خطي  را حفظ مي) و همانند مثال 7 b )  ايـن ارزش

است  GCDماندة غير صفر است، كه همان  صرف وقت را دارد، زيرا هدف ما نوشتن آخرين باقي

  :است براي مثال ما، دفترداري اضافي چنين). كه يك تركيب خطي است

  

y,با مبدأ قراردادن دو متغير  b x a= در دو ستون اولية بالا، الگوريتم . كنيم كارمان را شروع مي =

xدر هر مرحله، . اقليدس را اجرا كرديم rem y توان به صورت  مي كه را. .x q y−  نوشته شود

x.گويـد كـه    خاطر داشته باشيد كـه الگـوريتم تقسـيم مـي     به(محاسبه كرديم  q y r=  r، كـه  +

r.. باقيمانده است x q y= y,سـپس  .) آوريـم  ها بدست مـي  را با ترتيب دوبارة عبارت − x  را در

b,ارز  هماين معادله با تركيب خطي  a بعـد از  . اش كـرده بـوديم   قبلاً محاسـبه  جا كرديم، كه جابه

b,ساده كردن، با يك تركيب خطي  a حل نهايي . ماندة مورد نظر، روبرو شديم كه برابر بود با باقي

  .بدست آمد
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 ٢٣

  ضية بنيادين علم حساب ق .4

دانسـتيد را در   دازة كافي ابزارهايي براي اثبات چيزي كه احتمـالاً از قبـل مـي   هم اينك تقريباً به ان

  .اختيار داريم

 ضـربي  توان به صورت حاصل را مي nهر عدد صحيح مثبت  .)ضية بنيادين علم حسابق(قضية 

  :از اعداد اول با روشي منحصر به فرد نوشت

( )j jn p p p p p p= … ≤ ≤ ≤K
1 2 1 2

  

 15اشتباه خواهد بود، براي مثال،  قضيةبه عنوان عدد اول در نظر گرفته شود  1توجه كنيد كه اگر 

21.يا  1.3.5يا  3.5توان به صورت  را مي همچنين، بر روي يك قانون اسـتاندارد تكيـه   . نوشت 3.5

طور كه مجموع اعضاي شود، همان  مي فرض 1 ،اعداد از يك مجموعه تهي ضرب حاصل: كنيم مي

nقضيه براي بدون اين قرارداد . شود مي فرض oمجموعه تهي  يك   .غلط خواهد بود 1=

اعـداد اول بـه   . شـناختيد  اگر آن را از قنداق مي يضية بنيادين وجود دارد، حتشگفتي خاصي در ق

در واقع، توزيع آنها تقريبـاً اتفـاقي بـه    . آيند طور نامنظمي در بخش اعداد صحيح به نمايش در مي

  :رسد نظر مي

K2, 3, 5, 7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,  

دانيم كه  ها انسانيت را گيج كرده است و هنوز هم مي به مدت قرنپرسش اساسي دربارة اين بخش 

هاي  اين اعداد دمدمي مزاج تكه. توان ساخت يك روش از اعداد اول ميطبيعي را دقيقاً به هر عدد 
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بنيادين سخت نيست، ولي مـا بـه چنـد حقـايق      قضيةاثبات . ساختماني براي اعداد صحيح هستند

  .اوليه نيازمنديم

pيك عدد اول باشد و  pگر ا 4. 1 لم ab سپس ،p a  ياp b.  

 هـا  نرو كه فقـط ايـن  ، از آباشد pيا  1بايستي كه  pو  aبزرگترين مقسوم عليه مشترك  .برهان

)اگر . هستند pهاي   عليه قسومم ),gcd a p p=، كند، زيـرا   آنگاه قضيه صدق ميa   مضـربي از

p در غير اين صـورت،  . است( ),gcd a p pو بنـابراين   1= b قسـمت   از( نتيجـه   3 .4 لـم  4(

  �          شود مي

  اعداد اول قضية

)فرض كنيد  )xπ  بيانگر اعداد اول كمتر يا مساوي باx براي مثال. باشند، ( )π =10 براي اينكه  4

7, 5, 3, شـوند،   قاعده توزيع مـي  اعداد اول خيلي به طور بي. هستند 10اعداد اول كمتر يا برابر با  2

  :كند د اول پاسخ تقريبي ارائه مياعدا قضيةبا اين وجود، . چه بسا ناگهاني است πبنابراين رشد 

  ( )
/ ln

lim
x

x

x x

π

→∞

=1  

عـدد از   1حـدود  به عنوان يك قاعده عملي، . شوند با اين حساب، اعداد اول به تدريج متوقف مي

lnهر  x در مجاورت  عددx است موجود يك عدد اول.  

توسط لجندار مطرح شد و يك قـرن بعـد بوسـيله دلاوالـه پوسـن       1798اعداد اول در سال  قضية

اي از گاس پس از مرگش پيدا شـد   با اين وجود، دفترچه. به اثبات رسيد 1896وهادامارد در سال 

در غيـر  (سالگي آن را نوشته اسـت   15دهد در سن  كه همان طرح در آن بود، كه آشكارا نشان مي
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 ٢٥

انـد   هم عصـر بـودن بـا گـاس را داشـته      تكه مصيب "بزرگ"اين صورت بايد براي رياضي دانان 

  .)احساس تأسف كنيد

  :هاي مختلف به ظهور رسيد در سراسر كشور يك تابلو نمايشگر در محل 2004در اواخر 

  رقمي 10 لعدد او نخستين              

  پيدا شدند eدر توالي أعداد               

براي صفحه كاريابي گوگـل   URLجايگزيني عدد صحيح به جاي عبارت درون آكولاد كه توسط 

واهند چنين نظر بر اين بود كه گوگل علاقمند بود آن اشخاص را كه بتوانند و بخ. ايجاد شده است

مگر اين مسئله چقدر سخت است؟ آيا مجبوريد كه از  .اي را حل كنند به استخدام در بياورد مسئله

را پيدا كنيد؟ راه تجربـي منشـعب از    رقمي 10 عدد اول ،ها يا ميلياردها عدد ميان هزاران يا ميليون

  در 1، حدود رقمي 10اعداد گويد كه در ميان  اعداد اول مي قضية

ln ≈1010 23  

مطمئنـاً،  . كند به اينكـه مسـئله براسـتي خيلـي سـخت نيسـت       اين اشاره مي. است وجود عدد اول

  :شود نخستين  عدد اول در توالي اعداد  خيلي زود پيدايشان مي

e)الي آخر (  = 2.71828182845904523536028747135  

  :گستراند بارت را به واقعيتي كه قبلاً فرض كرديم مييك استدلال استقرائي روتين اين ع

 از تعـدادي  آنگاه ،|an ...2a  ،1a،p اگر. يك عدد اول است pفرض كنيد  4. 2 لم
ia   بـر  يـاp 

  .دنشو تقسيم مي

  .علم حساب را ثابت كنيم بنيادين قضيةايم تا  اينك آماده







.com






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توان با روشي منحصر به فـرد   هر عدد صحيح مثبتي را مي) بنيادين علم حساب قضية( 4 .3 قضية

  :از اعداد اول نوشت مضربيبه شكل 

( )j
p p≤ ≤K
1

    . jn p p p= K
1 2

  

توان به شكل مضربي از اعـداد   ميهر عدد صحيح مثبتي را  )1(: بايد دو مورد را ثابت كنيم .برهان

  .اين عبارتي منحصر به فرد است )2(اول بيان نمود و 

از اعداد اول است استفاده  مضربي nاز استقراء قوي براي اثبات اينكه هر عدد صحيح مثبتي  ،اولاً

nبه عنوان حالت پايه، . كنيم مي براي مرحله استقرائي، . مجموعه تهي اعداد اول است مضرب 1=

kفرض كنيد كه هر  n< بايد نشان بدهيم كه . از اعداد اول است مضربيn  از اعـداد   مضربيهم

اعـداد  در غير اين صـورت،  . ح استعدد اول باشد، پس بطور بديهي صحي nاگر خود . اول است

b,مانند ، nصحيح كمتر از  a  وجود دارد بطوري كهn ab= .  طبق فرض اسـتقراء,b a   خـود

بنـابراين، ادعـا بوسـيله اسـتقراء     . از اعداد اول است مضربيهم ضرب اعدا اول هستند پس  حاصل

  .شود ثابت مي

از  مضربيتواند به صورت  ، از اصل خوش ترتيبي براي اثبات اينكه هر عدد صحيح مثبتي ميدوماً

: شـود  برهان با تنـاقض انجـام مـي    .كنيم به روشي منحصر به فرد نوشته شود استفاده مياعداد اول 

هـا را بـه صـورت     توان آن يحي وجود دارند كه ميفرض كنيد، بر خلاف ادعا، كه اعداد مثبت صح

ترتيبـي، كـوچكترين عـدد     بوسيله اصـل خـوش  . از اعداد اول با بيش از يك روش نوشت مضربي

  بناميد و فرض كنيد nاين را عدد صحيح . صحيح با اين خاصيت وجود دارد
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 ٢٧

jn p p p= K
1 2
.  

kq q q= K
1 2
.  

p چـون  .از اعـداد اول باشـد   مضـربي بـه عنـوان    nبراي نوشـتن  ) احتمالاً بيشتر(دو روشي  n
1

 

kpبنابراين  q q qK
1 1 2

pكند كـه   دلالت مي 4 .2 لم و 
1

را ايجـاد   q:ماننـد  يكـي از اعـداد اول   

ipيك عدد اول است، بايـد اينطـور باشـد كـه      iqولي از آنجا كه . كند مي q
1
pبـا حـذف    =

1
از  

nكه ويم ش دوم، متوجه مي مضرباز  iqاول و  مضرب

p
1

 nيك عدد صحيح مثبـت كـوچكتر از    

ولي اين با تعريف . از اعداد اول به دو روش مجزا نوشته شود مضربيتواند به صورت  است كه مي

n ترين عدد صحيح مثبت تناقض دارد به عنوان كوچك.          �  

  آلن تورينگ  .5

. مردي كه در بالا به تصوير كشيده شده آلن تورينگ است، مشهورترين چهره در تاريخ علوم رايانه

آورش بوسيله مخفي كاري دولت در زير پوشـش نگـاه داري    به مدت چندين دهه، زندگي حيرت

سـالگي  24در  .كرد مي مخفي كاري هاي خودش هم شد، تابوي اجتماعي، حتي در مورد نيرنگ مي

مسـئله   كـاربردي از پيش بـه سـوي اعـداد قابـل شـمارش، بـا       "اي نوشت با عنوان  تورينگ مقاله

اين . روشي عالي براي نمونه سازي يك رايانه در اصطلاح رياضي بود ،معماي مقاله. "انتشايدونگز

نكه به ابزارهاي رياضيات اجازه داد پرسشهاي محاسـباتي  يك پيشرفت غير منتظره علمي بود، چو

براي مثال، با دردست داشتن نمونه او، تورينگ بلافاصله ثابت كـرد كـه مسـائلي    . را به ميان آورند

  .نويس نابغه باشد هر قدر كه برنامه –اي قادر به حل آن نيست  وجود دارند كه هيچ رايانه
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يك دهه كامـل   1936چونكه آن را در سال  ،قابل ملاحظه استمقاله تورينگ باز هم بيش از اينها 

  .قبل از آنكه هيچ كامپيوتري عملاً وجود بيايد، نوشت

مسئله ايست كـه توسـط    28به يكي از  اشاره كه در عنوان مقاله هست "انتشايدونگز پرابلم"واژه 

تورينـگ  . دانان قرن بيستم مطرح شـد  رياضي به عنوان چالشي براي 1900ديويد هيلبرت در سال 

 –پايـان نامـه كليسـاي    "و شـايد شـما هـم دربـاره     . در همان مقاله به يكباره دست از كار كشـيد 

شنيده باشيد؟ در همان مقاله معروف بنابراين تورينگ آشكارا مردي بارز بود كه آشـكارا   "تورينگ

آور  ها درباره يكي از عقايـد كمتـر حيـرت    ولي اين صحبت. آور زيادي را مطرح كرد عقايد حيرت

  .ويك جور حماقت بود. راجع به تئوري اعداد بود. درباره رمزها بود ،آن عقيده .تورينگ است

  رمز تورينگ  .6

ن نـازي داشـت تحـت رهبـري آدولـف هيتلـر بـه پـا         الم ـآ. نگاهي كنيم 1937بيائيد به پائيز سال 

آلن تورينگ در حـال بذرپاشـي    –مثل ما  –ود و الوقوع ب گر قريب خاست، جنگ جهاني ويران مي

بيني كرد كه نگهداري اسرار نظامي در نبرد پيش رو حياتي اسـت   او پيش. ريه اعداد بودظفايده ن بي

اي كـه بـه زمـان     عقيـده . نويسي ارتباطات را با استفاده از نظريه اعـداد پيشـنهاد كـرد   رمزو روش 

 -كليـد  -رمزنگـاري هاي  اعداد پايه بسياري از دستگاه امروز، نظريه. خودمان هم كمانه كرده است

. هاي پول شمار الكتريكـي اسـت   و دستگاه هاي ريز رمز تابععمومي، طراحي امضاهاي الكتريكي، 

 websisهر بار كه از انتشارات آمازون كتابي خريداري كنيـد، صـورت مـالي خـود را در شـبكه      

هاي نظري اعـداد   پرداخت قسطي استفاده كنيد، در آن صورت به الگوريتم ببينيد، يا از يك حساب
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گذاري نظامي در اختيار بزرگترين سرمايه گـذاراني اسـت    هاي سرمايه وانگهي، بنگاه. متكي هستند

  !هاردي متأسفيم. هستند كه به دنبال پژوهش در رمز نگاري

ن شد و نيم قرن گذشت تا اينكه جهان خيلي زود پس از باز شدن رمزش، تورينگ از نظر مردم نها

كمي بعد سـري بـه زنـدگي تورينـگ     . از داستان كامل كجا رفتن و چه كردن تورينگ با خبر شود

اند،  معين جزئيات نا. سر گذاشتيم، بررسي كنيم خواهيم زد؛ فعلاً بيائيد درباره رمز تورينگ كه پشت

را در نظـر خـواهيم    نابراين چند تـاي احتمـالي  نكرد، ب گاه رسماً عقايدش را منتشر از آنرو كه هيچ

  .گرفت

  )1. 0شرح (رمز تورينگ  6 .1

ترجمه يك پيام متني به يك عدد صحيح است تا بتوانيم يك عمليـات رياضـي را    ،نخستين چالش

تر كند، بنابراين جزئيـات   اين مرحله در نظر ندارد تا پيامي را براي خواندن سخت. بر آن اجرا كنيم

Aهر حرف الفباء را با دو عدد جايگزين كنيـد  : يك راه استاين . نيستندخيلي مهم  B=01, =02 

Cو  براي مثال، . كليه اعداد را در كنار هم بگذاريد تا عددي بسيار بزرگ تشكيل شود غيره و 03=

  شود به اين شكل باز گردانده مي "پيروزي"پيام 

(( ))
v i c t o r y

→22 09 03 20 15 18 25
  

رمز تورينگ نيازمند است كه پيام با عدد اول باشد، بنابراين ممكن است نياز داشته باشيم با اعـداد  

عـدد   13كنيم تا عدد اول بدست آوريم، در اين حالت، بـا افـزودن اعـداد     تبديلبيشتري نتيجه را 

22 09 03 20 15 18 25   .آيد، كه عدد اول است بدست مي 13
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پيـامي غيـر    mدر شـرح زيـر،   . كنـد  كنيم كه روش رمز نگاري چگونـه كـار مـي    لا بررسي ميحا

*، )دار باشيم خواهيم راز نگه كه مي(رمزگذاري شده است 
m  كه ممكن (پيام رمزگذاري شده است

  .هم كليد مورد نظر است kو ) ها آن را دريافت كنند است نازي

  .كنند است توافق مي kفرستنده و گيرنده بر يك كليد رمز، كه يك عدد اول بزرگ  پيشاپيش

  :كند مي رمزرا با محاسبه  mفرستنده پيام  رمزنگاري

* .m m k=  

*گيرنده پيام  ي رمزبازگشاي
m كند را با محاسبه رمزگذاري بازگشايي مي:  

* .m m k
m

k k
= =  

kبراي مثال، فرض كنيد كه كليد رمز عدد اول  = 22 01 76 34 'است و پيام  89
m "پيروزي" 

  :ه به شكل زير استآنگاه پيام رمزنگاري شد. است

* .m m k=  

= 22090320151825130228011763489  

= 50369825549820718594667857  

  .گيرند هايي چند درباره رمز تورينگ وجود دارد كه طبيعتاً مورد تقاضاي برخي قرار مي پرسش

، همانطور كه بايـد اعـداد اول   kو  mكه  توانند مطمئن شوند چگونه فرستنده و گيرنده مي -1

  هستند؟
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ها مورد مطالعه بوده است  مسئله كلي تعيين اينكه آيا عددي بزرگ اول است يا مركب به مدت قرن

 2002در سـال  . هاي اوليه خوبي حتي در زمان تولينـگ شـناخته شـده بودنـد     و براستي كه آزمون

ل، يزاج كايال و نيتين ساكسنا اعلام كردند آزموني اوليه يافتند كه براي كـار بـر روي   مانيندراآگراوا

)در حدود  nيك عدد  )log n
اين مسئله سرانجام بـه طـور قطـع آزمـون     . مرحله ضمانت دارد 12

) بـه طـور شـگفت آوري   (كمال تعجـب،  در . قرار داد "آسان"اوليه را در گروه مسائل محاسباتي 

  !شرح الگوريتم غير مترقبه آنها فقط سي خط بود

  آيا رمز تورينگ ايمني دارد؟ -2

*شده  رمزنيروهاي نازي فقط به پيام  .m m k= كنند، بنابر اين پوشش مجدد پيام اصـلي   توجه مي

m  تجزيهنياز به *m گونه الگوريتم تجزيه كار آمدي  رغم تلاشهاي بسيار، تا كنون هيچ علي. دارد

رسد كه اساساً مسئله سختي باشد، به طوري كه در روزگاري عبـور از   به نظر مي. يافته نشده است

يسـر  وري عملـي م  را در بهـره  در نتيجـه، رمـز تورينـگ اكتشـاف او    . مانع علمي غيرممكن نيست

فراهم شده، به طـور   kو  mاينچنين . ن بر محدوديت توانائي محاسبه داريمكه اذعازيرا سازد  مي

  !ها بخت يارشان نيست رسد كه نازي ، به نظر ميخوبكافي 

  .به سزا وجود دارد آيد، ولي در رمز تورينگ ايرادي همه اينها به نظر وعده و وعيد مي
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  شكستن رمز تورينگ 6 .2

فرستد  بيائيد ببينيم هنگامي كه فرستنده پيام دومي را با استفاده از رمز تورينگ و همان كليد فرا مي

  :دهد مي ها تحويل و پيام رمزنگاري شده را به نازيافتد اين كار د چه اتفاقي مي

m m k
*

2 2
= m  و    . m k=*

1 1
.  

mعليه مشترك دو پيام رمزنگاري شده  بزرگترين مقسوم
*

1
mو  

*

2
  .است kكليد رمزي  

بنابراين بعد از اينكـه  . تواند بسيار كارآمدانه محاسبه شود دو عدد مي gcd ،ايم و همانطور كه ديده

توانند كليد رمز را مجدداً بخوانند و هر پيامي را دريافت  دومين پيام ارسال شود، نيروهاي نازي مي

  !كنند

اي چشم پوشي كند  دان درخشاني مثل تورينگ از چنين مسئله خيره كننده باور كردن اينكه رياضي

اي كمي متفاوت داشـته اسـت، كـه     يوهتوضيح ممكن شايد اين باشد كه در مغزش ش. مشكل است

  .حساب هم نهشتي بوده است يشه روياند يكي هم

  نهشتي حساب هم .7

را ارائـه   "نهشـتي  هم"شاهكار خود در نظريه اعداد، رساله علم حساب، گاس مفهوم  1در صفحه 

اينك گاس شخص ديگري است كه موفق شد تا هـر از گـاهي بـه يـك نظريـه نـيم آراسـته        . كرد

اسـت اگـر    nبه سنج  bنهشت  هم aگاس گفت كه . پس بيائيد نگاهي به اين يكي كنيمبپردازد، 

( )n a b− .اين مسئله به شكل ( )moda b n≡ براي مثال. شود نوشته مي:  

7 )زيرا  29-15 )mod≡29 15 7  
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كنـد   حالتي ويژه را تشريح مي 7است و به سنج  =به نوعي شبيه علامت  ≡به طور شهودي، نماد 

در بالاي سمت راست قـرار  ) 7به سنج (صورتي كه پس، حتي در . برابر است 15با  29كه در آن 

، آن اده شـده اسـت  د 29عدد  از بيشتريم سه 15عدد  اين نيست كه بهوجه مفهوم  بگيرد، به هيچ

  .كند را مشخص مي =عملاً معناي علامت 

 nبه سنج به سنج هم نهشت : شود ها ارائه مي تشهدر اينجا روشي ديگر براي فكر كردن به هم ن

مجموعـه   يـك نهشت همگي در  بطوري كه اعداد هم كند افراز مي مجموعه nاعداد صحيح را به 

صـحيح را  توانيم اعداد  مي پس. كنيم كار مي 3براي مثال، فرض كنيد داريم بر روي به سنج . باشند

  :كنيم افرازمجموعه مانند زير  3به 

{ },K o K-6, -3, , 3, 6,9,  

{ },K K-5, -2,1, 4, 7,10,  

{ },K K4, -1, 2, 5, 8,11,  

هـر دو   3و  6براي مثال، . هم نهشت هستند 3 مجموعه همگي به سنج يكحالا اعداد صحيح در 

) ،نهشت هستند زيرا تفـاوت آنهـا   مدر مجموعه اول هستند و ه ) 9=6 - . اسـت  3از  مضـربي  3-

-11هر دو در آخرين مجموعه قرار دارند، چونكه  5و  11همينطور هم،  5 =   .است 3از  مضربي 6

در مجموعـه   9براي مثال . نيستند نهشت هاي متفاوت هم از طرف ديگر، اعداد موجود در مجموعه

9-11نهشت نيستند زيرا  در مجموعه آخر قرار دارند و هم 11نخست و  = . نيسـت  3از  مضـربي  2

د دارند كه نوع مختلف اعداد وجو nشود فقط  مي nنتيجه اين است كه وقتي كه حساب به سنج 
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سازي علـم حسـاب معمـولي اسـت و      نهشتي نوعي ساده در اين معنا، حساب هم. اند  بررسيمورد 

ها وجود دارند، كه  نهشت حقايق سودمند بسياري درباره هم. بنابراين ابزار استدلالي كارآمدي است

هـا بسـيار    نهشـت  مايه همه آنها اين است كه هـم  بن. اند بندي شده زير فهرست لمبرخي از آنها در 

  .ر چند كه چندتايي هم استثناء وجود دارند، هكنند ها كار مي شبيهه به معادله

nعبارتهاي زير براي  )ها نهشت حقايقي درباره هم( 7 .1 لم   :كنند صدق مي 1≤

1- ( )mod n a a≡ 

2- ( )mod n b a≡دهد نتيجه مي ( )mod n a b≡ 

3- ( )mod n b a≡  و( )mod n c b≡  نتيجه( )mod n c a≡ 

4- ( )mod n b a≡ دهد نتيجه مي( )mod n c b c a+ ≡ + 

5- ( )mod n b a≡ دهد نتيجه مي( )mod n bc ac≡ 

6- ( )mod n b a≡  و( )mod n d c≡ دهد  نتيجه مي( )mod n d b c a+ ≡ + 

7- ( )mod n b a≡  و( )mod n d c≡ دهد  نتيجه مي( )mod n db ca≡  

هر عـدد   بر o )1قسمت . (اند ها شبيه كنيم، ديگر قسمت را ثابت مي 7و  1هاي  تنها قسمت .برهان

)صحيحي بخش پذير است، بنابراين  )n a a− اش  كه معنيa a≡  است( )mod n.  

)فرض كه ) 7قسمت ( )moda b n≡ دهد نتيجه مي ( )modac bc n≡ ) همين طـور  . )5قسمت

) قضيةهم،  )modc d n≡ دهد نتيجه مي ( )mod n bc bd≡  بنابراين( )modac bd n≡ ) قسمت

3(.                    �  
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نگـاه  ، كه دفعـه پـيش بـه آن    مانده وجود دارد ينهشت و عمل باق اي نزديك ميان حساب هم رابطه

 3 بـه سـنج   نهشت اعداد صحيح را كه توسط هم افرازبراي روشن كردن اين ارتباط، بيائيد . كرديم

  :قرار دهيم بررسيمشخص شده را دوباره مورد 

{ },K o K-6, -3, , 3, 6,9,  

{ },K K-5, -2,1, 4, 7,10,  

{ },K K4, -1, 2, 5, 8,11,  

بشـوند   3اگر و فقـط اگـر در صـورتي كـه تقسـيم بـر        هم نهشت هستند تان باشد كه دو عددياد

گيرند كه اگـر و   توجه كنيد كه دو عدد در يك مجموعه قرار مي. (باشند داشتهرا  يكسان مانده باقي

اعداد موجود در مجموعـه اول  ) شوند مي 3مانده باشند وقتي كه تقسيم بر  فقط اگر داراي يك باقي

دارنـد، و   1مانـده   دارند، اعداد مجموعه دوم بـاقي  oشوند باقيمانده صفر  مي 3تي كه تقسيم بر وق

اي قـرار   باز هم بيشتر، توجه كنيد كه هر عدد در مجموعـه . دارند 2مانده  اعداد مجموعه سوم باقي

rem11و  11براي مثال، . است در آن دارد كه باقيمانده خودش 3 = هر دو در يك مجموعه قرار 2

  .بندي كنيم دسته لمبيائيد همه اين نيكي شادمانه را درون يك . دارند

  :ادعاهاي زير صادق هستند )ها مانده ها و باقي هم نهشت( 7 .2 لم

( )( )moda a rem n n≡1.  

( ) ( )a rem n b rem n=  اگر و فقط اگر( )moda b n≡2.  
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qهاي منحصر به فردي از اعداد صـحيح   با الگوريتم تقسيم، جفت) 2از قسمت ( .برهان r q r
2 2 1 1
, , , 

  :وجود دارند بطوري كه

r جايي كه( n≤ <o
1

(      a q n r= +
1 1

  

r جايي كه( n≤o
2

(      b q n r= +
2 2

  

)ها، در اين عبارت )a rem n r=
1

)و   )b rem n r=
2

  

  :آيد تفريق معادله دوم از معادله اول بدست مي

n جايي كه( r r n− < <
1 2
-(     ( ) ( )a b q q n r r− = + −

1 2 1 2
-  

)حالا  )moda b n≡  اگر و فقط اگرn صحيح است اگـر و   بر قسمت چپ تقسيم شود كه مقدار

rاست اگر و فقط اگر  برقرار وسمت راست تقسيم شود، بر عبارت  nفقط اگر  r−
1 2

از  مضـربي  

n هاي فرض در  كرانه. باشدr r
1 2
rافتد كه  ، بطور مشخص وقتي اتفاق مي, r=

1 2
اسـت   ارز همكه  

)با  ) ( )a rem n b rem n=.                �  

  )2. 0شرح ( رمز تورينگ  .8

ود و انگلستان به تنهايي در اروپاي غربـي بـا   فرانسه به اشغال ارتش هيتلر در آمده ب 1940در سال 

مقاومت بريتانيا منوط به كمكهايي بود كه با روندي ثابت از اقيانوس اطلس . كرد ها مقابله مي نازي

آن كشـتيهاي ارسـالي در   .گرفت هاي ارسالي انجام مي شمالي توسط ايالات متحده آمريكا با كشتي

ني كه در اقيانوس اطلس پرسـه  المآ "شكل Uقايق "ي ها و گربه با زير دريايي –يك بازي موش 

هاي مواد غذايي امـداد رسـان را غـرق كننـد و بريتانيـا را وادار بـه        زدند، درگير بودند تا كشتي مي
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توانسـتند   ها بهتـر مـي   انلمآيا آ: ماحصل اين مبارزه بر ترازويي از اطلاعات متكي بود. تسليم كنند

شكل را تشـخيص   Uهاي  توانستند محل قايق هاي ارسالي را تعيين كنند يا متفقين مي كشتي محل

  بدهند يا برعكس؟

  .ن باختالمآ

بريتانيا رمز نيـروي  : اقامه شد 1974ن تنها در سال لمولي يك دليل انتقادي در آن سوي شكست آ

در طي آن همه جنگ، متفقـين قـادر بودنـد بـا گـوش دادن بـه       . را شكسته بود، معمان لمدريايي آ

دولـت  . ني هـدايت كننـد  الم ـهـاي آ  اي ارسالي را در پيرامون زير درياييه ن كمكالمهاي آ تماس

 ـ   . توضيح نداد كه چگونه راز را گشوده است 1996انگلستان تا سال  ه و وقتـي كـه سـرانجام تجزي

به  1939در سال  او .نگارنده كسي نبود مگر آلن تورينگ) بوسيله ايالات متحده(تحليل منتشر شد 

آنجا نقشي مركزي در شكسـتن رمـز معمـاي     .يگان رمز شكني بريتانيا در پارك بلچلي پيوسته بود

  .هاي هيتلر پيشگيري نمود ن ايفا كرد و از اين طريق از افتادن بريتانيا در دستلمآ

قرن سكوت رسمي دربـاره   هستن، ولي با گذشت نيم بستهها هميشه درباره رمزنگاري دهان  لتدو

نقش تورينگ در شكستن معما و نجات بريتانيا ممكن است به رويدادهاي دست و پا گيري بعد از 

  .جنگ مربوط باشد

ضـرب  ( باشد،چه بسا ايده اساسي ما صحيح بوده . بيائيد تفسيري جانشين رمز تورينگ ارائه كنيم

نهشت به خطا رفتـه   ولي در استفاده قراردادي علم حساب به جاي حساب هم) كردن پيام در كليد

  :چنين بوده است شايد منظور تورينگ اين. باشيم
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، كه شايد همگاني شـده  كنند توافق مي Pپيشاپيش فرستنده و گيرنده بر روي يك عدد اول بزرگ 

آنها همچنـين بـر روي يـك كليـد سـري      .) قدر مطلق كليه علوم رياضي ما خواهد بود اين. (باشد

{ }K P∈ K1, 2 ,   .رسند به توافق مي 1-

}در مجموعه  mرمزنگاري پيام  }PK1, 2, , توانـد باشـد؛ بـويژه، ديگـر      هر عدد صحيحي مـي  1-

* را براي ايجاد mفرستنده پيام . يام يك عدد اول باشدنيازي نيست كه پ
m     با محاسـبه زيـر رمـز

  :كند نگاري مي

*m mk rem p=  

  بازگشايي

 چه بسا اميدواريم كه مانند همان روش قبل رمز گشـايي . مرحله بازگشايي رمز خود مسئله ايست

  :كنيم

 pبـه   mkوقتـي كـه    m*مشكل اين اسـت كـه   . kبه كليد  m*با تقسيم پيام رمزگذاري شده 

  !چه بسا حتي عدد صحيح هم به ما ندهد kبه  m*بنابراين تقسيم . داردماند  شود باقي تقسيم مي

  .نهشت عدد اول غلبه كرد توان با درك بهتري از حساب هم مي ،براين رمز گشايي سخت
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 ٣٩

  وارون ضربي 8 .1

xعددي ديگر  xوارون ضربي يك عدد 
  :است به طوري كه 1−

.x x
− =1 1  

از  1/3شـود   مـي  3براي مثال، وارون ضـربي  . به طور كلي، وارون ضربي اعداد حقيقي وجود دارد

  :آنجا كه

=
1

3. 1
3

  

  .معكوس ندارد oيگانه استثنايي كه هست اين است كه صفر 

توانـد بـا عـدد     نمـي  7براي مثال، عدد . عموماصًحيح نيست اعداد صحيح ، معكوساز سوي ديگر

  .بدست آيد 1صحيح ديگري ضرب شود تا 

كنـيم   نهشت يك عـدد اول كـار مـي    در كمال شگفتي، وارون ضربي هنگامي كه داريم بر روي هم

آنـرو  است از  7وارون ضربي  3كنيم،  كار مي 5نهشت  ي همبراي مثال، اگر داريم رو. وجود دارد

  :كه

( )mod≡7.3 1 5  

)هستند؛ براي مثال  7همچنين وارون ضربي  5نهشت  هم 3همه اعداد هم ارز ( )mod≡7.8 1 5 (

 5از  مضـربي يعني كه، (هستند  5 سنج ي بهنهشت همدر  oارز  ست كه هميگانه استثنا در اعدادي ا

  .اعداد حقيقي ندارد در معكوسي oكه  مانند حالتيمعكوس ندارند، ) هستند

  .م بيائيد اين را ثابت كني
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  .وارون ضربي دارد k آنگاهنباشد،  pاز  مضربي kيك عدد اول باشد و  pاگر  8 .1 لم

از  مضربي kو از آنجايي كه . pو  1: دارد عدد اول است، فقط دو مقسوم pاز آنجا كه  .برهان

p  نيست، بايد داشته باشيم( )gcd ,p k  1وي بـا  مسـا  kو  pبنابراين، يك تركيب خطـي  . 1=

  :وجود دارد

sp tk+ =1  

  :دهد ها بدست مي آرايش مجدد عبارت

sp tk=1-  

) درايـم با توجه به تعريف قابليت تقسيم  )p tk1-   و بنـابراين( )tk med p≡  tاز اينـرو،  و  1

  �            .است نهشتي درتعريف هم kضربي  وارون

توانيم پيام اصلي را با ضـرب   بويژه، مي. هاي ضربي كليد رمزگشايي معماي تورينگ هستند وارون

  :بدست آوريمنگاري شده در معكوس كليد مجدداً  كردن پيام رمز

( ) ( )*. . modm k mk rem p k p
− −

≡
1 1  

( )modmkk p
−

≡
1  

( )modm p≡  

m*دهد كه  اين نشان مي k
,در حوزه  mاز آنجا كه . است mارز پيام اصلي  هم 1− po K1, , -1 

  :مانده مجدداً پوشش دهيم را دقيقاً با گرفتن باقيتوانيم آن  قرار داشت، مي

*m m k rem p
−

=
1  



 41  اي بر نظريه اعداد مقدمهـ  فصل شش 

 ٤١

  .توانيم رمزگشايي كنيم بنابراين حالا مي

  حذف 8 .2

 عامل ضرب يكسـان تواند  اند اين است كه هر كسي مي جهتي ديگر كه در آن اعداد حقيقي مناسب

mبه سخن ديگر، اگر بدانيم كه . را حذف كند k m k=
1 2

هـا را حـذف كنـيم و    kتوانيم  ، پس مي

mنتيجه بگيريم كه  m
1 2
kكه شده وقتي   = ≠ o .    نهشـت معتبـر    در كـل، حـذف در حسـاب هـم

  :ارزي صحيح است براي مثال، اين هم. نيست

( )mod≡2.3 4.3 6  

  :ولي اگر ارقام  را حذف كنيم ، به نتيجه اي غلط مي رسيم 

         ( )mod≡2 4 6  

 معـادلات در  تفـاوت تواننـد حـذف شـوند معنـادارترين      هاي ضـربي نمـي   اين حقيقت كه عبارت

با اين وجود، اين فرق در صورتي كه مـا روي يـك عـدد اول    . استاز معادلات معمولي  يارز هم

  .حذف معتبر است وشود،  نهشت كار كنيم زايل مي مه

از  آنگــاه. نيســت p از مضــربي kيــك عــدد اول اســت و    pفــرض كنيــد   8. 2 لــم

( )modak bk p≡ گيريم  نتيجه مي( )moda b p≡  

kهر دو طرف هم ارز را به . برهان
  �          .ضرب كنيد  1−
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بطـور  . استفاده كنيم تا قدري بيشتر به فراست عملكرد رمز تورينگ پـي ببـريم   لمتوانيم از اين  مي

ايـن موضـوع در   . ندك خاص، عمليات رمزنگاري در معماي تورينگ فضاي پيام را پس و پيش مي

  .شود تر بيان مي قضيه فرعي زير مشخص

گيريم  نتيجه مي آنگاه. نيست pاز  مضربي kعدد اول است و  pفرض كنيد  8. 3قضيه فرعي 

  دنباله كه

( ) ( ) ( ) ( ). , . , . , , .k rem p k rem p k rem p p k rem p−o K1 2 1  

  :زير است از دنبالهجايگشتي 

( ), po K1, 2, , -1  

  .ماند مي صحيح باز هماگر عبارت اول از هر قسمت حذف شود 

p( تا o بيناست، كه همگي در  عدد pقسمت اول حاوي  .برهان مانـده   با تعريـف بـاقي   )1−

داريـم   8 .2 لـم زيـرا از  افزون بر آن، اعداد موجود در قسـمت اول متفـاوت هسـتند؛    . رار دارندق

( )modik JK p=    اگــر و فقــط اگــر( )modi j p≡   بــيندر  متفــاوتو هــيچ دو عــدد 

, po K1, 2, , تـا   oبنابراين، قسمت اول بايد حاوي تمـام اعـداد از   . دنيستن ارز هم pبه سنج  1-

p حـذف شـوند، زيـرا هـر دو      اول هـاي  ادعا صحيح است اگـر عبـارت  . در يك رديف باشد 1−

                .شوند شروع مي oقسمت با 

  �  

kبراي مثال، فرض كنيد  p= =3,   :گيريم پس نتيجه مي. است  5



 43  اي بر نظريه اعداد مقدمهـ  فصل شش 

 ٤٣

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,rem rem rem rem rem

= == ==

o

o
14243 14243 14243 14243 14243

3 5 1, 3 5 2.3 5 3.3 5 4.3 5

13 24

  

o,از  جايگشتي 1,2, ,1,2از  جايگشتياست و چهار عبارت پاياني  3,4 مـادامي كـه   . اسـت  3,4

دانند فضاي خالي پيام چگونه با روند رمزنگاري  خبر باشند، نمي بي kنيروهاي نازي از كليد رمز 

  .هاي رمزگذاري شده را بخوانند پيامتوانند  پس و پيش شده و بر اين اساس نمي

 فرما قضية 8 .3

كـردن كليـد    وارونگشايي نياز بـه  مانده در كاربرد رمز تورينگ اين است كه رمز يك چالش باقي 

فرمـا   قضـية را بدست آوريم؟ يك راه آن تكيه بر  kتوانيم معكوس  ولي چگونه مي. دارد kرمز 

  .و سودمندتر است – قضيةاست، كه بسيار مشهورتر از آخرين 

  .نيست pاز  مضربي kو  عددي صحيح است pفرض كنيد  )فرما قضية( 8 .4 قضية

  :آنگاه

( )mod
p

k p
−

≡
1

1  

  :به شكل زير دليل مي آوريم  .برهان

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ). modp k rem p k rem p p k rem p p≡ −K K1.2.3 -1 2 1  

( ) ( ). . modk k k p k p≡ −K2 3 1  

        ( ) ( )! . mod
p

p k p
−

≡ −
1

1  
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عملاً با هم برابرند، بنابراين آنها مطمئناً به سـنج   8. 3وجه به قضيه فرعي هاي خط اول با ت عبارت

p در مرحلـه سـوم، مجـدداً    . كنـد  استفاده مـي  7. 2 لم 1مرحله دوم از قسمت . نهشت هستند هم

  .كنيم مرتب ميها را در  عبارت

) ! حالا )p )عدد  عواملباشد، زيرا  pاز  ربيمضتواند  نمي 1− )pK1.2. . فقط حاوي اعـداد   1-

)! توانيم بنابراين، مي. است pاول كوچكتر از  )p  .2 لـم را از عبارت اول و آخر با استفاده از  1−

  �      !كند، حذف كنيم يكه ادعا را ثابت م 8

يـك عـدد    pفرض كنيـد  . شود فرما بيان مي قضيةدر اينجا چگونگي يافت معكوس با استفاده از 

  :دانيم كه فرما، مي قضيةنيست، پس، با توجه به  pاز  مضربي kاول است و 

( ). mod
p

k k p
−

≡
2

1  

pبنابراين 
k

، بـه  6خواهيم وارون ضربي براي مثال، فرض كنيد مي. باشد kبايد وارون ضربي  2−

remپس نياز به محاسبه . را بدست آوريم 17سنج 
15
6  تـوان رسـاندن متـوال   داريم، كـه بـا    17

  .هستنددق اص 17ارزهاي زير به سنج  تمام هم. توانيم آن را انجام دهيم مي

≡ ≡
2
6 36 2  

( )≡ ≡ ≡
24 2 2

6 6 2 4  

( )≡ ≡ ≡
2

8 4 2
6 6 4 16  

. . .≡ ≡ ≡
15 8 4 2
6 6 6 6 6 16.4.2.6 3  

remبنابراين،  =15
6 17   :است، از آنجا كه 17به سنج  6وارون ضربي  3قاطع،  قدر كافيبه  3
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 ٤٥

( ). mod≡3 6 1 17  

 يـد يافتن يك وارون ضـربي با  براي كرديم، كار مي pدر كل، اگر داشتيم بر به سنج يك عدد اول 

pو  1هر مقدار ميان  عمليات logبا اين وجود، راه حل بالا فقط نياز به .كرديم را امتحان مي 1−

  .بزرگ باشد pدارد، كه بسيار بهتر است وقتي كه  نياز

  شكستن دوباره رمز تورينگ 8 .4

رمزگـذاري   با نام آنيگما بالا نه چندان رمزنويسي با امنيت ن با دستگاهالمهاي هواشناسي آ گزارش

فهميدنـد در سـاحل جنـوبي ايسـلند بـاران       به هر ترتيب، خب كه چي اگر متفقين مي. شده بودند

  باريد؟ مي

 1941ولي، در كمال شگفتي، اين مسئله براي نيروهاي بريتانيـا در نبـرد دريـايي آتلانتيـك سـال      

  .موقعيتي بحراني پديد آورد

شـكل از   Uهـاي   هاي هواشناسي در اصل از طـرف قـايق   مسئله اين بود كه برخي از آن گزارش

هـا هـر دو گزارشـهاي رمزگـذاري نشـده و       ، بريتانيـائي از اينرو. اقيانوس اطلس پخش شده بودند

ها قادر بودند تشخيص  با مقايسه هر دو، انگليسي. هاي رمزنگاري شده را در اختيار گرفتند گزارش

توانستند ديگر معماي رمزنگـاري شـده    كنند و مي استفاده مي دها از كدام كلي نيالمبدهند آن روز آ

  .شود ه ميدينام  صاف متن -دانستنامروزه،  كه .و آمد را بخوانندرفت 

فرض كنيد نيروهـاي نـازي   . كند مي متن صاف چطور عليه رمز تورينگ كار –دانستنبيائيد ببينيم 

  :شناسند در جايي كه را مي m*و  mهر دوي 
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( )* modm mk p≡  

  :توانند محاسبه كنند حالا مي

( ) ( )( ). * . mod *
p p

m m m mk rem p p m
− −

≡ ⇐
2 2  

)     )7 .2 لم از 2قسمت (  ). modpm mk p−≡ 2  

)          )ساده كردن( ). modpm k p−≡ 1  

)        )فرما قضية( )modk p≡  

  !توانند هر پيامي رمز گشايي كنند حالا نيروهاي نازي كليد رمز را دارند و مي

خوشـبختانه،  . اين يك آسيب پذيري هنگفت است، بنابراين رمز تورينگ هيچ ارزش عملي نـدارد 

اش در معما مطمئناً جـان   تورينگ در رمزنگاري بهتر شد؛ عمليات رمزگشايي بعدي پس از اين كه

  .هزاران نفر را نجات داد، اگر نگوئيم تمام بريتانيا را

  ضمير نويسي تورينگ .9

كارآگاهان به زودي فهميدنـد كـه   . چند سال پس از جنگ، خانه تورينگ مورد دستبرد قرار گرفت

دنـد؛  پـس دسـتگيرش كر  . رينگ در سرقت دست داشته اسـت باز قديمي دوستدار تو يك همجنس

گرايي در بريتانيا جـرم   براي اينكه، در آن زمان، همجنس. داشت كردنديعني كه، آلن تورينگ را باز

خفـت بـار هورمـوني بـه خـاطر       "مداواي"تورينگ به . داشت زندان بود، كه تا دو سال مجازات

  .شروع كرد به پستان در آوردن. زريق شداستروژن به او ت: اش محكوم شد گرايي همجنس

 تعريف
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 ٤٧

نامـه پسـر خـودش     مادرش در زنـدگي . سه سال بعد، آلن تورينگ، مؤسس علوم رايانه جان سپرد

هـاي   بر خلاف هشدارهاي مكرر مادر، تورينگ در خانـه آزمـايش  . توضيح داد كه چه اتفاقي افتاد

خـورد و بـا    حـالي كـه سـيب مـي     در: ظاهراً بدترين ترس مادر به حقيقـت پيوسـت  . داد انجام مي

  .كرد، خودش را مسموم كرد پوتاسيوم سيانيد كار مي

مـادرش زن متـدين پابنـدي بـود كـه      . مانـد  يك معما باقي دهاي مدي با اين همه، تورينگ تا مدت

اند كه تورينـگ از قبـل در ايـن     نامه نويسان اشاره كرده دانست و ديگر زندگي خودكشي را گناه مي

  .كند ه بود كه با خوردن يك سيب مسموم خودكشي ميباره بحث كرد

، آلن تورينگ كه علوم رايانه را پايه ريزي كرد و كشورش را نجات داد، در پايان زندگي پر آشكار

  .را از خود سلب كرد، و آن هم با روشي كه مادرش بر اين باور بود كه يك حادثه رخ داده است

  علم حساب با يك سنج اختياري .10

اسـتفاده از   –اش  با اين حال، عقيده اساسي. تورينگ اميدوار بود رمزش مؤثر واقع نشد ور كهط آن

  .هاي پس از مرگش بطور ديدني بالا گرفت در دهه –هاي رمزنگاري  نظريه اعداد به عنوان پايه

زنگار موسـوم بـه   ن يك دستگاه رملمرونالدريوست، آدي شامير و لئونارد آد MITدر  1977سال 

RSA ها از ارائـه   رغم گذشت دهه علي. با امنيت بالا كه مبني بر نظريه اعداد بود را پيشنهاد كردند

مزيتـي بـزرگ از مرزهـاي     RSAافـزون بـر آن   . آن، هيچ نقص معناداري در آن يافت نشده است

گيرنده پيام رمزنگاري شده نياز ندارند كه قبلاً با هم ديدار كنند تا بر سر فرستند و : سنتي داراست

نگهـش  باز هم بيشتر، گيرنده هر دوي كليد رمز كه نزديك به خـود  . يك كليد رمز به توافق برسند
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براي فرسـتادن پيـامي بـه او هـر     . كند دارد و كليد عمومي كه تا جايي كه بتواند آن را پخش مي مي

اش پيـام را   سپس او با كليد محفـوظ خصوصـي  . كند د عمومي توزيع شده استفاده ميكسي از كلي

دهد، بـراي   استفاده از چنين كليد رمزنگاري عمومي به شما و آمازون اجاره مي. كند رمزگشايي مي

اي تاريك براي رد و بدل كـردن يـك كليـد     مثال، در يك كارامنيتي بدون نياز به ملاقات در كوچه

  .متعهد شويد

به سنج يك عدد اول را همانطور كه طرح تورينگ بايد داشته باشد،  RSAبه طور جالب توجهي، 

با اين حساب، نياز به كمي  .ضرب دو عدد اول بزرگ را دارد كند، ولي بيشتر سنج حاصل اجرا نمي

 RSAكند داريـم تـا    كب ميدانستن درباره اينكه علم حساب چگونه يك سنج را تبديل به عدد مر

تـر از   حساب به سنج اختياري يك عدد صحيح مثبت در عمل فقـط كمـي پـر زحمـت    . را بفهميم

خواهـد كمـي    اين فقط مي"گويد  تبديل به سنج يك عدد اول است، در همان مفهومي كه دكتر مي

  .فرو كندقبل از اينكه سوزن بزرگي را در بازويتان  "صدمه بزند

  اول بودن و في نسبت به هم  10 .1

)اگر گويند  اول نسبت به هم را bو  aاعداد صحيح . ابتدا به تعريفي تازه نيازمنديم )gcd ,a b =1  

)ستند، از آنرو كه اول ه نسبت به هم 15 و 8براي مثال  )gcd ,a b يادتان باشـد كـه هـر عـدد      1=

  .باشد p مضربي ازاست، مگر  ياول pصحيح در مواجهه با يك عدد اول 
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 nفـرض كنيـد   . شـود  تعريفهمچنين به تابعي مطمئن نياز داريم تا با استفاده از اول بودن نسبي 

)آنگاه . يك عدد مثبت صحيح است )n∅ اعداد صحيح در مجموعه  مقدار{ }n −K1, 2, , كـه  را  1

  .كند اول هستند را مشخص مي n ت بهبنس

  

  ريمان فرضيه

از ديد همگان پنهان شود شامل ساختن يك اختـراع   1939 نكه درن پروژه تورينگ پيش از آآخري

طـرح اوليـه   . هاي رياضي به نام نظريه ريمان بـود  بدقت طراحي شده مكانيكي براي آزمودن طرح

اي سـر دسـتي توسـط برهـارد ريمـان حاضـر شـد و اينـك يكـي از           در مقاله 1859ابتدا در سال 

هاي نـا متنـاهي    فورمول براي ميزان يك سري هندسه. حل نشده رياضي استمشهورترين مسائل 

  :دارد مقرر مي

x x x
x

+ + + =K
2 3 1

1+
1-

  

,جايگزيني  ,
s s s

x x x= =
1 1 1

2 3 5
و به همين ترتيب براي هـر عـدد اول حاصـلي از معـادلات بـه       

  :دهد دست مي

s ss s
+ + + =K

2 3

1 1 1 1
1+

2 2 2 1-1/2
  

s ss s
+ + + =K

2 3

1 1 1 1
1+

3 3 3 1-1/3
  

s ss s
+ + + =K

2 3

1 1 1 1
1+

5 5 5 1-1/5
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  :يدآ ضرب كردن تمام قسمتهاي چپ به همه قسمتهاي چپ بدست ميبا 

x

s s
p nا���������������������������������������اداول n p

π
∈=

 
=  

 
∑

1

1 1

1-1/
  

آيد ونيز با بكار بسـتن   هاي نامتناهي بدست مي جمع سمت چپ از ضرب كردن تمام سري حاصل

sبراي مثال با عبارت . تئوري بنيادين علم حساب
s2از ضـرب كـردن    ،جمـع  در حاصـل  1/300

1/2 

sمعادله اول در 
s2در معادله دوم و  1/3

ريمان توجه كرد هر . در معادله سوم بدست آمده است 1/5

  .شود عدد اولي در عبارت سمت راست ظاهر مي

هاد كرد با مطالعه معادل درباره اعداد اول آموزش ببينند، ولي سمت چپ عبارت ساده بنابراين پيشن

در نظر گرفت و سمت چـپ را بـه شـكل يـك تـابع       عددي مختلطرا به عنوان  sبه ويژه . است

( )sς بـه مقـادير   رتبط ل م ـكه توزيـع اعـداد او  ريمان فهميد . نظر گرفت ريمان درs   اسـت كـه 

( )sς = o انجامد مشهور او ميحدس كه به  و:  

)زتا غير بديهي تابع ) تهي(هر صفر  :ريمان حدس )sς  بر خطs ci=1/2 در مجموعه مسـطح   +

  .قرار دارد

در طـول يـك قـرن ايـن كـار را       وبه شدت به كار مشغولند،  حدسات اين بثاراي گران ب پژوهش

اعـداد   قضـية برهان ، افزون بر چيزهاي ديگـر، شـكلي نيرومنـد از     با ارائه بلافاصله. اند انجام داده

حتم نداريم كه مبلغ براي مثـال نقـض چقـدر خواهـد     ( !گيرندمبلغ يك ميليون دلار جايزه ب –اول

دانـان در همـه جـا قـرار خواهـد       اي مورد تشويق رياضـي  اشف به صورت گستردهبود، ولي آن ك

  .)گرفت
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)براي مثـال،   )∅ =7 ,1,2از آنـرو كـه    6 3, 4, اول هسـتند همـين طـور هـم      7بـا   تنسـب  6و  5

( )∅ =12 ,1از آنرو كه  4 5, آگـاه باشـيد،    nاول  وامـل اگر از ع. اول هستند 12 ت بهنسب 11و  7

)آنگاه محاسبه  )n∅ زير قضية، با سپاس از اي از كيك است تكه.  

  :كند از روابط دو جانبه زير تبعيت مي ∅تابع  10. 1 قضية

) آنگاهاول باشند،   به هم ، نسبتbو  aاگر  -1 ) ( ) ( )ab a b∅ = ∅ ∅  

) آنگاهيك عدد اول باشد،  pاگر  -2 )k k k
p p p

−∅ = − 1 k ≥1.  

در عـين حـال،   . هولناك سختي نيست، ولي براي چند هفته به اين برهان متكي خواهيم شد قضية

)براي محاسبه  10. 1 قضيةدر اينجا مثالي براي چگونگي استفاده از  )∅   :شود ارائه مي 300

( ) ( ).∅ = ∅ 2 2
300 2 3.5  

( ) ( ) ( ). .= ∅ ∅ ∅2 2
2 3 5  

( )( )( )= − − −o2 1 1 2 1
2 2 3 3 5 5  

= 80  

دو مرتبـه در مرحلـه دوم    10. 1 قضـية  )1(، از قسـمت  كنيم پيدا ميرا  300 عواملدر مرحله اول 

  .استفاده كنيد و بعد ساده كنيد )2(استفاده كنيد، در مرحله سوم، از قسمت 

  

  سنج اختياري از تعميم  10 .2

اينك به جاي كاركردن بر به . دانيم، تعميم بدهيم را دوباره حساب به سنج عدد اول مي بيائيد آنچه
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كـارخواهيم كـرد موضـوع     n، روي سنج يك عدد صحيح مثبت اختيـاري  pسنج يك عدد اول 

اول  nبـه   چه بسا پيچيده باشد، ولي اعداد صحيح نسبت nاساسي اين است كه حساب به سنج 

 n بـه سـنج   kآنگـاه  اول باشـد،   nبـه   نسـبت  kبراي مثال، اگر . مانند رفتار مي –انصافاً خوش

  :وارون ضربي را داراست

يـك عـدد    آنگـاه اول باشـد،   n بـه  نسبت kاگر . باشدعدد صحيح مثبت  nفرضاً كه  10. 2 لم

kصحيح 
  :وجود دارد به طوري كه 1−

( ). modk k n− ≡1
1  

 يارز هـم  يك معادلـه  را از هر دو طرف توانيم يك عبارت ضرب ، ميلماي بر اين  به عنوان نتيجه

  :اول باشد nهنسبت ب عبارتحذف كنيم اگر آن 

  اگر . عدد اول باشد n هنسبت ب kعدد صحيح مثبت و  nفرض كنيد  10 .3 قضيه فرعي

( )modak bk n≡  

)                 آنگاه )moda b n≡  

kاول را بـه   يارز هممعادله توانيم هر دو طرف  اين قضيه صادق است زيرا مي
ضـرب كنـيم و    1−

  .كنيم دوم ساده مي يارز ت آوردن همبراي بدس

  قضيه اويلر 10 .3

RSA  به يك سنج اختياري فرما قضيةدر اساس متكي به قضيه اويلر است، تعميم.  
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 زاول متمرك ـ nبه  آن كه بر اعداد صحيح نسبت بجزفرما است،  قضيةبرهان بسيار شبيه به برهان 

  .شروع كنيم لمبيائيد با يك . شويم مي

  

در نظـر  . باشـد عـدد اول   n نسبت بـه  kيك عدد صحيح مثبت است و  nفرض كنيد  10 .4 لم

rkبگيريد كه  kK
1
, ikرد را در بn  اعداد صحيح نسبت بهتمام  , n≤ ≤o در بر بگيرد.  

  :سپس دنباله

( ) ( ) ( ) ( ), . , . , , .rk k rem n k k rem n k k rem n k k rem nK
1 2 3
.  

  :استزير دنباله  از يك جايگشت

rk k kK
1 2
, , ,  

ظـاهر  نشان خواهيم داد كه اعداد دنباله اول همگي مجزا هسـتند و همگـي در دنبالـه دوم     .برهان

  .دومي باشد ي ازاز آنجا كه هر دو دنباله يك طول دارند، اولي بايد جايگشت. شوند مي

فـرض كنيـد كـه    . دهـيم كـه اعـداد موجـود در دنبالـه اول همگـي مجـزا هسـتند         ابتدا، نشان مـي 

i jk k rem n k k rem n≡ . اين معادل است با(mod )i jk k k k n≡، نتيجـه   10 .3قضيه فرعي  از كه

mod) دهد مي )i jk k n≡ اش اين است كه  معني كهi jk k= و 1كه هـر دو ميـان    زيراn قـرار   1−

  .بنابراين، يك عبارت در دنباله اول فقط با خودش برابر است. دارند

بــا فــرض، . شــود در دنبالــه دوم ظــاهر مــيدهــيم كــه هــر عــدد در دنبالــه اول  بعــداً، نشــان مــي

( )gcd ,ik n )و  1= )gcd ,k n   داريم 1=
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( )gcd , , gcd( )i ik k n k k rem n= =1  

، داريم. 3 .4 لم )4(قسمت  از
ik k rem n هنسبت ب n  و در برد  هستنداولo  تاn . ماننـد  مـي  1−

  �        .شود دنباله دوم از تشكيل تمام اعداد صحيح اينچنين معين مي

  :اويلر را ثابت كنيم قضيةتوانيم  مي

 باشـد اول  nنسـبت بـه    kعدد صحيح مثبت است و  n فرض كنيد ).قضيه اويلر( 10. 5 قضية

  :آنگاه

( ) ( )mod
n

k n
∅

≡1  

rkفرض كنيد . برهان kK
1
, ikباشد به طـوري كـه    اول nبه  همه اعداد صحيح نسبت , n≤ ≤o. 

) ∅با توجه به تعريف تابع  سپس )r n=   :توانيم استدلال كنيم حالا به شكل زير مي. ∅

. . rk k k kK
1 2 3

  

( ) ( ) ( ) ( )( ). . . . mod
r

k k rem n k k rem n k k rem n k k rem n n≡ K
1 2 3

. .  

( ) ( ) ( ) ( )( ). . . . . modrk k k k k k k k n≡ K
1 2 3
.  

( ) ( ). modr

rk k k k k p≡ K
1 2 3
. .  

  .هستند nبه سنج  نهشتبرابرند؛ بنابراين آنها مطمئناً هم 10. 4 لم ه بهتوج دو گزاره اول عملاً با

در مرحلـه  . كند مانده كه پيش از اين ثابت كرديم استفاده مي مرحله دوم از خاصيت به سنج و باقي

  .ايم مرتب كردهها را  سوم، مجدداً عبارت
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rkكه  دانيم مي 3 .4 لم )3(قسمت از  k k kK
1 2 3
. . تـوانيم ايـن    بنابراين، مي. اول است n هب تنسب ,

  .كند اين كار قضيه را ثابت مي. حذف كنيم 10. 3 لم توجه بهرا از گزاره اول و آخر با  عبارت

                  �  

اين كـار را كـرديم وارون ضـربي را     فرما قضيةان طور كه با اويلر هم قضيةتوانيم با استفاده از  مي

)اول باشد، پس  nنسبتاً به  kپيدا كنيم اگر  )n
k

∅ ايـن   بـا . اسـت  nبـه سـنج    k وارون ضربي 1−

)وجود، اين راه حل نياز به محاسبه  )n∅ دارد.  

توانـد كـاملاً مشـكل     دارد، كه در كل مي n عواملما براي انجام چنين كاري نياز به  بهترين روش

 10. 1 قضيةتوانيم از  مي ، به طور مؤثرعوامل را پيدا كنيمدانيم چطور بخوشبختانه، وقتي كه . باشد

)براي محاسبه  )n∅ استفاده كنيم!  

4 .10 RSA  

  :كند چگونه كار مي RSAايم ببينيم طرح اوليه رمزنگاري كليد همگاني  بالاخره، آماده

  RSA كليد عمومي رمزنگاري

  .پيشاپيش گيرنده يك كليد همگاني و يك كليد رمز به شكل زير بوجود مي آورد 

  ،qو  pدو عدد اول مجزا ايجاد كنيد  -1

nفرض كنيد  -2 pq=،  

)ب كنيد به طوري كـه  را انتخا eيك عدد صحيح  -3 )( )( )gcd ,e p q− − =1 1 كليـد همگـاني   .1

)عبارت است از  ),e n اي توزيع شود اين بايد بطور گسترده.  
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4- d  را محاسبه كنيد به طوري كه( )( )( )modde p q≡ −1 -1 كليـد رمـزي عبـارت اسـت از      1

)جفت  ),e n .اين موضوع بايد مخفي بماند!                

  :كند مي   با استفاده از كليد همگاني رمزگزاري ′mرا براي توليد  mفرستنده پيام  رمزنگار

          em m rem n′ =  

  :كند با استفاده از كليد رمزي رمزگشايي مي mرا به پيام  ′mرمز گشايي گيرنده پيام 

( ) .dm m rem n′=  

  !سر كلاس توضيح خواهيم داد كه چرا اين روش رمزگشايي مؤثر است

  

  


