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  فصل دوازدهم

  اي براي احتمال مقدمه

ها به بخـت   بسياري از الگوريتم. ترين موضوع باشد احتمال آخرين عنوان اين دوره و چه بسا مهم

. براي تحقيق درباره درستي و صـحت آنـان بـه نظريـه احتمـال نيـاز اسـت       . و اقبال متكي هستند

بنـدي   ت حافظـه، بازاريـابي، بسـته   هاي كامپيوتري، نظير مديري وانگهي، جوانب بسياري از سيستم

. شـوند  هاي احتمالاتي طراحي مـي  گروهي و توازن بار الكتريكي، همگي بر اساس تجزيه و تحليل

  .شود همچنين احتمال در نظريه اعداد، رمزنگاري، هوش مصنوعي و تئوري بازي مطرح مي

اري از موارد روزمـره  هاي مهندسي، دركي از احتمال چشم اندازي را به بسي آن سوي اين كاربري

  .دهد ، تخمين خطر، سرمايه گذاري و قمار به دست ميDNAگيري، آزمايش  يرأ ،نظير

  .بنابراين احتمال جنس به درد بخوري است

  مانتي هال .1

نويس مجلـه بـه نـام مـاريلين فـوس       مجله نمايش با شكوه، ستون 1990در مقاله نهم ماه سپتامبر 

  :به اين نامه پاسخ دادساوان 

. فرض كنيد در يك نمايش بازي هستيد و حق انتخاب سه در برايتان در نظـر گرفتـه شـده اسـت    

  .هاي بز است پشت يكي از درها يك خودرو و پشت ديگر درها پوست
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داند پشت درها چه چيزي قرار  و مجري، كه مي 1كنيد، فرضاً در شماره  شما يك در را انتخاب مي

آيا حاضـريد  "گويد  ، كه پوست بز دارد به شما مي 3در شماره  كند، فرضاً ديگر را باز ميدارد، در 

  آيا به سود شما است كه در انتخابي خود را تغيير دهيد؟ "را انتخاب كنيد؟ 2در شماره 

  وايتاكر. اف. كريگ

  كلمبيا، ام دي

بيائيـد معاملـه   "بـه نـام    1970اين نامه شديداً وضعيتي كه مسابقه دهندگان نمايش بازي در سـال  

مـاريلين پاسـخ   . دهد گري مانتي هال و كارول مريل را شرح مي با آن مقابله كردند با مجري "كنيم

بسـيار از   –ولي او به زودي سيلي از نامه . دادند داد كه مسابقه دهندگان در واقع بايد تغيير نظر مي

آن مسـئله  . گفتند كه در اشـتباه اسـت   ه او ميدريافت كرد كه ب –دانان بود  ها متعلق به رياضي نامه

  .هزاران ساعت بگو مگوي داغ به راه انداخت

  چرا آن قدر مشاجره براه افتاد؟. هنوز هم اين يك مسئله مقدماتي با يك حل مقدماتي است

اين در تقابل صرف بـا  .(مسلماً، بسياري از افراد بر اين باورند كه يك درك باطني از احتمال دارند

هاي رياضيات است، تعداد كمي از مردم بر اين باورند كه از تـوان درك بـاطني بـراي     ر شاخهديگ

درصـد ايـن    ٪100متأسفانه، تقريبـاً  . )اعداد صحيح بزرگ برخوردارند تجزيهها يا  محاسبه انتگرال

 -توانـد نـيم   در واقع، هر كسي كه احتمال را در طـول مطالعـه كـرده باشـد مـي     . افراد در اشتباهند

شرمنده كـه اغلـب اينچنـين     -شان آنها را گمراه كرده نام ببرد دوجين از مسائلي را كه درك باطني

  .است
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هاي غيررسمي و در عوض تكيه كردن به  عدم اعتماد به بحث ،روش اجتناب از درافتادن به اشتباه

ب خـو ) ظـاهر بينـي  (گرايي  درك باطني بد، شكل: بطور خلاصه. راه و روش منظم و محكم است

هاي اجباري مالي زيادي هستند كه  اگر اصرار داريد كه بر حس باطني تكيه كنيد، پس معامله. است

  !مايليم به شما ارائه كنيم

  اي مرحله –شيوه چهار  1 .1

و هـر چنـين   . ، يا بـازي درگيـر اسـت   ي از انواع تجربه تصادفي، فرآيندهر مسئله احتمال با مقدار

  :است وبرور متمايزاي با دو چالش  مسئله

  كنيم؟ چگونه وضعيت مورد نظر را با نگاه رياضي الگوسازي مي -1

  كنيم؟ چگونه مسئله بدست آمده رياضي را حل مي -2

دارد كـه   –قدر احتمال  چه"هايي به شكل،  اي براي پرسش در اين بخش، يك روش چهار مرحله

كنـيم و   بـه مرحلـه بنـا مـي     –در اين روش، يك الگوي احتمالاتي مرحله. كنيم را معرفي مي "؟ -

اي، انديشـه   به صورت قابل ملاحظـه . كنيم بندي مي هاي آن الگو صورت پرسش اوليه را به عبارت

مغشـوش را از در افتـادن بـه     –كند بسياري از مسائل پرآوازه  مي اي كه اين روش تحميل بنا شده

اي بـه شـكل چـاقوي     رحلـه براي مثال، همان طور كه خواهيد ديد، روش چهار م. كاهد ابتذال مي

تـر   هـاي پيچيـده   با اين وجود، پرسـش . شكافد گينسو مسئله درهم و برهم مانتي هال را از هم مي

را كـه خوشـبختانه چنـدين     –بندي و مسائل تقريـب   احتمال ممكن است چالش محاسباتي، جمع

  !نيد، ديگرگون كندها را حل ك هفته قبل ياد گرفتيد كه چگونه آن
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  سئلهتوضيح م 1. 2

نامه اوليه كريگ به ماريلين فوس ساوان كمي مبهم است، بنابراين به منظور برخـورداري از كمـي   

  ري فرضيه مطرح كنيماميد براي نمونه سازي رسمي بازي بايد مقدا

  .شت يكي از سه در پنهان استپبا احتمال مساوي ماشين  -1

  .انتخاب كند، بدون دانستن محل ماشينتواند هر يك از سه در را  ساوي ميبازيكن با احتمال م -2

پس از اينكه بازيكن يك در را انتخاب كند، مجري بايد دري متفاوت كه يك پوست بز پشـت   -3

آن باشد را باز كند و به بازيكن پيشنهاد كند كه اختيار دارد همان در اوليه را حفـظ كنـد يـا تغييـر     

  .رأي دهد

هـر يـك از درهـا را    ساوي مبا احتمال را باز كند، پس اگر مجري اختيار داشته باشد كدام در  -4

  .تواند انتخاب كند مي

ديگر تفاسير هـم حـداقل   . پردازيم ، مقدار زيادي به مطالعه نامه و ايتاكر ميها فرضدر ساختن اين 

  .انجامد هاي متفاوت مي قابل دفاع هستند و برخي عملاً به پاسخ

قـدر احتمـال بـراي     چه"كنيم و به اين پرسش توجه كنيم،  ها موافقت  فرضولي بيائيد فعلاً با اين 

  "دهد وجود دارد كه ماشين را برنده شود؟ بازيكني كه تغيير رأي مي
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A

  فضاي نمونه را پيدا كنيد :1) گام(مرحله  1 .3

چندين  ،يك تجربه نوعي. آمدهاي ممكن تجربه مورد نظر است نخستين هدف ما شناسايي همه پي

براي مثال، بازي مانتي هال سه گونه از چنـين مقـادير   . سازد عين شده را درگير ميمقدار تصادفي م

  :كند را درگير مي

  .كند دري كه خودرو را پنهان مي -1

  .شود انتخاب مي) مسابقه دهنده(دري كه ابتدا به ساكن توسط بازيكن  -2

  .كند تا پوست بز را آشكار سازد دري كه مجري باز مي -3

مجموعـه كليـه پـي    . نامنـد  كن از اين مقادير تصادفي معين شده را يك پي آمـد مـي  هر تفسير مم

تواند  يك نمودار درختي ابزار گرافيكي است كه مي. نامند آمدهاي ممكن را فضاي نمونه تجربه مي

 ان ـبلي بزرگ نباشد يا مسـئله بـه خـوبي    آمدها خي اي هنگامي كه تعداد پي مرحله –در شيوه چهار 

توانيم از نمودار درختي براي كمك به فهم فضاي نمونه يـك   بويژه، مي. ما كمك كند شده باشد به

معين شده در آزمون ما دري است كه جـايزه را پنهـان    –اولين مقدار تصادفي. آزمون استفاده كنيم

  :دهيم اين را به صورت درختي با سه شاخه نمايش مي. كند مي

  

  محل خودرو            

  

    B 

  

    C  
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,ناميـده شـوند    3و  2و  1ودار، درها، به جاي اينكه در اين نم ,C B A   شـوند، زيـرا    خوانـده مـي

اينك، براي هر جاي ممكن جايزه، بازيكن در . هاي ديگري را به تصوير اضافه خواهيم كرد شماره

يه دوم بـه درخـت   اين موضوع را با افزودن يك لا. تواند هر كدام از سه در را انتخاب كند ابتدا مي

  .دهيم نشان مي

  

  

مجري هم يك يا دو گزينه دارد، . كند تا پوست بز را آشكار كند سرانجام، مجري يك در را باز مي

براي مثال، . كه منوط است به موقعيت ماشين و دري كه در ابتدا توسط بازيكن انتخاب شده است

. را باز كند Cرا انتخاب كند، آنگاه مجري بايد در  Bبازيكن در  باشد و Aاگر جايزه پشت در 
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را انتخـاب كنـد، آنگـاه مجـري      Aباشـد و بـازيكن هـم در     Aبا اين همه، اگر جايزه پشت در 

تمام اين احتمالات در يك لايه سوم نمودار درختي تعبيـه  . را باز كند Cيا در  Bدر تواند هم  مي

  :اند شده

  

  :هايي كه پيش از اين معرفي كرديم ربط دهيم حالا بيائيد اين تصوير را به عبارت

ها فضـاي نمونـه را نشـان     و مجموعه تمام برگ آمدهاي آزمون هستند هاي درخت بيانگر پي برگ

بـراي مرجـع، هـر    . شـود  آمد را شـامل مـي   پي 12بنابراين، براي اين آزمون، فضاي نمونه . دهد مي

  :ايم تا نشانگر آمد را با سه تايي بر چسب زده پي
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 ـ   (  )زدرپنهان كننده جايزه، در ابتدا به ساكن انتخاب شده، در باز شده براي معلـوم شـدن پوسـت ب

  .باشد

  :در اين عبارت ها، فضاي نمونه عبارت است از مجموعه

  

  

از  "پيمايي راه"توانيم به كليت آزمون به عنوان يك  مي: تعريض هم دارد ينمودار درختي يك معنا

. ريشه به برگ نگاه كنيم، جايي كه شاخه انتخابي در هر مرحله به طور تصادفي تعيين شـده اسـت  

  .داريد، بعداً باز هم از آن استفاده خواهيم كرد اين معنا را در ذهن نگه

  را معين كنيدمورد علاقه رويدادهاي : مرحله دوم 1 .4

است جايي كه خـط افقـي    "؟ -چقدر احتمال دارد كه  "هدف ما پاسخ دادن به سئوال هايي نظير 

سـاكن دري  بازيكن ابتدا بـه  "، "شود بازيكن با تغيير رأي دادن برنده مي "اي نظير  در مقابل جمله

تقريبـاً هـر چنـين عبـارتي      "جايزه پشـت در  قـرار دارد  "، يا "گزيند زه را پنهان كرده برمييكه جا

اي از  تواند به صورت رياضي به عنوان يك رويداد نمونه سازي شود، كه به شكل زير مجموعه مي

  .شود فضاي نمونه مشخص مي

  :آمدهاي اي است از پي باشد مجموعه Cجايزه پشت در  براي مثال، رويدادي كه
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رويدادي كه مسابقه دهنده ابتدا بـه دري را برگزيـد كـه جـايزه پنهـان كـرده مجموعـه ايسـت از         

  :آمدهاي پي

  

  

و آنچه را كه واقعاً به دنبالش هستيم، همان رويدادي كـه مسـابقه دهنـده را بـا تغييـر رأي پيـروز       

  :آمدهاي از پي اي است گرداند، مجموعه مي

  

  

  .بيائيد نمودار درختي مان را تفسير كنيم تا پي آمدهاي اين رويداد را معلوم كنيم
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اند، به اين معني كه مسابقه دهنـده   گذاري شده آمدها علامت توجه داشته باشيد كه دقيقاً نيمي از پي

ه وسوسه شويد به اين نتيجه چه بسا ك. شود ها برنده مي آمده با تغيير رأي دادن در نيمي از تمام پي

دليلش هـم  . اشتباه است. برنده شود 2/1بدهد به احتمال  ياي كه تغيير رأ برسيد كه مسابقه دهنده

  .اين است كه همه اين پيامدها متساوي الاحتمال نيستند، كه بزودي متوجه خواهيم شد

  احتمالات پي آمد را تعيين كنيد :3مرحله  1 .5

آمدها  حالا بايد ارزيابي شانسي بودن آن پي. ايم اي ممكن آزمون را بر شمردهآمده تا كنون تمام پي

آمـد اسـت، كـه يـك عـدد       بويژه، هدف اين مرحله واگذاري يك احتمال به هر پي. را شروع كنيم
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باشد و اين واقعيـت را بازتـاب    1آمد بايد  جمع احتمالات پي حاصل. واقعي بين صفر و يك است

  .آمد رخ بدهد دهد كه دقيقاً يك پي

شوند و بر اين  كنيم تعيين مي اش مي اي كه داريم نمونه سازي آمد توسط پديده نهايتاً، احتمالات پي

  .اساس مقاديري نيستند كه بتوانيم به شكل رياضي استخراج كنيم

هـاي نمونـه    آمد مبتني بر تصميم تواند به ما كمك كند تا احتمال هر پي با اين وجود، رياضيات مي

آمـد را بـه دو    بويژه، ما تكليف تعيين احتمالات پي. را محاسبه كنيمتر  زي شده كمتر و مقدماتيسا

  .كنيم وهله تقسيم مي

  را اختصاص دهيد ها احتمالات يال :a3مرحله  1. 5 .1

يـالي توسـط    –ايـن احتمـالات   . كنيم ابتدا، بر روي هر يال نمودار درختي يك احتمال را ثبت مي

كه جايزه به صورت متساوي الاحتمال پشـت  : شوند از مطرح كرديم تعيين ميهايي كه در آغ فرض

تواند هـر دري را انتخـاب    تواند باشد، كه مسابقه دهنده بصورت متساوي الاحتمال مي هر دري مي

تواند هر پوست بز را آشكار سازد، اگر اختيار  كند و اينكه مجري به صورت متساوي الاحتمال مي

  .داشته باشد

 1شاخه مفرد احتمال  به اي براي باز كردن در نداشته باشد، ن باشد وقتي كه مجري هيچ گزينهيادتا

  .يابد تخصيص مي
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  آمد محاسبه احتمالات پي :b3مرحله  1 .5 .2

نيكي اين يك فرايند تمام عيار مكا. آمدي است بعدي ما تبديل احتمالات يالي به احتمالات پي كار

آمد،  يالي در مسير ريشه به آن پي –ضرب احتمالات  آمد برابر است با حاصل احتمال يك پي: است

)آمد  براي مثال، احتمال پي ), ,A A B عبارت است از  

. . =
1 1 1 1

3 3 2 18
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توجيـه   در عـين حـال، اينجـا يـك    . به شكل رسمي اين فرايند را بعـداً روشـن خـواهيم سـاخت    

به خاطر داشته باشيد كه كليت آزمون را . غيررسمي درست و حسابي است تا حالتان را جا بياورد

پيمائي از ريشه نمودار درختي تا يك برگ در نظـر گرفـت، جـايي كـه      توان به صورت يك راه مي

 بـويژه، احتمـالات بـر   . ه به شكل تصادفي تعيين گشته اسـت اي كه در هر مرحله كشيده شد شاخه

براي مثال، . پيمايي در طول هر مسير بايد پيش برود كند كه با چه تشابهي راه روي يال مشخص مي

سـطح   –بايـد از سـه    حتمـال پيمايي كه از ريشه مثال ما شروع شود به صورت متساوي الا يك راه

  .شاخه بالايي پائين برود

)آمد  ن پيپيمايي متشابه به رسيدن به بالاتري به چه ميزان چنين راه ،حالا ), ,A A B    اسـت؟ خـب

 3به  1شانس دنبال شود يك  Aپيمايي در سطح بالاي شاخه  وجود دارد كه راه 3به  1يك شانس 

در سـطح   Bدر شـاخه   2به  1در سطح دوم امتداد خواهد يافت و يك شانس  Aدر طول شاخه 

)به بـرگ   18پيمايي در  راه 1رسد كه حدود  بنابراين به نظر مي. سوم دنبال خواهد شد ), ,A A B 

  .ايم است كه آنرا اختصاص داده احتمالخواهد رسيد، كه مشخصاً 

  .كنيم مان را ثبت آمد در نمودار درختي به هر حال، بيائيد كليه احتمالات پي
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منسـوب   آمد را به يـك احتمـال   به تعيين تابعي كه هر پي آمد منتج مشخص نمودن احتمال هر پي

  :ايم كه ها فقط تعيين كرده در اين عبارت. نامند مي prاين تابع را معمولاً . است ،كند

( ){ }, ,pr A A B =
1

18
  

( ){ }, ,pr A A C =
1

18
  

( ){ }, ,pr A A C =
1

9
  

باشد، از آنرو كه دقيقـاً بايـد يـك     1آمد بايد  جمع كليه احتمالات پي پيش از اين گفتيم كه حاصل

  :توانيم اين را بصورت نمادين بيان كنيم حالا مي. آمد اتفاق بيفتد پي

{ }
X S

pr x
=

=∑ 1  
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  .بيانگر فضاي نمونه است Sدر اين معادله، 

كـه اهـل    gو  fتان  يك تابع معمولي است، درست شبيه به دوستان قديمي prبا اين حساب 

دين هاي وحشتناك نمـا  حساب و جامعه فاضله هستند، ما آن را در معرض همه جور سوء استفاده

ها كليه نمادهاي زير براي احتمال يك  فقط براي مبتدي. دهيم قرار مي gو  fمبني بر مازاد بودن 

   :مشترك هستند x آمد پي

{ } ( ) [ ] ( )pr x pr x pr x pr x p x  

] احتمالباشد و يك تابع  Sيك فضاي نمونه كه  ]: ,pr S → o روي هم رفتـه تشـكيل يـك     1

آمـدهاي ممكـن يـك آزمـون را      همـه پـي   احتمال،با اين حساب، فضاي . دهند مي احتمالفضاي 

يك نمونه كامل رياضي از  احتماليك فضاي . دهد آمد را بدست مي تشريح كرده و احتمال هر پي

  .يك آزمون است

  احتمالات رويداد را محاسبه كنيد :4مرحله  1 .6

. خـواهيم احتمـال يـك رويـداد را تعيـين كنـيم       آمد داريم، ولي مـي  اينك يك احتمال براي هر پي

  :توانيم اين شكاف را با يك تعريف پر كنيم مي

  .آمدهايي كه در آن نهفته است احتمالات پي مجموع احتمال يك رويداد عبارت است از

Eن موضوعي نمادين، احتمال يك رويـداد  به عنوا S⊆    بـه شـكل{ }pr E   شـود  نوشـته مـي .

  :توان به شكل زير نوشت بنابراين، تعريف ما درباره احتمال يك رويداد را مي

{ } { }:: .
x E

pr E pr x
∈

=∑  
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  :شود عبارت است از غيير رأي دادن برنده ميبراي مثال، احتمال رويدادي كه مسابقه دهنده با ت

{ } { } { }, , , , , ,pr A B C pr A C B pr B A C= +   pr} شود با تغيير راي برنده مي{ +

{ } { } { }, , , , , ,pr B C A pr C A B pr C B A+ + +          

  

= + + + + +
1 1 1 1 1 1

9 9 9 9 9 9
    

=
2

3
  

  

دهد بـه احتمـال    اي كه تغيير رأي مي سابقه دهندهرسد كه پاسخ ماريلين صحيح است، م به نظر مي

2

3
اي كه برگزيـده بمانـد بـه     اي كه در كنار در اوليه در مقابل، مسابقه دهنده! شود برنده ماشين مي 

1احتمال 

3
اگـر تغييـر رأي بازنـده    شود اگر و فقط  شود، از آنرو كه باقي ماندن برنده مي برنده مي 

  .شود

هـاي هوشـمندانه    نياز به هيچ التماس بـراي درك بـاطني يـا هماننـدي    ! از شر مسئله راحت شديم

تـر از جمـع كـردن و ضـرب كسـري لازم       در واقع، هيچ گونه عمليـات رياضـي سـخت   . نداشتيم

 "آشـكار  باطنـاً "تنها قسمت مشكل مقاومت در مقابل وسوسه در افتادن بـه يـك پاسـخ    . نداشتيم

  .است
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  يك تفسير جايگزين مسئله مانتي هال 1 .7

تر ايـن   گيري دقيق يجهتولي يك ن. دهد آيا ماريلين حق داشت؟ تجزيه ما راي به درستي نظر او مي

يـك تفسـير   . است كه پاسخ او صحيح است به شرط اينكه با تفسير او از پرسـش موافقـت كنـيم   

 كرتوجه كنيد كه نامه اصـلي وايتـا  . ماريلين غلط استمحتمل متساوي وجود دارد كه در آن پاسخ 

گويد كه مجري ملزم به بر ملا كردن پوست بز است و به مسـابقه دهنـده پيشـنهاد تغييـر رأي      نمي

در واقـع، در نمـايش بيائيـد معاملـه كنـيم،      . گويد كه اين كارها را انجام داده است بدهد، صرفاً مي

كـرد را بـه سـادگي بـاز      مسابقه دهنده در ابتدا انتخاب مـي گاهي اوقات مانتي هال همان دري كه 

اي بدهد  توانست گزينه تغيير رأي را به رقابت كننده خواست، مانتي مي بنابراين، اگر كه مي. كرد مي

  !آيد در اين حالت، تغيير رأي دان اصلاً به كار نمي. كه ابتدا در درست را انتخاب كرده است

  هاي احتمال همانندي 1 .8

. شوند فتار احتمالات ميانجامد كه گر هاي مفيد مي ايم به تعداد همانندي هايي كه ارائه كرده عريفت

هاي حل نمود، كافي است كه بـه   توان به سرعت با چنين همانندي بسياري از مسائل احتمال را مي

آمـدهاي غيـر موجـود در     شامل كليه پي Eيك رويداد باشد، آنگاه متمم  Eاگر . آنها عادت كنيد

E  است و به صورتE است 1احتمالات متمم رويدادهاي  حاصل جمع.شود نوشته مي:  

{ } { }pr E pr E+ =1  

مال يك رويـداد محاسـبه احتمـال مـتمم آن     ترين راه براي محاسبه احت حدود نيمي از وقت، آسان

  .است و سپس بايد فورمول را به كار برد
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فرض كنيد كه رويدادهاي 
n

E EK
1
, آمدي حـداكثر در يـك    از هم جدا هستند، يعني كه، هر پي ,

رويداد 
iE رويـدادها مسـاوي اسـت بـا     گويد كه احتمال اتحاد ايـن   جمع مي قانون حاصل. است

  :جمع احتمالاتشان حاصل

.{ } { } { }n n
pr E E pr E pr E= + +UKU K

1 1
  

  

 عـدم شـمول   –شـمول نيستند توسـط يـك فورمـول     متمايزاحتمال اتحاد رويدادهايي كه ضرورتاً 

  :داده شده است ي مجموعهها هانداز فرمول برايهمانند 

{ } { } { } { }
, , ,

n i i j i j k

i i j i j k

pr E E pr E pr E E pr E E E= − +∑ ∑ ∑UKU I I I K
1

  

  

,صادق است حتي اگر رويدادهاي  نيز، تحادكران اساوي زير، به نام نام nE EK
1
  :نباشند متمايز ,

{ } { } { }.
n n

pr E E pr E pr E≤ + +UKU K
1 1

  

  

براي مثال، . براي بسياري از احتمالات محاسباتي است "به اندازه كافي خوب"ساده و  اتحاد كران

فرض كنيد كه 
i

E  روبـرو لفه بحراني در يك كشتي فضايي با شكسـت  مؤ يكرويدادي است كه 

سپس . شود مي
nE EUKU

1
 هاي بحراني با شكسـت روبـرو   رويدادي است كه برخي از مؤلفه 

هـا   كند و لازم نيست تـا مهنـدس   جهشي والاتر در اين احتمال حياتي ارائه مي اتحاد كران. شود مي

  .را برآورد كنند و عدم شمولمول شهاي فورمول غول پيكر  تمام عبارت
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  فضاي نمونه نامتناهي .2

را بـا   كسي كـه اول شـير  . پرتاب كندگيرند تا يك سكه بازاري را  فرض كنيد دو بازيكن نوبت مي

دهنده برنده شـود؟ در زيـر يـك     -چقدر احتمال دارد كه اولين مسابقه بياورد پيروز است، پرتاب

  :اده شده استنمودار درختي براي اين مسئله، نشان د

  

  

آمدهاسـت، ولـي همچنـان     شود حاوي تعداد نامتناهي از پي رويدادي كه بازيكن نخست برنده مي

  :بندي كنيم توانيم احتمالاتشان را جمع مي

= + + + +K
1 1 1 1

2 8 32 128
  pr} برد اولين بازيكن مي{ 

=
2

3
          

  .كرديمهاي هندسي استفاده   ريجمع س از فورمولي براي حاصل ،مرحلهدومين در 

  :شود را محاسبه كنيم اينكه مسابقه دهنده دوم برنده  توانيم احتمال به همين سان، مي
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= + + + +K
1 1 1 1

4 16 64 256
  pr} برد دومين مسابقه دهنده مي{ 

=
1

3
            

در . ادامـه دهنـد  پرتـاب  تواند براي هميشه ادامه يابد اگر دو مسـابقه دهنـده بـه     در اصل، بازي مي

. بيشتر، با مسير نامتنـاهي انطبـاق دارد   -مان، اين موقعيت با هيچ برگي انطباق ندارد نمودار درختي

توانستيم يك برگ  ميخواستيم به اين نحو به آن نگاه كنيم،  اگر مي. آمد نيست بنابراين، اين يك پي

احتمال روي يال اين بـرگ آنگـاه بايـد احتمـال     . افزائيم اضافي به عنوان يك فرزند به ريشه آن بي

  نامتناهي باشد) گذار(مسير 

. . .lim
n

n x→

 
= = 

 
K o

1 1 1 1

2 2 2 2
  

گاه رياضـي كـه   دسـت . اي باشـد  است، در محاسبات ما نبايد هيچ مضايقه oاين احتمال كه از آنرو 

گيري و تجزيه بسياري از مسائل جالب توجه احتمال بـا فضـاهاي نمونـه     ايم براي نمونه بسط داده

  .مناسب استنامتناهي 

نمادهـاي تئـوري انـدازه احتمـال     اي نامتنـاهي پيچيـده نيازمنـد    هفراينـد ضـي از  بعبا اين وجود، 

تصادفي را بوجود آوريم  اعدادبراي مثال، اگر يك دنباله نامتناهي . ندسته) تر پيچيدهو (قدرتمندتر 

, , , ,b b b K
1 2 3

  آنگاه چقدر احتمال دارد كه 

b b b
+ + +K1 2 3

1 2 3
2 2 2

  

  .كنيم يك عدد گويا باشد؟ چنين مسائلي را در اين دوره مطرح نمي
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  احتمال شرطي .3

خـاب شـدن   هر كسي شانس برابر براي انت. انتخاب كنيم به تصادف فرض كنيد فردي را در جهان

باشد و در نظر بگيريد كه  MITرويدادي باشد كه آن فرد دانشجوي  Aدر نظر بگيريد كه . دارد

B احتمالات اين رويدادها چيستند؟ از روي . كند زندگي مي كمبريجفرد در  نرويدادي باشد كه آ

كنـيم و   اي تصادفي در بيضي بزرگي كه در زير نشان داده شـده را انتخـاب مـي    دروني، نقطه حس

  :افتد مي Bيا  Aپرسيم كه آن نقطه چقدر متشابهاً به درون منطقه  مي

  مجموعة تمام مردم دنيا  

  

  

 MITمجموعة دانشجويان            كنند يج زندگي ميمجموعة مردمي كه در كمبر

  

هسـتند، بنـابراين    MITكنند نه دانشجوي  اكثريت وسيعي از مردم جهان نه در كمبريج زندگي مي

در  ولي احتمال اينكـه يـك فـرد بـه فـرض كـه      . هر دو احتمال پائيني دارند Bو  Aرويدادهاي 

  باشد چقدر است؟ MITكمبريج زندگي كند، دانشجوي 

  ولي دقيقاً چه چيزي است؟ –اين بايد خيلي بزرگتر باشد 

كه يـك رويـداد    احتمالشود؛ يعني آنكه،  خواهيم بپرسيم احتمال مشروط ناميده مي آنچه را كه مي

  .افتد رخ بدهد، با اين فرض كه برخي رويدادهاي ديگر حتماً اتفاق مي

  :هايي درباره احتمالات مشروط كه هميشه رخ مي دهند از اين قرارند پرسش

B A 



 اي براي احتمال مقدمه ـ فصل دوازده  ٢٢

 .چقدر احتمال دارد كه امروز عصر باران ببارد، فرضاً كه امروز صبح هوا ابري باشد؟ •

بشود، با فرض بر اينكه هر دو تاس  10 ياسجمع دو روي ت چقدر احتمال دارد كه حاصل •

 .فرد باشند

نوع در باشگاه با مسئوليت نامحـدود   –يك  –از  –ورق چقدر احتمال دارد كه من چهار  •

 بي داشته باشم؟ پوكر تگزاس بدست بياورم، با فرض بر اينكه در ابتدا دو بي

 .براي احتمالات مشروط يك علامت گذاري خاصي وجود دارد

}در كل،  }pr A B  احتمال رويدادA سازد، به فرض كه رويـداد   يرا مشخص مB  رخ بدهـد .

}بنابراين، در مثال ما،  }pr A B  انتخـاب شـده دانشـجوي     احتمال اين است كه شـخصMIT 

  .باشد، با اين فرض كه آن آقا يا خانم ساكن كمبريج است

}ما چگونه  }pr A B  ايم كه فرد مورد نظر در كمبريج  كنيم؟ از آنرو كه فرض كرده ميرا محاسبه

با اين . كنند را فراموش كنيم توانيم همه مردم دنيا كه در كمبريج زندگي نمي كند، مي زندگي مي

بنابراين، بر اساس حس دروني، . نامربوط هستند Bآمدهاي خارج از رويداد  حساب، همه پي

{ }pr A B  بايد كسر ساكنين كمبريج باشد كه همچنين دانشجويانMIT  ،هستند؛ يعني كه

Aپاسخ بايد اين احتمال باشد كه فرد مورد نظر در مجموعه  BI در  تر تاريك به سايه(قرار دارد

) شكلدر تر  روشنسايه به ( Bه تقسيم شده بر احتمال اينكه فرد مورد نظر در مجموع) شكل

  .قرار دارد

  :انگيزاند اين موضوع تعريف احتمال مشروط را مي
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}اگر  }Pr B = o احتمال مشروط ،{ }Pr A B نامعين است.  

مشروط ! ني است، ولي احتمال مشروط از اين هم بدتر استاحتمال به طور كلي ضد الهام درو

اي در  تواند احتمالات را ديگرگون كند و نتايج غير منتظره اي مي ساختن به طور ماهرانه

هنوز . بندي بوجود بياورد هاي شرط هاي رايانه و همچنين در بازي هاي تصادفي و نظام الگوريتم

ده در بالا بسيار ساده است و هيچ دردسر برايتان هم، تعريف رياضي احتمال مشروط ارائه ش

  .مشروط بر اينكه شما بر استدلال رسمي تكيه كنيد و نه بر الهام دروني–كند فراهم نمي

  مسئله درنگ 3 .1

اي كانوني و غير قابل تصميم گيري در نظريه محاسبه است كه اولين بار توسط  مسئله درنگ مسئله

مسئله اين است كه تعيين كنيم آيا . معرفي شد 1936اش در سال  هآلن تورينگ كه در مقاله اولي

به هر حال، با اهميت خيلي . كند ميداده شده توقف  بلا، بلا، بلايك ماشين تورينگ در يك مسئله 

  .است C -معروف به تيم هاكي ليگ MIT EECSفراتر، اين نام دپارتمان 

برنده  2/1له درنگ اولين بازي را به احتمال گانه، مسئ در يكي از بهترين مسابقات قهرماني سه

اگر . شود آمد بازي قبلي تعيين مي شان بوسيله پي هاي بعدي، احتمال پيروزي در بازي. شود مي

 3/2مسئله درنگ بازي قبلي را برده باشد، روحيه دارند تا پيروز شوند و اين بازي را به احتمال 

اشند، پس بخاطر شكست روحيه ندارند و بازي فعلي را اگر بازي قبلي را باخته ب. شوند برنده مي
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چقدر احتمال دارد كه مسئله درنگ مسابقات قهرماني را فتح . شوند برنده مي 3/1به احتمال فقط 

  كند، با فرض بر اينكه اولين مسابقه را ببرند؟

دادي باشد كه هاليتينگ پرابلم در روي Aفرض كنيد كه . اين پرسش درباره احتمال مشروط است

هدف ما . رويدادي است كه اولين مسابقه را ببرند Bمسابقات قهرماني پيروز شود و فرض كه 

}پس از آن تعيين احتمال مشروط  }Pr A B است.  

  :اندازيم حتمال عادي چنگ هاي احتمال مشروط درست شبيه به مسائل ا توانيم به پرسش مي

يك نمودار درختي كامل در پائين نشان داده . اي مرحله–با استفاده از نمودار درختي و شيوه چهار

  .شده است، با توضيحي درباره ساخت و كاربرد آن
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  يافتن فضاي نمونه : 1مرحله 

با (يتنگ پرابلم هر رأس داخلي نمودار درختي دو فرزند دارد، يكي متناظر است با برد هال

  ).Lبا برچسب (و يكي متناظر است با باخت ) Wبرچسب

  :فضاي نمونه كامل عبارت است از

{ }, , , , ,S WW WLW WLL LWW LWL LL=  

  مورد علاقهتعيين رويدادهاي : 2مرحله 

  :شود عبارت است از نده ميرويدادي كه هالتينگ پرابلم تمام مسابقات قهرماني را بر

{ }, ,T WW WLW LWW=  

  :شود عبارت است از و رويدادي كه هالتينگ پرابلم اولين مسابقه را برنده مي

{ }, ,F WW WLW WLL=  

  .اند آمدهاي اين رويدادها در نمودار درختي به شكل تيك نشان گذاري شده پي

  آمد تعيين احتمالات پي: 3مرحله 

توانيم احتمال اينكه هالتينگ پرابلم در مسابقات قهرماني برنده شود، با فرض بر اينكه   ميحالا

  :اولين مسابقه را پيروز شوند، محاسبه كنيم
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=
1/3 +1/18

1/3 +1/18 +1/9
    

    =
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9
  

اگرهالتينگ پرابلم اولين مسابقه را ببرد، آن وقت تمام مسابقات قهرماني را به احتمال ! ماآفرين بر 

  .شوند برنده مي 7/9

  ؟چرا نمودارهاي درختي كارآيي دارند 3 .2

ولي يك . ايم اينك ما درون حل عادي مسائل احتمال با استفاده از نمودارهاي درختي قرار گرفته

چه توجيه رياضي در آن سوي تصاوير كوچك وجود دارد؟ : سش بزرگ را ناگفته رها كرديمپر

  چرا آنها كارآيي دارند؟

در واقع، احتمالاتي كه در يالهاي نمودارهاي . كند پاسخ مورد نظر احتمالات مشروط را درگير مي

ير موجود در براي مثال، بالاترين مس. كرديم همان احتمالات مشروط هستند درختي ثبت مي

اولين يال . WWآمد  نمودار درختي را براي هالتينگ پرابلم در نظر بگيريد، كه متناظر است با پي

خورده است، كه احتمال برد هالتينگ پرابلم در مسابقه اول است دومين يال بر  2/1برچسب 

م در دومين مسابقه است، به فرض كه خورده است، كه احتمال پيروزي هالتينگ پرابل 3/2چسب 

تر، روي هر يال نمودار  كليخيلي ! گويند احتمال مشروط به آن مي–اولين مسابقه را برده باشند

از طول آن مسير پيش بگيرد، با اين فرض كه به رأس منشأ ) تجربه(درختي، احتمال اينكه آزمون 

  .كنيم برسد را ثبت مي
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هاي  توانيم احتمال ولي چرا مي. كرديم بنابراين در تمام مدت داشتيم از احتمال مشروط استفاده مي

  :گيري كرديم كه آمد ضرب كنيم؟ براي مثال، نتيجه هاي پي يال را در احتمال

{ }Pr .WW =
1 2

2 3
        

      =
1

3
  

بازنويسي آن به . گردد ر به تعريف احتمال مشروط بازي ميپاسخ مورد نظچرا اين صحيح است؟ 

  :كند شكل كمي متفاوت قانون ضرب احتمالات را فراهم مي

}اگر . )رويداد 2قانون ضرب براي ( 3. 1تعريف  }Pr A ≠ o
2

  :آنگاه 

{ } { } { }Pr Pr .PrA A A A A=I
1 1 12 2

  

  :براي مثال. استف راست اين معادلهمالات يال در نمودار درختي براي برآورد طرضرب احت

  Pr} پيروزي در مسابقه اول Iپيروزي در مسابقه دوم {

    = Pr}برد در مسابقه اول{. Pr }بقه دومبرد در مسا برد در مسابقه اول {

.=
1 2

2 3
    

ضرب توجيه رسمي ضرب كردن احتمالات يال براي بدست آوردن  بنابراين قانون حاصل

  !آمد است احتمالات پي

تر از قانون  براي روشن ساختن احتمالات يال در طول مسيرهاي درازتر، به شكلي كلي

  :ضرب نياز داريم حاصل
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}اگر . )رويداد nضرب براي  انون حاصلق( 3 .2تعريف  }n
A A

−
≠IKI o

1 1
Pr  

  :آنگاه

{ } { } { } { } { }Pr Pr .Pr .Pr Pr
n n n

A A A A A A A A A A A
−

=IKI I K IKI
1 1 2 1 3 1 2 1 1

  

خواهيم  ميفرض كنيد . ح دهيمهاي نمودار درختي توضي بيائيد اين فورمول بزرگ را در عبارت

به . را محاسبه كنيم اي برگ ويژه–به–ريشهاز  n ي به طولمسير زا احتمال اينكه يك آزمون

سپس . گذرد يال مسير ميتا  n رويدادي باشد كه آزمون از A: فرض كه 
n

A AIKI
1

 

گويد كه احتمال اين  ضرب مي قانون حاصل. كند سير عبور ميرويدادي است كه آزمون از كل م

به اين احتمال كه ضرب گيرد  را مياول يال  نخستين زمان در است كه آزمون آن احتمالعبارت از 

گيرد، به  احتمال سومين را مي ضرب درگيرد،  گيرد، به فرض كه اولين يال را مي دومين را مي

آمد عبارت است  به همين ترتيب به سخن ديگر، احتمال يك پيفرض كه دو يال اولي را بگيرد و 

  .ريشه–به–برگ از تناظر مسيرمضرب احتمالات يال در طول  از حاصل

  كلقانون احتمال  3 .4

  رابطه تساوي زير

{ } { } { } { } { }Pr Pr .Pr Pr .Pr .A A E E A E E= +  

  

با استفاده از  Aدهد احتمال اينكه رويداد  ه ميشود و به شما اجاز ناميده مي كلقانون احتمال 

  .دهد يا نه را محاسبه كنيد رخ مي Eمبني بر اينكه آيا رويداد  حالتتجزيه 
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آمد آنگاه تاس  سر اندازيم، اگر ابتدا، سكه مي. كنيم بررسيبراي مثال، فرض كنيد آزمون زير را 

جمع دو نتيجه  ريزيم و حاصل ميتاس پس دوبار سآمد،  دم اگر .داريم ريزيم و نتيجه را بر مي مي

  .گيريم را مي

رويدادي باشد كه سكه با سر  Eشود؟ فرض كنيد  ختم 2چقدر احتمال دارد كه اين فرايند به 

ين تصور كه سكه مورد نظر با ا. آوريم بدست مي 2رويدادي باشد كه  Aفرود آيد و فرض كه 

{داريم باشد، مناسب  { }Pr PrE E= اگر سر نصيبمان . رو است اينك دو مورد پيش 1/2=

1يد بيا 2احتمال اينكه تاس  و. رخداد است 2شود، پس با يك تاس 

6
سپس  .است 

{ }Pr A E =1/6 .از دو تاس به  2جمع  يرمان بيايد، آنگاه حاصلم گاز طرف ديگر، اگر د

} است لذا 1/36احتمال }Pr A E=
1

36
د وقوع ياب 2بنابراين، احتمال اينكه در كل فرآيند  

  عبارت است از

{ }Pr . .A = + =
1 1 1 1 7

2 6 2 36 72
  

,تر، اگر  به صورت كلي nE EK
1
هاي از هم جدا باشند كه اتحادشان تمام فضاي نمونه رويداد ,

 :داريمباشد، 

{ } { } { }Pr Pr .Pr .
n

i i

i

A A E E
=

=∑
1
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  احتمالات پسين 3 .4

با اين همه، اگر هالتينگ پرابلم دوره مسابقات را برده ! رسد مي به نظر فرض كنيد كه پرسشي پوچ

كسي كه اولين مسابقه سش درباره پربنابراين، . باشد، برنده اولين مسابقه پيش از اين معلوم است

با اين وجود، نظريه رياضي ما درباره . احتمالرا برنده شد پرسشي واقعي است، نه يك پرسش 

. ابداً مفهوم زمان در كار نيست-ويدادي پيش از رويداد ديگر نيستاحتمال حاوي هيچ دركي از ر

  .تمعتبر اس كاملاً انداز رياضي، اين پرسش بنابراين، از يك چشم

فرض كنيد كه به شما گفتند كه هالتينگ . وهمچنين پرسشي معنادار از چشم اندازي عملي است

آن گاه، از نقطه . پرابلم در دوره مسابقات پيروز شد، ولي نتيجه بازهاي انفرادي را به شما نگفتند

اولين  نظر خودتان، كاملاً معنادار است كه تعجب كنيد چقدر محتمل است كه هالتينگ پرابلم در

  .مسابقه پيروز شده باشد

}احتمال مشروط  }Pr B A شود اگر رويداد  پسين ناميده ميB  پيش از رويدادA  در زمان رخ

  :آوريم در اينجا تعدادي مثال ديگر درباره احتمال پسين مي. بدهد

 .امروز صبح ابري بود، به فرض كه بعدازظهر باران باريداحتمال اينكه  •

احتمال اينكه من ابتدا به ساكن در باشگاه پوكر تگزاس با مسئوليت نامحدود با دو تا  •

 .ر ورق از يك نوع داشتمابي بازي كردم با فرض بر اينكه احتمالاً چه بي
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رند؛ تمايز فقط در يك سطح از ديدگاه رياضي، احتمالات پسين فرقي با احتمالات معمولي ندا

نگذاريد "تنها دليل ما براي جلب توجه كردن به آنها اين است كه بگوئيم، . اي بالاتر است فلسفه

  ."شما را به پرگويي وادار كنند

رض كه ، با اين فهاحتمال اينكه هالتينگ پرابلم اولين مسابقه را برد. بيائيد به مسئله اصلي برگرديم

}عبارت است از  روز شدهدوره مسابقات را پي }Pr B A . مي توانيم با استفاده از تعريف احتمال

  :مشروط و نمودار درختي پيش گفته خودمان اين را محاسبه كنيم
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}پيشين، نشان داديم كه  در بخش! اين پاسخ مشكوك است }Pr A B  آيا . 9/7هم عبارت بود از

}توانست صحيح باشد كه  در كل مي } { }Pr PrA B B A=؟  

براي مثال، احتمال اينكه احساس پريشاني كنم، . رساند كه اين نامحتمل است كمي فكر كردن مي

ها  ولي احتمال اينكه توسط بيگانه. ، بسيار زياد استها ربوده شده باشم مفروض كه توسط بيگانه

  .ربوده شده باشم، مفروض بر اينكه احساس پريشاني كنم، خيلي كمتر است

}بيائيد شرايط عمومي كه تحت آن  } { }Pr PrA B B A= را اجرا كنيم.  
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  :با توجه به تعريف احتمال مشروط اين معادله صادق است اگر و فقط اگر

{ }

{ }

{ }

{ }

Pr Pr

Pr Pr

A B A B

B A
=

I I
  

  

 oاين معادله، در جاي خود صحيح است فقط اگر مخرج كسرها مساوي باشند يا صورت كسر 

  :باشد

{ }Pr A B =I o   يا  { } { }Pr PrB A=  

ه مسابقات را ببرد شرط سابق در مثال هاكي صادق است؛ احتمال اينكه هالتينگ پرابلم دور

در واقع، هر دو ). Bرويداد (برابر است با احتمال اينكه در مسابقه اول پيروز شود ) Aرويداد (

  .هستند 2/1احتمال 

  مسئله سكه 3 .5

  .دده به دستتان مي استاي واقعي يا تقلبي كه هر دو طرفش سر  يك نفر سكه

حتمال اينكه سكه واقعي را درباره ا. بينيد را مي كنيد و هر بار سر مي پرتاببار سكه را  100شما 

  !هيچ چيزي –توانيد بگوئيد؟ به صورت قابل توجهي ايد چه مي رو كردهپشت و 

فضاي نمونه در . بندي كنيم دار كردن اين قضيه بيدادگرانه، بيائيد مسئله را فورمول به منظور معني

درباره اين احتمال كه در اصل سكه واقعي به شما داده شده . مودار درختي زير به كار رفته استن

 pآن را  احتمال فقط به شما يك سكه نوعي داده شده است، بنابراين بيائيد -اطلاعي نداريم

  .بناميم
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رويدادي باشد  Bكه سكه واقعي گيرتان آمده است و فرض كنيد رويدادي باشد  Aفرض كنيد 

}حالا، داريم به دنبال . ايد بار با سر روبرو شده100كه  }Pr A B گيرديم، احتمال اينكه سكه  مي

آمد در نمودار  ت پياحتمالا. ايد رو كرده تا سر زيرو100واقعي دستتان رسيده است، به فرض كه 

  :داريمتعريف مشروط  ا استفاده ازداخل كردن نتايج ب با .اند درختي به كار رفته

{ }
}

{ }

Pr{
Pr

Pr

A B
A B

B
=

I
  

/p

p
p

=

+

100

100

2

1-
2

      

( )

p

p p
=

+
100
2 1-

      

100بدليل وجود  pاين گذاره براي مقادير محدود 
. عبارت در مخرج كسر بسيار كوچك است 2

p/براي مثال، اگر  =1   .پس احتمال اينكه سكه اصلي را به شما داده باشند اساساً صفر است 2
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كم نباشد؛  pيد مقدار و شا دانيم را نمي .كه سكه اصل را به شما داده باشند pاحتمال  ولي ما كه

pچه بسا كه در واقع، ممكن است،  =
-100

1- در آن صورت تقريباً يك شانس وجود دارد كه  2

در واقع، چه بسا . بار سر گيرتان آمده باشد 100سكه اصلي گيرتان آمده باشد، مفروض براينكه 

pكه سكه اصلي با احتمال  آنگاه احتمال اينكه سكه اصلي بدستتان . تتان رسيده باشدرس به 1=

  !است 1آمده باشد، خوب، 

يك نظر سنج انتخاباتي يك نفر . كند گيري بروز مي بل از يك انتخابات در رأيمسئله مشابهي ق

اگر چنين . كند سئوال مي بي آن آقا يا خانمكند و از وابستگي حز آمريكايي را تصادفاً انتخاب مي

توان گفت؟ براي روشن  فرايندي به دفعات، درباره جمعيت به عنوان يك كل تكرار شود چه مي

 ي از اين دو نفريك كه .دارد وجود ساختن همگوني، در نظر آوريد كه در كشور فقط دو نفر آدم

بار 100 تصادف به نظرسنج انتخاباتي يك شهروند را). مثل سكه تقلبي( استجمهوري خواه 

  .كند فرض كنيد كه هر يك بار جمهوري خواه را انتخاب مي. كند انتخاب مي

گيري، احتمال اينكه در هر حزب يك شهروند كه  رأي يهاي فرض با اين وجود، حتي با اين داده

  !وجود دارد 1و  oتواند هر كجا باشد ميان  همچنان مي

  :تواند بگويد اين است كه يا خاباتي ميآنچه نظرسنج انت

  .ه استخلال انتخابات چيزي شبيه زمين لرزه سياسي غير محتمل روي داد .1

  .بودنددو نفر جمهوري خواه  .2
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تواند ما را ببرد؛ از اينجا به بعد، بايد نتيجه خود را  اين دورترين جايي است كه نظريه احتمال مي

  .ددانن تر مي ار از مردم امكان دوم را پذيرفتني، بسيبيرون بكشيد رب زندگيامبني بر تج

مثلاً، چونكه (ايد كه كشور تماماً جمهوري خواه نيست،  با اين وجود، اگر شما به درستي قانع شده

  .تر است پس چه بسا باور كنيد كه امكان اول عملاً محتمل) يك شهروند دمكرات هستيد

  آزمايش پزشكي 3. 6

هيچ علامتي هم . جمعيت را مبتلا كرده است ٪10وجود دارد كه  Xمرگ بار به نام  ييك بيمار

خوشبختانه، يك آزمايش براي . ميرند شوند و مي ها يك روزه سرنگون مي در كار نيست، قرباني

  :عيب و نقص نيست، با اين وجود آزمايش بي. بيماري وجود دارد تشخيص

وجود دارد كه آزمايش بيان كند كه مبتلا  ٪10اشيد، يك شانس اگر به اين بيماري مبتلا ب •

 .)نامند مي "منفي مقلوب"اينها را . (نيستيد

وجود دارد كه آزمايش ثابت كند مبتلا هستيد  ٪30اگر به بيماري مبتلا نباشيد، يك شانس  •

 .)نامند مي "مثبت مقلوب"اينها را (

اگر جواب آزمايش مثبت باشد، احتمال اينكه . شود تصادفي يك نفر براي اين بيماري آزمايش مي

  فرد مورد نظر بيماري را داشته باشد چقدر است؟
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  فضاي نمونه را پيدا كنيد :1مرحله 

  :شود فضاي نمونه با نمودار درختي زير پيدا مي

  

  روي دادهاي منفعت را تعيين كنيد :2مرحله 

 Bدر نظر بگيريد كه . د كه فرد مورد نظر مبتلا به بيماري استرويدادي باش Aفرض كنيد 

آمدهاي هر رويداد در نمودار درختي علامت  پي. رويدادي باشد كه آزمايش مثبت بوده است

}ما به دنبال يافتن . اند گذاري شده }Pr A B يماري هستيم، احتمال اينكه يك نفر به بX 

  .مبتلاست، به فرض كه پاسخ آزمايش مثبت بوده باشد

  آمد را پيدا كنيد احتمالات پي :3مرحله 

دهيم اين احتمالات مستقيماً از بيان مسئله بيرون آورده  ها اختصاص مي ابتدا، احتمالات را به يال

ضرب  آمد عبارت است از حاصل پي ضرب، احتمال يك با توجه به قانون حاصل. شوند مي

  .برگ –به –مسير ريشهر احتمالات متناظر ب



 ٣٧  اي براي احتمال مقدمه ـ فصل دوازده

  .اند تمام احتمالات در نمودار نمايش داده شده

  احتمالات رويداد را محاسبه كنيد :4مرحله 

{ }
{ }

{ }

Pr
Pr

Pr

A B
A B

B
=

I
  

=
0.09

0.09 +0.27
      

=
1

4
  

  

اين پاسخ اساساً ! كه مبتلا به بيماري باشيد احتمال دارد ٪25بت باشد، پس فقط تان مث اگر آزمايش

دو روش هست كه پاسخ آزمايش شما مثبت . آور است، ولي فكرش را بكنيد معنادار است شگفت

دوم، اينكه سالم باشيد و آزمايش .نخست، اينكه شما بيمار باشيد و آزمايش صحيح باشد. باشد

اين است كه تقريباً هر كسي سالم است، بنابراين، اكثر نتايج مثبت از  مسئله. نادرست باشد

  !شود هاي غلط بر روي مردم تندرست ناشي مي آزمايش

  .توانيم احتمال اينكه آزمايش روي شخص تصادفي صحيح باشد را محاسبه كنيم همچنين مي

باشد و آزمايش مثبت  تواند بيمار شخص مورد نظر مي. شود آمد تشكيل مي اين رويداد از دو پي

بنابراين، ) 0.63احتمال (يا چه بسا آن شخص تندرست باشد و آزمايش منفي ) 0.09به احتمال (

0.09=آزمايش با احتمال  +0.63 آزمايش تقريباً اي است،  اين كار برجسته. صحيح است 0.72

  .درست استربع زمان  –سه
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هميشه : زمان تصحيح كنيم وجود دارد ٪90روشي ساده براي اينكه آزمايش را ! ولي صبر كنيد

دهد و فقط  براي تمام مردم تندرست پاسخ صحيح مي "آزمايش"اين ! نتيجه منفي را معكوس كنيد

كه نتيجه بهترين استراتژي اين است . دهد از مردمي كه عملاً مبتلا هستند پاسخ غلط مي ٪10براي 

  !آزمايش را نديده بگيريم

در طول زمستان، . وجود دارد) پيش بيني وضع هوا(يك تناقض مشابه اين هم در هواشناسي 

گويي هر روزه هواي مفلوك چه بسا  پيش. تقريباً همه روزها در بوستون مرطوب و ابري هستند

  .متر از اين است كه واقعاً همين الان به آن رسيدگي كني بسيار درست

  اتحادهاي ديگر 3 .7

  .د داردواي نزديك ميان محاسبه يك مجموعه و محاسبه احتمال يك رويداد وج رابطه

احتمال اتحاد رويدادها و تعداد عناصر ! مثالي از اين رابطه است عدم شمول –فورمول شمول

  .شوند هاي مشابه محاسبه مي ها با استفاده از فورمول اتحاد مجموعه

ها در پيش گرفتيم براي محاسبه  مجموعه تعداد اعضايهايي كه براي محاسبه  شدر واقع، همه رو

فقط يك مجموعه موزون است؛  احتمالبه اين دليل است كه فضاي . آيند احتمالات به كار مي

پيش . دهد اختصاص مي عضوفضاي نمونه همان مجموعه است و تابع احتمال وزني را براي هر 

  .كرديم در يك مجموعه را محاسبه موجود  عضوياز اين، تعداد 
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ها عضوبندي وزن  كنيم، درست در حال جمع اينك، وقتي كه احتمال يك رويداد را محاسبه مي

هاي بسياري از رابطه نزديك ميان احتمال و محاسبه را مورد  هاي آينده مثال در طي هفته. هستيم

  .توجه قرار خواهيم داد

صدق  نيز ،كه همه احتمالات بر رويداد مشروط هستند بسياري از اتحادهاي احتمال كلي وقتي

كه در براي دو مجموعه است،  عدم شمول –شابه فورمول شمولبراي مثال، اتحاد زير م. كنند مي

  .ندا مشروط شده Cتمام احتمالات بر يك رويداد  آن

.{ } { } { } { }Pr Pr Pr PrA B C A C B C A B C= + −U I  

  ريمبه عنوان حالتي ويژه دا

.A B = ∅I اگر { } { } { }Pr Pr PrA B C A C B C= +U  

  !مراقب باشيد كه قبل و بعد از علامت مشروط رويدادها را با هم قاطي نكنيد

  .قضيه نادرست

)1(  B C = ∅I اگر     { } { } { }Pr Pr PrA B C A B A C= +U  

  استقلال .5

از روي درك باطني،  .اندازيم طرف يك اتاق به هوا مي فرض كنيد كه دو سكه را هم زمان در دو

خورد  اي كه يك سكه به هنگام زمين خوردن دارد تأثيري بر سكه ديگري كه زمين مي شيوه

  :شود ناميده مي استقلالگيرد  درك رياضي كه اين حس دروني را در خود مي. گذارد نمي
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  :مستقل هستند اگر و فقط اگر Bو  Aرويدادهاي  :تعريف

{ } { } { }Pr Pr .PrA B A B=I  

  كنيد اي را نمونه سازي مي كنيد داريد پديده چيزي است كه فرض مي استقلالبه طور كلي، 

هاي مفيد احتمال فقط  بسياري از فورمول. توانستيد به طور واقعي فرض كنيد كنيد مي يا آرزو مي

به مقدار زيادي  -استقلال - دها مستقل باشند، بنابراينرتي صادق هستند كه برخي رويدادر صو

  .تواند تجزيه يك سيستم را ساده كند مي

  ها مثال 4 .1

رويدادي باشد كه سكه اول با سر بيايد و فرض كنيد  Aفرض كنيد . بيائيد به تجربه دو باز گرديم

B اگر فرض كنيم كه . رويدادي باشد كه سكه دوم سر باشدA  وB  مستقل باشند، آنگاه

  :احتمال اينكه هر دو سكه سر بيايند عبارت است از

{ } { } { }Pr Pr .PrA B A B=I  

.=
1 1

2 2
  

=
1

4
  

  

رويدادي كه فردا  Rرويدادي باشد كه فردا هوا ابري است و  Cاز سوي ديگر، فرض كنيد 

}چه بسا كه . باراني باشد }Pr C }و  1/5= }Pr R =1/10 .  
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ابري  و توانستيم نتيجه بگيريم كه احتمال يك روز باراني ند، پس مياگر اين رويدادها مستقل بود

  :كاملاً ناچيز بود

{ } { } { }Pr Pr .PrR C R C=I  

.=
1 1

5 10
  

=
1

50
  

ال بنابراين، احتم. متأسفانه، اين رويدادها قطعاً مستقل نيستند؛ بويژه، هر روز باراني ابري هم هست

  .است 10/1ابري عملاً  و يك روز باراني

  استقلالكار با  4 .2

براساس . تر بيابيد هست كه ممكن است آن را باطني استقلالراه ديگري براي فكر كردن درباره 

  مستقل هستند اگر و فقط اگر Bو  Aتعريف، رويدادهاي 

{ } { } { }Pr Pr .Pr .A B A B=I  

}اين معادله صادق است حتي اگر  }Pr B = o توانيم هر دو طرف را  ولي بر فرض كه نباشد، مي

}به  }P B  تقسيم كنيم و از تعريف احتمال مشروط براي بدست آوردن يك فورمول جايگزين

  :استفاده كنيم استقلال

}اگر  .گزاره }Pr B ≠ o  آنگاه رويدادهايA  وB هستند اگر و فقط اگر مستقل  

)2(                { } { }Pr PrA B A=  
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با اين واقعيت كه  Aمستقل هستند اگر احتمال  Bو  Aدارد كه رويدادهاي  مقرر مي )2(معادله 

B بودند،  مستقلها، دو سكه بالا انداخته شده بخش قبلي  در اين عبارت. تغيير نكند دهد رخ مي

. كند يير نميتغچون احتمال اينكه يك سكه سر بيايد با اين واقعيت كه سكه ديگر سر آمد، باشد 

در بازگشت به مثالي كه زديم، احتمال وجود ابر در آسمان بصورت نيرومندي با اين واقعيت كه 

بنابراين، همان طور كه قبلاً يادآوري كرديم، اين رويدادها . باريد اثرپذير است داشت باران مي

  .نيستند مستقل

  كمي حس باطني 4. 3

رويدادهاي از هم جدا باشند، به نحوي كه در تصوير زير نشان داده شده  Bو  Aفرض كنيد كه 

  .است

  

  دانيم از يك سو، مي. آيا اين رويدادها مستقل هستند؟ بيائيد بررسي كنيم

{ }Pr A B =I o  

Aبه اين دليل كه  BI از ديگر سو، داريم. نداردآمدي  هيچ پي  

{ } { }Pr .PrA B > o  
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عقايد  استقلالبنابراين، از هم جدا بودن و . احتمال صفر داشته باشد Bيا  Aمگر در مواردي كه 

  .بسياري متفاوتي هستند

  .شبيه چه چيز هستند آنها كه و مستقل وجود دارددر اينجا يك تصوير ذهني بهتر از رويدادهاي 

  

خط راه راه  Bخط راه راه عمومي است و رويداد  Aرويداد . فضاي نمونه تمام مستطيل است

حالا . در نظر بگيريد كه احتمال هر رويدادي متناسب با حوزه خود در نمودار است. افقي است

را پوشش دهد، آنگاه حوزه  bيك كسر  Bاز فضاي نمونه پوشش دهد و  aيك كسر  Aاگر 

a.تقاطع منطقه  b است.  

  :هاي احتمال عبارت و به

{ } { } { }Pr Pr .PrA B A B=I  

  متقابل استقلال .6

 استقلالتوانيم از  هستند به چه معناست ولي چطور مي مستقلايم كه دو رويداد كه  كرده مشخص

  د دارد؟وحرف بزنيم وقتي كه بيشتر از دو رويداد وج

  اً مستقل از يكديگر است؟سكه تمام nتوانيم بگوئيم كه سمت و سوي  براي مثال، چطور مي
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رويدادهاي 
n

E EK
1
, اي از رويدادها،  هر زير مجموعهبراي هستند اگر و فقط اگر  مستقل ,

به سخن ديگر، همه معادلات زير . آنها باشد ضرب احتمالات عبارت از حاصل اشتراكشان احتمال

  :بايد درست باشند

i,براي همه  j متمايز                 { } { } { }Pr Pr .Pri j i jE E E E=I  

,براي همه  ,i j k متمايز            { } { } { } { }Pr Pr .Pr Pr
i j k i j k

E E E E E E=I I  

{ } { } { } { } { }Pr Pr .Pr .Pr .Pr
i j k l i j k l

E E E E E E E E=I I I  

,براي همه  , ,i j k lمتمايز   

{ } { } { }Pr Pr Pr
l n l n

E E E E=IKI K  

سكه ام iرويدادي باشد كه  iEاندازيم و فرض كنيم  سكه را بالا بي 100به عنوان يك مثال، اگر 

,با سر پائين بيايند، آنگاه ممكن است هوشمندانه فرض كنيم كه  ,
l

E EK
100

  .هستندمستقل  

  DNAآزمايش  5. 1

  :است 1955ماه مي 15سيمپسون در  –جي –اقرارنامه دادگاه جنايي اُ اين

و من باور كنم كه شما كي به  –كنيد را رسيدگي مي تواتر از وقتي كه اين برآوردها: آقاي كلارك

  ايد؟ مفهومي كه نامش استقلال است دست زده

  .بله، اين كار را كردم: دكتر كاتن

  ي چيست؟و آن ديگر: آقاي كلارك

  .بريد يعني اينكه در هر صورت يك ماترك را كه داريد به ارث مي: كاتن دكتر
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يعني كه، اگر يك نوار كه در . كند ما ترك دومي را كه ممكن است بدست آوريد متأثر نمي -

اش اين نيست كه شما به طور خودبخودي يا با  جفتي باشد را به ارث ببريد، معني 5.000اساس 

به ارث ببريد ) پدر و مادر(آنچه از يك ولي . يكي را به ارث ببريد 6.000كمي احتمال در ميان 

 )ريش سفيد - حالي ات شد؟ . (بريد همان چيزي است كه از آن ديگري به ارث مي

  چرا آن مهم است؟: آقاي كلارك

از نظر رياضي مهم است زيرا اگر آن حالت وجود نداشت، ضرب بسامدها ميان : دكتر كاتن

  .يك نادرست خواهد بودهاي مختلف ژنت محل

خود هايي كه در شهادت  خوب، قبل از هر چيز، آيا اين نشانه گذاري –شما چگونه: آقاي كلارك

  ايد مستقل هستند؟ در اين مورد شرح داده

  

هاي ژنتيك خون در صحنه جنايت با خون  به هيئت منصفه گفته شده بود كه نشانه گذاري

هاي خوني كه تصادفاً در  تمال اينكه علامت گذارياز آن هم بيشتر، اح. سيمپسون يكي است

اين تصور نجومي از محاسبه . ميليون است170در1شخصي منتخب ممكن بود پيدا شود حداكثر 

  :آماري به اين نحو بدست آمده است

  .دارد را Aنشانه  100نفر در ميان  1يك •

  .دارد را Bنشانه  50نفر در ميان  1يك •

  .دارد را Cنفر نشانه  1نفر يك 40از هر  •
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  .دارد را Dنفر نشانه 1 نفر  5 از هر •

  .دارد را Eنفر نشانه  1 نفر 170 از هر •

كه يك فرد تصادفاً منتخب را كه هر پنچ نشانه  سپس اين اعداد در هم ضرب شدند تا اين احتمال

  :را در خود دارد بدست بدهد

{ } { } { } { } { } { }Pr Pr .Pr .Pr .Pr .PrA B C D E A B C D E=I I I I  

          . . . .=
1 1 1 1 1

100 50 40 5 170
  

                 =
1

170.000.000
  

مستقلاً  هاي خوني وكيل مدافع اشاره كرد كه اين استدلال بر اين فرض استوار است كه نشانه

هيئت . تندوانگهي، كليه آمارها فقط بر اساس چند صد نمونه خوني قرار داش. شوند آشكار مي

اگر . مسخر قرار گرفتتمورد  DNAشدن در مدرك  اراي به خاطر گرفت گستردهمنصفه بطور 

  كرديد؟ ميليون را قبول مي170در 1شما عضو هيئت منصفه بوديد، آيا محاسبه 

  استقلال دو به دو 5 .2

اين هم ! شرايط بسياري وجود دارد –رسد تعريف استقلال به طرز وحشتناكي پيچيده به نظر مي

دهد و  مثالي كه باريك بيني استقلال وقتي كه بيش از دو رويداد وجود داشته باشند را توضيح مي

  .كند نياز تمام آن شرايط را مشخص مي

  :رويدادهاي زير را معين كنيد. مستقل دوبدوهاي  اندازيم، سكه يم را فرض كنيد كه سه تا سكه

• A
1

  .شود  يكسان 2با سكه  1رويدادي است كه سكه 
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• A
2

  .شود  يكسان 3با سكه  2رويدادي است كه سكه 

• A
3

  .شود  يكسان 1ه با سك 3رويدادي است كه سكه 

Aآيا  A A
1 2 3
,   مستقل هستند؟ ,

  :فضاي نمونه اين آزمايش عبارت است از

{ }, , , , , , ,HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT  

)ها مستقل هستند هر پيامدي احتمال  با توجه به فرض ما كه سكه ) =
3

1/2   .دارد 1/8

Aاينكه ببينيم رويدادهاي براي  A
1 2
Aو  ,

3
ها را بررسي  اي از تساوي هستند، بايد دنباله مستقل 

Aمحاسبه احتمال هر رويداد . كنيم
1

  :كمك حال خواهد بود 

{ } { } { } { } { }Pr Pr Pr Pr PrA HHH HHT TTH TTT= + + +
1

  

= + + +
1 1 1 1

8 8 8 8
  

=
1

2
  

}با توجه به تقارن  } { }Pr PrA A= =
2 3

هاي  توانيم همه تساوي حالا مي. هم درست است 1/2

  .را بررسي كنيم استقلالمورد نياز 

{ } { } { }Pr Pr PrA A HHH TTT= +I
1 2

  

     = +
1 1

8 8
  

=
1

4
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      .=
1 1

2 2
  

{ } { }Pr PrA A
1 2

  

}با توجه به تقارن  } { } { }Pr Pr .PrA A A A=I
1 3 1 3

  و  

{ } { } { }Pr Pr .PrA A A A=I
2 3 2 3

        

  :سرانجام، بايد يك شرط نهايي را بررسي كنيم. همچنين بايد صدق كند

{ } { } { }Pr Pr PrA A A HHH TTT= +I I
1 2 3

  

= +
1 1

8 8
  

=
1

4
  

{ } { } { }Pr Pr PrA A A≠ =
1 2 3

1

8
          

Aسه رويداد  A
1 2
Aو  ,

3
  !مستقل نيستند، حتي در صورتي كه همه جفت رويدادها مستقل باشند 

  

استقلال دو به دو . اي از رويدادها دو به دو مستقل است كه هر جفت مستقل باشد مجموعه

 –جي –براي مثال، فرض كنيد كه شاكيان در دادگاه ا. ي ضعيف از استقلال استصيتخصو

,هاي  سيمپسون اشتباه كردند و نشانه , ,A B C D  وE ظاهر  مستقل فقط به صورت دو به دو

شانه را داشته باشد بيش از سپس احتمال اينكه يك فرد تصادفي انتخاب شده همه پنج ن. شوند مي

  :اين نخواهد بود
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{ } { }Pr PrA B C D E A E≤I I I I I  

{ } { }Pr .PrA E=            

.=
1 1

100 170
          

=
1

17.000
          

  

Aخط اول از اين حقيقت كه  B C D EI I I I اي از  زير مجموعهA EI  است استفاده

در خط دوم از استقلال دو به دو ). اند را انتخاب كرديم زيرا نادرترين Eو  Aهاي  نشانه. (كند مي

نفر در 1فاصله زيادي از  –است 17.000به  1ه تصادفي يكساناينك احتمال . كنيم استفاده مي

توانيم به  اي است كه فقط با فرض استقلال دو به دو مي ترين نتيجه و اين قوي! ستميليون ا170

  .آن برسيم

  

  


