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  فصل چهاردهم

  از دست رفته؟رياضي اميد 

هاي پيشين، ديديم كه ميانگين يك كميت تصادفي بوسيله درك رياضي از اميـد يـك    در يادداشت

اينـك دو  . شود و اميدهايي را براي چند نوع متغير تصادفي محاسبه كـرديم  مي بيانمتغير تصادفي 

كبار كه بدانيد اميد از چه قرار اسـت،  اول، ي. سازد را خواهيم ديد چيز كه اميدها را بسيار مفيد مي

يعني  –، بدست آورديدباشيدكه از اميد دور ايناحتمال  برايرا  ها توانيد همچنين برخي از كران مي

اينكه يك كرانه را بـه چـه مناسـبت    . توانيد نشان دهيد كه اشياء واقعاً مرموز محتمل نيستند كه، مي

دانيـد، ولـي نگـران نباشـيد،      دارد كه درباره توزيع مي توانيد بدست آوريد بستگي به آن چيزي مي

  .توانيد چيزي نسبتاً جالب توجه بگوئيد هم مي حتي اگر تقريباً هيچ چيز را ندانيد، هنوز

  خطي بودن اميد .1

  اميد يك حاصل جمع  1. 1

  .كنند از قانوني ساده و بسيار مفيد به نام خطي بودن اميد پيروي مي انتظارمقادير 

 مجمـوع  جمع متغيرهـاي تصـادفي عبـارت از    حاصل انتظارگويد كه مقدار  ن شكل آن ميتري ساده

  .متغيرهاست انتظارمقادير 
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Rبراي هر متغير تصادفي  1. 1قضيه 
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  داريم ،به همين سان

aو ثابت  Rبراي هر مقدار تصادفي  1. 2 لم R∈،  

[ ] [ ].E aR aE R=  

  .كنيم آن را حذف مي شود كه حاصل ميبرهان به سادگي از تعريف انتظار 

  گيريم نتيجه مي 1. 2 لمو  1. 1با تركيب كردن قضيه 

Rبراي تمام متغيرهاي تصادفي ). خطي بودن اميد( 1. 3قضيه 
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تـا بـيش از دو    دادگسـترش   توان را مي تابع خطي است قانون و برهانشبه سخن ديگر، اميد يك 

  :متغير تصادفي را پوشش دهد

,براي هر متغيرهاي تصادفي  1. 4قضيه فرعي  , kR RK
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. موضوع مهمي كه درباره خطي بودن اميد در كار است اين است كه هيچ استقلالي الزامـي نيسـت  

آور اسـت و اغلـب نيازمنـديم بـا      واقعاً موضوع مفيدي است، براي اينكه كاركردن با استقلال رنج

  .متغيرهاي تصادفي كار كنيم كه مستقل نيستند

  دو تاس انتظار مورد مقدار 1. 2

  جمع دو تاس سالم چقدر است؟ حاصل نتظارا مورد مقدار

Rفرض كنيد متغير تصادفي 
1

Rعدد اولين تاس باشد و در نظـر بگيريـد    
2

شـماره دومـين تـاس     

  .است 3. 5يك تاس  انتظارپيش از اين متوجه شديم كه مقدار . باشد

  :مع را با استفاده از خطي بودن اميد پيدا كنيمج حاصل انتظارتوانيم مقدار  مي

[ ] [ ] [ ]E R R E R E R+ = + =
1 2 1 2

3.5 + 3.5 = 7.  

مـورد  جمـع   حاصل. نداشتوجه داشته باشيد كه الزامي نداشتيم فرض كنيم كه هر دو تاس مستقل ب

  1.است، حتي اگر به هم متصل باشند 7دو تاس  انتظار

                                                
١
  .ولي هر تاس پس از اتصال بايد درست باشد 
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حالـت   36 ودرختي سخت خواهـد بـود   شود با نمودار مي 7 انتظارمورد جمع  اثبات اينكه حاصل

  !، اين كار به مثابه كابوس خواهد بودل در نظر بگيريمصتتاسها را مو اگر  موجود است

  كلاه –مسئله بررسي 1. 3

انـد،   ها در مـدت شـام در هـم شـده     كلاه. كنند مي آويزانمرد كلاه هايشان را  nدر ضيافت شامي 

  .كند ن پس هر مرد يك كلاه تصادفي دريافت ميبنابراين از آ

مرداني كه كلاه خودشان  انتظار مورد تعداد. گيرد كلاه خودش را مي /n1هر مرد به احتمال بويژه، 

  كنند چقدر است؟ را دريافت مي

به شـكل  انيم تو مي. بدون خطي بودن اميد، پاسخ دادن به چنين پرسشي بسياري مشكل خواهد بود

تعداد مرداني باشـد كـه كـلاه خودشـان را دريافـت       Rفرض كنيد متغير تصادفي . زير عمل كنيم

]خواهيم  مي. كنند مي ]E R با توجه به تعريف اميد، داريم. را محاسبه كنيم:  

[ ] { }.Pr
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∞
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}فتاديم، زيرا برآورد حالا توي در سر ا }Pr R k=        يـك آشـفتگي اسـت و بعـد از آن بايـد ايـن

 تمـام احتمال  داشتنوانگهي، براي داشتن اميد، به . يك عمل جمع جايگزين كنيم دررا  ها آشفتگي

هـاي   براي مثال، ممكن است فرض كنيم كه همه جايگشـت . ها نياز خواهيم داشت جايگشت كلاه

  .ا متساوي الاحتمال هستندكلاه ه

 Rمثل قبل، فـرض كنيـد متغيـر تصـادفي     . حالا بيائيد سعي كنيم از خطي بودن اميد استفاده كنيم

بـه عنـوان    R نييترفنـد همانـا تـأ   . كننـد  تعداد مرداني باشد كـه كـلاه خودشـان را دريافـت مـي     
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بويژه، فرض كنيد . رهاي شاخص استجمع متغي حاصل
i

R      شاخصي بـراي رويـدادي باشـد كـه

iيعني اينكه، . آورد مرد كلاه خودش را بدست مي امين
iR رويدادي است كه كلاه خودش را  1=

كند و  دريافت مي
i

R = o تعداد مردانـي كـه كـلاه    . آيد رويدادي است كه كلاه اشتباهي گيرش مي

  :ها است جمع اين شاخص كنند عبارت از حاصل خودشان را دريافت مي

,
n

R R R R= + +K
1 2

  

nاگر  براي مثال. مستقل نيستنداين متغيرهاي شاخص  ن را هـاي خودشـا   مـردان كـلاه  نفر از  1−

رو كـه   آنولـي از  . كند دريافت كنند، پس آخرين مرد مطمئن است كه كلاه خودش را دريافت مي

  !نگراني نداريم استقلالخيال داريم از خطي بودن اميد استفاده كنيم، درباره 

  :هر دو طرف معادله بالا را برداريم و خطي بودن اميد را به كار ببريم اميدبيائيد مقدار 
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E R R=  و از آنجا كه احتمال دريافت

كلاه درست براي همه مردان يكسان است پس اين احتمال 
n

هم قراردادن همه  با در كنار. است 1

  :اينها، داريم
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  !بنابراين بايد انتظار داشته باشيم كه به طور ميانگين يك مرد كلاه خودش را پس بگيرد

يا حتي  اوي الاحتمال هستندها متس هاي كلاه توجه كنيد كه در نظر نگرفتيم كه همه جايگشت

كلاه خود  /n1فقط نياز داشتيم بدانيم كه هر مرد با احتمال . ها ممكن هستند اينكه تمام جايگشت

  .كند دريافت ميرا 

  "وجود داردهمه جا اميد "

  اي اميد توزيع دوجمله 1. 4

با سر پائين  pرا پرتاب كنيم، هر كدام با احتمال  غير منصفكه س nفرض كنيد كه مستقلاً 

  كه سر بيايد چقدر است؟ آن انتظارتعداد . آيد مي

فرض كنيد 
,n pH گاه آن. ها باشد تعداد سرها بعد از پرتاب

,n pH غيرهاي متاي با  جملهتوزيع دو

n  وpحالا فرض كنيد . استkI  شاخص برايkرو كه  از آن. آيند اي باشد كه سر مي سكه امين

k
I  يك متغير شاخص با احتمالp  دانيم كه مي است، 1براي مقدار  
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  بنابراين با توجه به خطي بودن
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)اي با پارامترهاي  متغير دو جمله يعني اينكه، اميد يك ),n p ،np است.  

  مسئله جمع كننده كوپن .2

موشكي " خرم، به گرمي يك عدد ماشين مينياتوري هربار كه در فروشگاه تاكوبل غذاي كودك مي

ام را بر روي لبه هر  سازد وسيله نقليه تازه به همراه يك دستگاه پرتابي كه مرا قادر مي "اي مسابقه

ام هيچ  حقيقتاً، خوشحالي شود ، به من اعطا مياف با شتاب بالا به حركت در آورمميز يا سطح ص

  .حد و مرزي ندارد

نوع . وجود دارند) غيره و آبي، سبز، قرمز، خاكستري(نوع مختلف ماشين موشك مسابقه  nتعداد 

رسد  شود به نظر مي بل به من اعطا ميماشيني كه هر روز توسط آن خانم مهربان در ثبت دفتر تاكو

اي كه بايد به منظور  غذاي بچه انتظار مورد تعداد. اند به شكل تصادفي انتخاب شده و مستقلاً

  رسيدن به يكي از هر نوع ماشين موشكي مسابقه بخرم چقدر است؟

افرادي كه  از انتظار مورد نمايد، براي مثال، تعداد پرسش رياضي به اشكال بسياري چهره مي اين

  بايد گرد آوري كنيد تا اينكه حداقل يك نفر را با هر روز تولد ممكن پيدا كنيد چقدر است؟

  .كنيد آوري مي اي موشكي داريد روز تولد جمع هاي مسابقه آوري ماشين اينجا، در عوض جمع

  .ودش كننده  كوپن ناميده مي مسئله جمع ،پس از هر تفسير ديگري ،پرسش كلي به صورت عمومي

  يك راه حل با استفاده از خطي بودن اميد 2 .1

اي است كه  نه كبوتر است؛ نظريه ساده لوحانهخطي بودن اميد به نحوي شبيه استقراء و اصل لا

توانيم از خطي بودن اميد  براي مثال مي. هاي هوشمندانه بكار برد ن را در همه انواع روشتوان آ مي
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فرض كنيد پنج نوع مختلف . كننده كوپن استفاده كنيم جمعدر راهي هوشمندانه براي حل مسئله 

  :كنم موشك مسابقه وجود دارند و من اين دنباله را دريافت مي

  خاكستري   نارنجي   آبي   نارنجي   آبي   قرمز   سبز   سبز   آبي

  :بندي كنيم خط تقسيم پاره 5بيائيد اين دنباله را به 

  آبي نارنجي خاكستري    آبي نارنجي   قرمز  سبز   سبز    آبي 

{ {
× ×× × × o

144424443 14243 14243
14 3 2

  

براي مثال،  .پذيرد خط پايان مي آيد پاره قانون اين است كه هرگاه يك نوع جديد ماشين گيرم مي

در اين راه،  .رسد خط مياني به انتها مي كنم پاره بار ماشين قرمز دريافت مي وقتي كه براي اولين

م هر مرحله را توان سپس مي. مه تقسيم كنمرحل 5 آوري هر نوع ماشين را به مسئله جمع توانم مي

  .بندي كنم و با استفاده از خطي بودن اميد نتايج را جمع ردهبه تنهايي تجزيه ك

 فرض كنيد. برگرديم ،هاي مسابقه هستم آوري موشك بيائيد به مورد كلي كه در حال جمع
kX 

موشك مسابقه را  nتعداد كل غذاي بچه را كه بايد بخرم تا همه . خط باشد پاره امينkطول 

  :هاست خط هاي كليه اين پاره جمع طول بدست آورم عبارت از حاصل

nT X X X −= + + +
o

K
1 1

  

يائيد توجه خود را از حالا ب
k

X  به طولkخط  غاز پارهآدر . خط متمركز كنيم پاره امينkمن  ،ام

k جديـد گيـرم   ن ماشيرسد كه من نوعي  خط هنگامي به پايان مي نوع مختلف ماشين دارم و پاره

نوع ماشين برنده شدم، هر غذاي بچه حاوي نوعي است كـه قـبلاً بـه احتمـال      kوقتي كه . بيايد

/k n ــته ــال     . ام داشـ ــه احتمـ ــين بـ ــد از ماشـ ــوعي جديـ ــاوي نـ ــذا حـ ــر غـ ــابراين، هـ بنـ
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( )/ /k n n k n− = غذا تا اينكه ماشين جديدي به دسـت   انتظار مورد ادبنابراين، تعد. است 1−

)آورم  )/n n k−  همان فورمولي كه فصل پيش به آن  ،"زمان مناسب براي شكست"است باشد

  :داريم. رسيديم

[ ]k

n
E X

n k
=

−
  

  :كند كننده كوپن را حل مي خطي بودن اميد، به همراه اين نگرش، مسئله جمع

[ ] [ ]n
E T E X X X −= + + +

o
K

1 1
  

[ ] [ ] [ ]n
E X E X E X −= + + +

o
K

1 1
      

n n n n n

n n
= + + + + +

− −
K

o 1 3 2 1
        

n
n n

 
+ + + + + 

− 
K

1 1 1 1 1

1 3 2 1
=        

nnH=  

همانطور كـه  . هايي در ترتيب معكوس است خر حاصل توافقي با عبارتبندي سطر يكي به آ جمع

جمع به صورت  ز اين حاصلشايد به خاطر داشته باشيد، ا
n

H   شـود و بـه طـور تقريبـي      يـاد مـي

  .است nIعبارت از 

 انتظـار مـورد  د اعـد تبـراي مثـال،   . هاي خاص پاسخ دهيم حل عام به پرسش بيائيد با استفاده از راه

  :ديده شود عبارت است از 6تا  1 تمام اعداد ات شود تاس كه ريخته  پرتاب

H = K
6

6 14.7  
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مردمي كه شما بايد گردآوري كنيد تا حداقل يك فرد را با هر روز تولـد   انتظار افراد مورد داعدتو 

  :عبارت است ازبيابيد ممكن 

H = K
365

365 2364.6  

  اميد شرطي .3

  .توانند به رويدادي مشروط شوند مي نيز ، اميدهاهادرست شبيه احتمالات رويداد

A ،Eبـه فـرض رويـداد     Rاميد شرطي يك متغير تصادفي  .3. 1تعريف  R A  ، ـررا تع   في

  :كنيم مي

{ }: .Pr .
r

E R A r R r A  = =  ∑  

  .ه استمشروط شد Aاست كه بر رويداد  Rمتغير  انتظار مورد ربه سخن ديگر، اين همان مقدا

E. آمد پرتاب يك تاس صحيح باشد پي Dفرض كنيد  3. 2مثال  D D ≥  4 ؟يستچ  

{ }.Pr
i

i D i D
=

= ≥ = + +∑ o o o
6

1

1 1 1
4 1. +2. +3. +4. 5. 6. = 5.

3 3 3
  

براي مثال، اميد شـرطي  . سان استآيابد  ها براي اميد به اميد شرطي گسترش مي كه قانونديدن اين

  .نيز خطي خواهد شد

Rبراي هر دو متغير تصادفي  3. 3قضيه 
1

Rو  
2

a, هاي ابت، ث a ∈�
1 2

  داريم،Aرويداد و  

.E a R a R A a E R A a E R A +  =   +       1 1 2 2 1 1 2 2
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دهـد محاسـبات پيچيـده اميـد  را بـه       است كه به ما امكـان مـي   اينيك مزيت واقعي اميد شرطي 

  .تر تقسيم كنيم مواردي ساده

A, مجـزاي رويدادهاي دو بـه دو  اجتماع اگر فضاي نمونه  ).كلقانون اميد ( 3. 4قضيه  A K
1 2

 

  د، آنگاهباش

  

  .برهان

      [ ] { }.Pr
r

E R r R r= =∑  

}      )كلقانون احتمال ( } { }. Pr Pri i

r i

r R r A A= =∑ ∑  

}      )rتوزيع ثابت ( } { }.Pr Pri i

r i

r R r A A= =∑ ∑  

}  )بندي تعويض ترتيب جمع( } { }.Pr Pri i

i r

r R r A A= =∑ ∑  

){ }Ai p عامل ثابت(    { } { }.Pri i

i r

Pr A r R r A= =∑ ∑  

}          )3. 1تعريف ( }Pr .i i

i

A E R A =  ∑  

�  

يـك مـذكر تصـادفاً     طـول قـد  . نيمي از مردم جهان مذكر و نيمي ديگر مؤنـث هسـتند   3. 5مثال 

′انتخاب شده  ′′5 كـه بطـور تصـادفي انتخـاب شـده،       يك مؤنث طول قداست، در حالي كه  11

′ ′′5   چقدر است؟شده، ب انتخايك فرد تصادفاً  مورد انتظار طول قد. است 5
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)فرض كنيد  )H P  قد شخص تصادفي بلنديP مذكررويدادهاي . باشد ":M P=" مؤنث و 

":F P="  پسكنند  را به دو قسمت تقسيم مي فضاي نمونهاست  

[ ] { } { }Pr PrE H E H M M E H F F=   +       

= +
1 1

5/11. 5/5.
2 2

      

        = 5/8.  

  .بيشتر از آن قدرت دارد كه كسي فكرش را بكند كلقانون اميد  در بخش بعدي خواهيم ديد كه

  حاصل ضرب انتظارمقدار  .4

  ضرب اميدهاي مستقل حاصل 4. 1

روال هميشـه   ايـن . جمـع اميدهاسـت   جمع عبارت از حاصل ايم كه اميد يك حاصل مشخص كرده

ضـرب   صـل ضرب نيازي نـدارد بـا حا   در كل، اميد يك حاصل .ها برقرار نيست ضرب براي حاصل

ولي در يك مورد خاص مهم حقيقت دارد، مثلاً، وقتي كـه متغيرهـاي تصـادفي    . اميدها برابر باشد

  .مستقل باشند

Rاگر  4. 1 لم
1

Rو  
2

  آنگاهمتغيرهاي تصادفي مستقل باشند،  

[ ].E R R a E R = = 1 2 1
  

ــن  ــمايـ ــله از لـ ــف  بلافاصـ ــه    3. 1تعريـ ــت كـ ــن حقيقـ ــرطي و ايـ ــد شـ ــه اميـ ــق بـ متعلـ

{ } { }Pr PrR r R r R a= = = =
1 1 2

  .كند تبعيت مي 

R, براي هر دو متغير تصادفي مستقل 4. 2قضيه  R
1 2

،  
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[ ] [ ] [ ]. . .E R R E R E R=
1 2 1 2

  

Rرا با مشروط كردن مقدار  كلما قانون اميد . برهان
1

  .گيريم به كار مي 

]    )3. 4قضيه ( ] { }. . .Pr
Rدر������������������دr

E R R E R R R r R r = = = ∑1 2 1 2 1 1
  

      { }. .Pr
r

E r R R r R r = = = ∑ 2 1 1
  

}          )1. 2 لم( }. .Pr
r

r E R R r R r = = = ∑ 2 1 1
  

]           )4. 1 لم( ] { }. .Pr
r

r E R R r= =∑ 2 1
  

               [ ] { }.Pr
r

E R r R r= =∑2 1
  

[ ] [ ]. .E R E R= �
2 1

  

  .يابد اي از متغيرهاي مستقل گسترش مي به شكل روتين به مجموعه 4. 2 قضيه

,اگر كه متغيرهاي تصادفي  4. 3قضيه فرعي  KR R RK
1 2

  مستقل باشند،  

  آنگاه

( )
k k

i i
i i

E R E R
= =

 
Π = Π 
 1 1

  

  ضرب دو تاس حاصل 4 .2

  .كنيم آيند را ضرب مي مي كنيم و اعدادي كه فرض كنيد دو تاس مستقل، درست را پرتاب مي

  ضرب چقدر است؟ اين حاصل انتظارمقدار 
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Rفرض كنيد متغيرهاي تصادفي 
1

Rو  
2

. انـد  اعدادي باشند كه روي هر دو تاس نشـان داده شـده   

  :را به شكل زير محاسبه كنيم انتظارمورد توانيم مقدار  مي

[ ] [ ] [ ] ( ). . .E R R E R E R= =
1 2 1 2

305 305 =12025 1  

  .ها مستقل هستند زيرا تاس شود حاصل مي 4. 2در اينجا اولين تساوي با قضيه 

حالا فرض كنيد كه دو تاس مستقل نباشند؛ در واقع، در نظر آوريد كه تاس دوم هميشه بـه همـان   

  .ضرب برابر نخواهد بود ضرب اميدها با اميد حاصل در اين حالت حاصل. ميزان اولي است

Rه منظور مشخص نمودن اين، فرض كنيد متغيرهاي تصـادفي  ب
1

Rو  
2

اعـداد نمـايش داده شـده     

به شكل زير محاسـبه   4. 2ضرب را بدون قضيه  حاصل انتظارتوانيم مقدار  مي. روي دو تاس باشند

  :كنيم

[ ].E R R E R =  
2

1 2 1
  

{ }.Pr
i

i R i
=

= =∑
6

2 2 2

1

1

        

{ }.Pr
i

i R i
=

= =∑
6

2

1

1

        

= + + + + +
2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 6

6 6 6 6 6 6
            

=
91

6
      

≠12.25      

]      از  ] [ ]. .E R E R=
1 2
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  اميد ميانگين .5

ميانگين خـود  اندازه به  يقدارايم كه هيچ گاه يك م هاي بسياري از متغيرهاي تصادفي را ديده مثال

توانيم انتظار داشته باشيم مقـادير يـك متغيـر نزديـك بـه       گويد كه مي ولي تجربه مي. دگيرن نميرا 

به سخن ديگر، مقادير . شود ناميده مي "اميد"ميانگين همچنين  رو است كه از اين ن باشدآميانگين 

اي درباره اين  كمي از نتايج پايه. شود رف نمييك متغير تصادفي احتمالاً خيلي زياد از ميانگين منح

عنوان مركزي انحراف از ميانگين را شرح خواهيم داد و خاطر نشان خواهيم كرد كه چگونـه ايـن   

  .روند ها و تخمين زدن با نمونه سازي به كار مي نتايج براي آزمودن فرضيه

ركوف اسـت، كـه يـك كرانـه     قضـيه مـا   اول. ها دو نتيجه را گسترش خواهيم داد در اين يادداشت

 ـ    ايـن احتمـال كـه مقـدار يـك متغيـر تصـادفي بيشـتر از          ياربالايي ساده، ولـي نوعـاً زمخـت، ب

كنـد اگـر    گيري ماركوف صدق مي نتيجه. كند ن است را فراهم ميآضرب معيني از ميانگين  حاصل

ت و اينكه مقـادير  كه هيچ چيز درباره يك متغير تصادفي ندانيم مگر آن كه بدانيم ميانگين آن چيس

تـر از آن   از اين رو، قضيه ماركوف خيلي كلي اسـت، ولـي بـاز هـم ضـعيف     . آن غير منفي هستند

  .نتايجي است كه اطلاعات بيشتري درباره توزيع متغير به محاسبه در آيد

شناسيم، بلكه كميت عـددي ديگـري كـه واريـانس      ها، نه تنها ميانگين را مي دربسياري از موقعيت

اي مـا قضـيه چبـي شـف      گيري پايـه  دومين نتيجه. شناسيم شود را هم مي صادفي ناميده ميمتغير ت

ي بدسـت  تربههاي  كند تا كرانه است، كه قضيه ماركوف و اطلاعات درباره واريانس را تركيب مي

  .ن را بررسي خواهيم كردآهاي محاسبه  واريانس و راه خصوصياتهمچنين . دهد
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  قضيه ماركوف .6

ك برآورد كلي زمخت از احتمال اينكه يك متغير تصادفي مقداري بسـيار بزرگتـر   قضيه ماركوف ي

  .دهد كند را به دست مي از ميانگين خود حمل مي

 IQ. توضـيح داد  ،IQ ،توان با مثالي ساده از ضـريب هوشـي   ايده پس زمينه قضيه ماركوف را مي

حالا تنهـا از ايـن واقعيـت    . باشد IQ ،100گيري  اندازه) حد متوسط(تا اينكه ميانگين  اختراع شد

چـون   ،يا بيشتر داشته باشـند  200يIQتوانند  جمعيت مي 1/2توانيم نتيجه بگيريم كه حداكثر  مي

بايسـت بيشـتر از    داشـتند، آنگـاه حـد متوسـط مـي      200يIQكه اگر بيشتر از نيمي از جمعيـت  

( )100= 200 . بـود  100شـود كـه حدمتوسـط     ن واقعيت ميآشد و اين ناقض  در نظر گرفته مي 1/2

البتـه ايـن   . اسـت  1/2حـداكثر   شته باشديا بيشتر دا 200يIQبراين احتمال اينكه يك شخص بنا

. تاكنون به ثبت نرسيده است 200بالاتر از  يIQدر واقع، هيچ ! گيري خيلي محكمي نيست نتيجه

مطمئناً به ثبت رسيده است، پس باز  150بالاي  يIQ. يا بيشتر ثبت شده است 150ولي تا حدود 

 ـ IQهم كسر بسيار كوچكي از مردم واقعاً  ولـي اگـر چـه ايـن     . الا باشـد را دارا هسـتند  يي كـه ب

هاي كلـي هسـتند كـه     گيري ترين امكان نتيجه ضعيف هستند، عملاً قوي IQها درباره  گيري نتيجه

دست باشد به  100ن آتوان درباره متغير تصادفي غيرمنفي با استفاده از تنها واقعيتي كه ميانگين  مي

را انتخـاب كنـيم و بـا احتمـال      200مقدار  1/2احتمال  ال، اگر يك متغير تصادفي ببراي مثا. آورد

واقعـاً   رخ دهد يا بيشتر 200مقدار  اينكهشود و احتمال  مي 100ميانگين آن را بگيرد  oمقدار  1/2
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 200 رخـداد  احتمال ايتوانيم اميد داشته باشيم كه يك كرانه بالايي بهتر بر بنابراين نمي. است 1/2

  .بدست آوريم 1/2از بيشتر 

 مقـادير بـراي تمـام    آنگاهيك متغير تصادفي غيرمنفي باشد،  Rاگر  )قضيه ماركوف( 6. 1قضيه 

  :داريم xمثبت 

{ }
[ ]

Pr .
E R

R x
x

≥ ≤  

]نشان خواهيم داد كه  .برهان ] { }PrE R x R x≥ نتيجه مورد نظر  xبر  و با تقسيم هر دو طرف ≤

  .آوريم بدست ميرا 

]رويـداد  غير شاخص مت xIبنابراين فرض كنيد  ]R x≥     باشـد و متغيـر تصـادفيxxI   را در نظـر

  توجه داشته باشيد كه. بگيريد

,xR xI≥  

)چونكه در هر نقطه نمونه، )w،  

)اگر  • )R w x≥  پس( ) ( ). xR w x x xI w≥ =  و =1

)اگر  • )R w x<  پس( ) ( ). xR w x xI w≥= =o. 

  بنابراين،

xRرو كه  از آن( xI≥(      [ ] [ ]xE R E xI≥  

]        )Eخطي بودنِ( ]xxE I=  

            { }Pr xx I= =1  
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}         )xIتعريف ( }Pr .x R x= ≥  

�  

در زير بـه عنـوان يـك     جايگزيني از آن شود،  عنوان مي ،قضيه ماركوف اغلب به شكلي جايگزين

  .قضيه فرعي بيان شده است

c هر مقداربراي  آنگاهمنفي باشد، يك متغير تصادفي غير Rاگر  6. 2قضيه فرعي  ≥1  

[ ]{ }Pr . .R c E R
c

≥ ≤
1  

] قرار دهيددر قضيه ماركوف  .برهان ].x c E R=            �  

  هايي از قضيه ماركوف مثال 6. 1

در پايان . كنند آويزان ميهايشان را  روند و كلاه مرد به يك ضيافت شام مي nدر نظر بگيريد كه 

جا شده به صاحبانشان عودت داده شد، بنابراين هر مرد كلاه خود را به  به ها تصادفاً جا شب، كلاه

]خطي بودن اميد براي نشان دادن اينكه اي قبلي از ه گيرد، در يادداشت مي /n1احتمال  ]E R =1 

كلاه درست را بدست مرد  xجه به قضيه ماركوف احتمال اينكه حداقل با تو .استفاده كرديم

  :آورند عبارت است از

{ }
[ ]

Pr .
E R

R x
x x

≥ ≤ =
1  

رد كه هر مردي كلاه درست را بگيرد صرف نظر از وجود ندا ٪20براي مثال، بهتر از يك بخت 

  .تعداد افرادي كه در ضيافت شام حضور دارند



 ١٩  اميدهاي از دست رفته ه ـفصل چهارد

غذاي چيني  فر در حال خوردن پيشن nدر اين مورد . غذاي چيني مسئله بسيار مشابهي است پيش

چرخاند تا هر كدام  ميسپس يك نفر سيني را . هستند كه روي يك سيني مدور گردان قرار دارد

احتمال اينكه هر يك همان پيش غذاي قبلي را دريافت كند . يك پيش غذاي تصادفي گيرش بيايد

سمت و سوي متساوي الاحتمال براي توقف پس از چرخش سيني وجود  nچقدر است؟ تعداد 

بنابراين . كند ها دريافت مي جهت nغذاي صحيح را درست در يكي از اين  هر نفر پيش. دارند

  ./n1پاسخ صحيح عبارت است از 

هايي  تعداد آدم Rآوريم؟ فرض كنيد متغير تصادفي  ولي از قضيه ماركوف چه احتمالي بدست مي

]توانيد نشان بدهيد كه  مي. نندك غذاي صحيح را دريافت مي باشد كه پيش ]E R با به كارگيري  .1=

  :شويم قضيه ماركوف متوجه مي

{ }
[ ]

Pr .
E R

R n
n n

≥ ≤ =
1  

  !غذاي چيني، قضيه ماركوف استوار است بنابراين براي مسئله پيش

اين احتمال كه در مسئله كلاه، كلاهايشان  برايرا  /n1 سوي ديگر، قضيه ماركوف همان كراناز 

)ولي در واقع، احتمال اين رويداد . دهد را دريافت كنند، بدست مي )!n1/ بنابراين براي . است

  .دهد را بدست مي بالايي كه خيلي از واقعيت دور است مسئله كلاه، قضيه ماركوف كران

  دار  كرانقضيه ماركوف براي متغيرهاي  6 .2

كه به هر حال، درست ( MITدر ميان دانشجويان  IQشويم كه حدمتوسط  فرض كنيد خبردار مي

داشته باشد چه  200بيشتر از  MIT IQدرباره احتمال اينكه يك دانشجوي . است 150) نيست
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دانشجويان  3/4يا  150/200گويد كه بيش از  توانيم بگوئيم؟ قضيه ماركوف بلافاصله به ما مي مي

اركوف را به يك متغير در اينجا به سادگي قضيه م. بالايي داشته باشند IQتوانند چنين  نمي

  :گيري كنيم كه به كار برديم تا نتيجه MITي يك دانشجوي تصادفي IQهم ارز با  ،Rتصادفي 
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يك  MITهيچ دانشجوي ): صحيح باشدكه شايد (را مشاهده كنيم  ديگرولي بيائيد يك واقعيت 

IQ اين به آن معني است كه اگر فرض كنيم . ندارد 100ي كمتر از:T R=  T آنگاه ،100−

  :به كار ببريم و نتيجه بگيريم كه T رايتوانيم قضيه ماركوف را ب منفي است و بنابراين مي غير

{ } { }
[ ]

Pr Pr .
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R T> = > ≤ = =
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3نه  ،بنابراين فقط نيمي

4
. آور باشند كنند اعجاب توانند به آن ميزان كه فكر مي از دانشجويان مي ،

  !كمي هم آرامش خوب است

Rقضيه ماركوف به  تر، با به كار بردن به طور كلي L−  به جايR بـا  هاي بهتـري   توانيم كرانه مي

Lپائيني  توجه به كران > o از R بدست آوريم.  

، داشـته باشـيم، آنگـاه    Sيك متغير تصـادفي،   اي، برuكران بالايي،  يكسان هم، اگر  به طور هم

u S−  يك متغير تصادفي غيرمنفي خواهد بود و به كار بردن قضيه ماركوف بهu S−  به ما اجازه

  .را محدود كنيم باشدخيلي از اميد خود كمتر  Sخواهد داد احتمال اينكه 
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  ي شفقضيه چپ .7

ميانگين در دست داريم، ولي غالبـاً   )اميد(ما تفسيرهايي از قضيه ماركوف براي احتمال انحراف از 

خواهيم كه براي فاصله گرفتن از ميانگين در هر جهتـي بـه كـار رود، يعنـي كـه،       هايي را مي كرانه

]حتمال كه هايي بر اين ا كرانه ]R E R−  باشدبزرگ.  

كمي آشفته است كه مستقيماً قضيه ماركوف را در اين مسئله به كار بـريم، زيـرا در كـل محاسـبه     

[ ]E R E R −  رو كه  با اين وجود، از آن. آسان نيستR  و به همين ترتيبk
R  براي هرR 

kهم براي رويداد  ف، عدم تساوي ماركواستمتغير غيرمنفي  k
R x ≥

 
ولي . شود به كار برده مي 

Rاين رويداد با رويداد  x ≥  ارز است، بنابراين داريم هم:  

xو هر  kهر عدد صحيح مثبتي  و Rي براي هر متغير تصادف 7. 1 لم > o،  

{ }Pr .

k

k

E R
R x

x

 
 ≥ ≤  

kبراي  لمحالت ويژه اين  = ]توان براي محدود كردن متغير تصادفي  را مي 2 ]R E R− ،  به كـار

  مثلاً. كند گيري مي از ميانگين خود را اندازه Rكه انحراف برد 

)2(      [ ]{ } [ ]( ){ }
[ ]( )

Pr Pr
E R E R

R E R x R E R x
x

 −  − ≥ = − ≥ ≤

2

2
2

2
  

از متغير تصادفي غيرمنفي،  7. 1 لمبا به كار گرفتن  )2(در ساوي نام در آن جايي كه

[ ]( )R E R−
]ض بر اينكه كميت با فر. كند ، تبعيت مي2 ]( )E R E R −  

توانيم  ي است، ميمتناه 2
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منحرف شود عبارت است از  xاز ميانگين خود با بيشتر از  Rنتيجه بگيريم كه احتمال اينكه 

( )xo
2

1/.  

] ،Rير تصادفي، يك متغ واريانس 7. 2.تعريف  ]var R، عبارت است از:  

[ ] [ ]( )var :: .R E R E R = −  

2  

  را به شكل زير عنوان كنيم )2(توانيم دوباره  بنابراين مي

يك عدد مثبت  xيك متغير تصادفي باشد و فرض كنيد  Rفرض كنيد  ).چبي شف( 7. 3قضيه 

  اهگآن. باشد حقيقي

[ ]{ } [ ]var
Pr .

R
R E R x

x
− ≥ ≤

2
  

]گزاره  ]( )E R E R −  

رين از خـلال  بهترين شيوه حل آن تم. براي واريانس كمي مرموز است 2

]ترين گزاره  دروني آن از درون خارج است ]R E R−، ص انحـراف  به طور مشخR  ميـانگين  از

]آوريـم،   اين را از راه به توان دو رساندن، بدست مي. خود است ]( )R E R−
ايـن يـك متغيـر    .  2

باشد و يك عدد بزرگ مثبـت  نزديك به ميانگين  Rاست وقتي كه  oتصادفي است كه نزديك به 

هميشه نزديـك بـه ميـانگين     Rبنابراين اگر . شود ميانگين منحرف مي ازخيلي  Rاست وقتي كه 

د، واريـانس  غالباً دور از ميـانگين باش ـ  Rاگر  و باشد در آن صورت واريانس كوچك خواهد بود

  .بزرگ خواهد بود

  واريانس در دو بازي قمار 7 .1

  .هم مقايسه كنيم ارتباط واريانس علني است با هنگامي كه دو بازي قمار زير را
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  .بازيم مي )1$(يك دلار  1/3ال بريم و به احتم مي )2$(دو دلار  2/3با احتمال : Aبازي 

  .بازيم دلار مي 2001$، 1/3بريم و با احتمال  دلار مي 1002$، 2/3با احتمال : Bبازي 

را داريم، تا در هر بازي برنده شويم، ولي آن  2/3از نظر مالي كدام بازي بهتر است؟ همان احتمال 

  براي هر بازي چطور؟ اميددرباره . گويد همه داستان را نمي

و بـا   2 2/3با احتمال  Aبراي مثال . نهايي هر دو بازي باشد نتيجه Bو  Aفرض كنيد متغيرهاي 

  :نيمبراي هر بازي را به شكل زير محاسبه ك اميدتوانيم نتيجه نهايي  ميشود  مي 1− ،1/3احتمال 

[ ] ( ).E A = + − =
2 1

2. 1 1,
3 3

  

[ ] ( ).E B = + − =
2 1

1002. 2001 1.
3 3

  

  !نتيجه نهايي براي هر دو بازي همان است، ولي به طور آشكار بسيار متفاوت هستند

varتوانيم  مي. شود مي ديدهآنها آشكار نيست، ولي بوسيله واريانس  اميداين تفاوت در مقدار  A 

  :به شكل زير محاسبه كنيم "از درون خارج"ر كردن را با كا
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[ ]var B = 2.004,002.  

اش ايـن   بطـور حسـي، معنـي   ! ميليون بيش از دو Bاست و واريانس بازي  ,A2واريانس بازي 

دلار اسـت، ولـي نتيجـه     1$ انتظـار مـورد  معمولاً نزديك به مقدار  Aاست كه نتيجه نهايي بازي 

يانس بالا اغلب با خطر بـالا  وار. شود انتظار مورد تواند خيلي دور از اين مقدار مي Bنهايي بازي 

توانستيم  دلار ببريم، ولي تصوراً مي 10$اميدواريم  Aبازي  براي مثال، در ده دور. شود همراه مي

دلار برنـده   10$همچنين اميدواريم  Bاز سوي ديگر، در ده دور از بازي . در عوض ببازيم $10

  !دلار ببازيم 20,000$شويم، ولي عملاً ممكن بود بيشتر از 

  از معيارانحراف  7 .2

يك متغير تصادفي، واريـانس متغيـر تصـادفي    ) مربع(هاي مجذور  به دليل تعريف خود در عبارت

بالا، انحـراف از   Bبراي مثال، در بازي . ر از يك انحراف از ميانگين باشدبيشتت خيلي ممكن اس

مهلـك   مقـدار ولـي واريـانس آن   اسـت   2002و در ديگري  است 1001آمد  ميانگين در يك پي

اگـر متغيـر   : واريانس اشـتباه هسـتند   "اتحادهاي"از نقطه نظر تجزيه ابهادي، . است 2,004,002

اميد هم به شكل دلار است، ولي واريانس به صورت مجـذور   آنگاهتصادفي به صورت دلار باشد، 

اين دليل، اغلب متغيرهاي تصـادفي را بـا اسـتفاده از انحـراف اسـتاندارد بـه جـاي         هب. دلار است

  .دهند ميواريانس توضيح 

  :جذر واريانس است Rيك متغير تصادفي  از Rσانحراف استاندارد  7. 4.تعريف 

[ ] [ ]( ): var .
R

R E R E Rσ  = = −
 

2  
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آن چقـدر گسـترده    "قسـمت اصـلي  "دهد كه  نشان مي را انحراف استاندارد يك توزيع: 1تصوير 

  .است

در مثـال مـا    –داراي همـان واحـدها   كه از ميانگين است، حراف استاندارد جذر انحرافبنابراين ان

 -بطـور حسـي، كـارش انـدازه    .  را به عنوان متغير تصادفي اصلي و به عنوان ميانگين است -دلار

توانيم به جذر خارج به عنـوان فسـخ    كه مي زيرااست،  "ميانگين) حد متوسط(از انحراف "گيري 

  .فكر كنيممربع در داخل 

  :عبارت است از Bانحراف استاندارد نتيجه نهايي بازي  7. 5مثال 

[ ]var .B Bσ = = ≈2,004,002 1416  

شـود؛   منحرف مـي  2002منفي  مقدار يا 1001مثبت مقدار عملاً از ميانگين با  Bمتغير تصادفي 

  .دهد اين موقعيت را به خوبي شرح مي 1416انحراف استاندارد 

گيـري   توزيع گـراف را انـدازه   "قسمت اصلي " "گستردگي "انحراف استاندارد  حسيبه صورت 

  .درآمده است شكلبه  1كند، همان طور كه در تصوير  مي
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هـاي انحـراف اسـتاندارد وجـود      مفيد از قضيه چبي شف در عبارت بندي مجدد ساده يك فورمول

  .دارد

  .مثبت باشد حقيقييك عدد  c و متغير تصادفي است Rفرض كنيد  7. 6قضيه فرعي 

[ ]{ }Pr
R

R E R c
c

σ− ≥ ≤
2

1  

)در يك  R "لامحتا"دير بينيم كه چطور مقا در اينجا بوضوح مي )Rσo گيري شده  منطقه اندازه

]پيرامون  ]E R، گيرد كه توزيع  با تأكيد بر اينكه انحراف استاندارد اندازه ميR   پيرامون ميـانگين

  .شود آن چطور گسترده مي

[ ]{ } [ ]
( ) ( )

var
Pr .R

R

R R

R
R E R c

cc c

σ
σ

σ σ
− ≥ ≤ = = �

2

2 2 2

1  

  IQمثال  7. 3

 است 10كه  IQباشد همچنين انحراف استاندارد  IQ100فرض كنيد كه، در مجموع ميانگين 

  يا بيشتر باشد چقدر ناياب است؟ 200كه  IQيك . دانيم را مي

بنابراين داريـم  . باشدكه به تصادف انتخاب شده است، فردي  R ،IQ،فرض كنيد متغير تصادفي 

R
σ =10، [ ]E R }خواهيم  مي. غيرمنفي است Rو  100= }Pr R ≥   .را محاسبه كنيم 200

  دهد، مثلاً، زمخت بدست مي ماركوف كران 6. 1ايم كه قضيه  قبلاً ديده

{ }Pr .R ≥ ≤
1

200
2
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  :بريم اينك قضيه چبي شف را براي همان مسئله به كار مي

{ } { }
[ ]var

Pr Pr .
R

R R≥ = − ≥ ≤ = =
2

2 2

10 1
200 100 100

100 100 100
  

تساوي صادق است زيرا  و گام اول بيان احتمال مطلوب به شكل مورد نياز قضيه چبي شف است؛

R آورد م تساوي را بدست ميگاه عدقضيه چبي شف آن. غيرمنفي است.  

يـا   IQ200 ه حداكثر يك شخص در ميـان صـد نفـر   كند ك بنابراين قضيه چبي شف دلالت مي

از آنچه با دانسـتن   بهتري سياربكران ، R، مثلاً واريانس با استفاده از اطلاعات افزوده. دبيشتر دار

  .توانستيم بدست آوريم اميد مي

  واريانس خصوصيات .8

  چرا واريانس؟ 8 .1

]به عنوان  Rتعريف واريانس  ]( )E R E R −
 

واريـانس  . تر به نظـر برسـد   چه بسا اختياري 2

انحـراف  "به اين دليل، برخـي اوقـات بـه واريـانس     . حدمتوسط مجذور انحراف از ميانگين است

ولي جرا جذرگيري را به زحمت بياندازيم؟ چرا به سادگي حدمتوسط . گويند مي "مجذور ميانگين

]نكنـيم؟ يعنـي اينكـه، چـرا واريـانس       انحراف از ميانگين را محاسبه ]E R E R −   تعيـين  را

  نكنيم؟

يكـديگر را خنثـي   هاي مثبـت و منفـي از ميـانگين دقيقـاً      مسئله اين تعريف اين است كه انحراف

  :با توجه به خطي بودن اميد، داريم. كنند مي

[ ] [ ] [ ] .E R E R E R E E R   − = −     



 اميدهاي از دست رفته ه ـفصل چهارد  ٢٨

]رو كه  از آن ]E R  بنابراين . آن خودش است انتظاريك ثابت است، مقدار  

[ ] [ ] [ ]. .E R E R E R E R − = =  o  

از آنجا كه مجـذور  ! كه مفيد نيست .متغير تصادفي واريانس صفر دارد با توجه به اين تعريف، هر 

هاي مثبـت   ؛ انحرافكند را مثبت ميهاي مثبت و منفي از ميانگين  تعريف، هر دو انحراف كران در

  .برند يكدگر را از بين نميو منفي 

ر مطلـق  هـاي مثبـت و منفـي بـا گـرفتن يـك قـد        انحراف از بين رفتنتوانستيم  البته، همچنين مي

]كه واريانس  تعريف كنيمتوانستيم  يعني اينكه، مي. جلوگيري كنيم ]E R E R −  هـيچ  . باشد

قـراردادي   تعريـف  بـا ايـن وجـود   . ريف استفاده نبايـد كـرد  دليل منطقي وجود ندارد كه از اين تع

  .قدر مطلق ندارد تعريفرياضي ارزشمند دارد كه  خصوصياتواريانس مقداري 

نها بـراي تعيـين واريـانس تعـدادي از     دهيم و از آ را شرح مي خصوصياتهاي زير اين  در قسمت

  .كنيم هاي احتمالي مهم استفاده مي توزيع

  زين واريانسيك تعريف جايگ 8 .2

وجود دارد، ولي  است مورد توجه ارز براي تعيين واريانس يك متغير تصادفي كه كمتر يك راه هم

  :تر است ها آسان اغلب براي استفاده در محاسبات و برهان

  .R،براي هر متغير تصادفي 8 .1قضيه 

[ ] [ ]var ,R E R E R = − 
2 2  
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]گذاري  در اينجا از علامت ]E R
]نويسي  به عنوان كوتاه 2 ]( )E R

بـه خـاطر   . كنيم استفاده مي 2

Eداشته باشيد كه  R  
]بـه طـور كلـي بـا      2 ]E R

 اميـد دانـيم كـه مقـدار     مـي . برابـر نيسـت   2

 Rو . متغيرهاي مستقل است، ولي در كل اينطـور نيسـت   ميدامقادير  ضرب حاصلضرب،  حاصل

  .مستقل از خودش نيست مگر كه ثابت باشد

]فرض كنيد . برهان ]E Rµ   پس: =

]      )واريانس 7 .2تعريف ( ] [ ]( )var R E R E R = −
 

2  

)        )µتعريف ( )E R µ = −
 

2  

         E R Rµ µ = − + 
2 2

2  

]       )خطي بودن اميد( ]E R E Rµ µ = − + 
2 2

2  

µ(       Eتعريف (  R µ µ = − + 
2 2 2

2  

          E R µ = − 
2 2  

]         )µتعريف ( ] .E R E R = − 
2 2  

�  

}يك متغير برنولي باشد جائي كه  Bبراي مثال، اگر  }: Prp B=   آنگاه 1=

)3(        [ ]var ( ) .B P P P P= − = −2
1  
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كنــــد، داريــــم  را حمــــل مــــي oو  1فقــــط مقــــادير  Bرو كــــه كــــه  از آن .برهــــان

[ ] ( ). .E B P P P= + − =o1 Bرو كه  از آن. 1 B= Eهمچنين داريم  2 B P  = 
بنـابراين  2

  �              .آيد بدست مي )8. 1(بلافاصله از  )3(

  واريانس صفر 8 .2 .1

وقتي كه متغير تصادفي هرگز از ميانگين  Kواريانس صفر دارد؟ ،R،چه موقع يك متغير تصادفي

  !شود منحرف نمي

  گرصفر است اگر و فقط ا ،R،واريانس يك متغير تصادفي  8. 2 لم

[ ]{ }Pr R E R= =1  

] هبنابراين گفتن اينك ]var R = o  است كه بگوئيم  اينتقريباً مثلR مثلاً آن مقدار .ثابت است

تواند  مي.(كند نمونه با احتمال غير صفر حمل مي فضاياعضاي ثابت را برابر با اميد بر روي تمام 

نمونه با احتمال صفر بدون اثرگذاري بر واريانس را حمل  فضاياعضاي  دار متناهي رويهر مق

  .)كند

  با توجه به تعريف واريانس. برهان

( )E R E R − =
 

o
]    اگر و فقط اگر    2 ]var R = o  
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]گزاره داخلي سمت راست ، ]( )R E R−
بـه عنـوان   ). بـدليل مربـع  (سـت  منفـي ا  ، هميشه غير2

]گيري،  نتيجه ]( )E R E R − =
 

o
]اگر و فقط اگر  2 ]( ){ }Pr R E R− ≠ o

صفر باشد، كه  2

]كه بگوئيم  به اين معني است ]( ){ }Pr R E R− = o
  يعني كه،. يك است 2

[ ]( ){ }Pr R E R− = =o
2

]  اگر و فقط اگر     1 ]var R = o  

]ولي  ]( )R E R− = o
]و  2 ]R E R= رويداد هستند يكهاي متفاوتي از  توصيف.  

  بنابراين،

[ ]{ }Pr .R E R= ]  اگر و فقط اگر    1= ]var R = o  

�  

  ها ابتكاركردن با ث 8. 2 .2

 ضـرب دهد كه واريانس يك متغير تصادفي چگونه وقتي كه توسط يك ثابـت   مي شاننضيه زير ق

  .يابد دهد، تغير مي شود يا تغير مكان مي مي

  .ثابت باشند bو  aيك متغير تصادفي و  Rفرض كنيد  8. 3قضيه 

  گاه آن

)4(      [ ] [ ]var var .aR b a R+ = 2  
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به متغير تصادفي بـر واريـانس    bاول اينكه افزودن يك ثابت . كند مي بايجا را اين قضيه دو نكته

 آن ثابـت مربـع   بـه انـدازه  دوم، ضرب يك متغير تصادفي در يك ثابت واريانس را . گذارد اثر نمي

  .دهد تغيير مي

]اولـين گـام گسـترش    . رسيم ميرا به سمت راست  )4(ت چپ سماز  .برهان ]var aR b+   بـا

  .استفاده از تعريف جايگزين واريانس است

[ ] ( ) ] [var aR b E aR b E aR b + = + − +
 

2 2  

براي عبارت اول، يادتان باشد كه . ما بر روي عبارت اول كار خواهيم كرد و بعد روي عبارت دوم

  د،با توجه به خطي بودن امي

)5(      ( ) [ ]E aR b E a R abR b a E R abE R b     + = + + = + +    
2 2 2 2 2 2 2

2 2  

  :همينطور هم براي عبارت دوم

)6(        [ ] [ ]( ) [ ] [ ]E aR b aE r b a E R abE R b+ = + = + +
2

2 2 2 2
2  

  .كنيم سرانجام، عبارت گسترش يافته دوم را از عبارت اول كم مي

]        )8 .1يه قض( ] ( ) [ ]var aR b E aR b E aR b + = + − +
 

2 2  

[ ]a E R abE R b = + + − 
2 2 2

2  

)        ) 6(و ) 5(با ( [ ] )a E R abE R b  + + 
2 2 2 2

2  

[ ](a E R a E R = − 
2 2 2 2  
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( [ ] )a E R E R = − 
2 2 2  

].            )8. 1قضيه ( ]vara R= 2  

�  

يك قانون مشابه براي انحراف استاندارد وقتي كه يك متغير تصادفي توسط يك ثابت تصحيح 

  .جذر واريانس استطر بياوريد كه انحراف استاندارد خابه . كند شده باشد صدق مي

ضرب . دهد به يك متغير تصادفي انحراف استاندارد را تغيير نمي bبنابراين، افزودن يك ثابت 

  بنابراين داريم. كند ضرب مي aدر  را انحراف استاندارد aكردن يك متغير تصادفي در ثابت 

aRانحراف استاندارد  8. 4.قضيه فرعي  b+ است با برابرa با انحراف استاندارد  برابرR.  

  جمع لواريانس حاص 8 .3

 جمـع عبـارت   مستقل، واريانس حاصل دوبدو ي تصادفيپيش از اين، ادعا كرديم كه براي متغيرها

  .هاست جمع واريانس از حاصل است

گـرفتيم كـه    اگـر اسـتقلال را نديـده بگيـريم، نتيجـه مـي      . ضـروري اسـت   دوبـدو  شرط استقلال

[ ] [ ] [ ]var var varR R R R+ = سمت چپ برابـر بـا    8. 3با اين وجود؛ با توجه به قضيه . +

]برابر 4 ]var R در حالي كه سمت راست عبارت است از  است[ ]var R .2 .اش برابـر   تساوي

]است كه  ]var R = o،كه  درست استفقط در صورتي  8. 2 لمبا توجه به  ،كهR ثابت باشد.  

. استقلال دو به دو مورد نياز خواهد بـود  و فقط :ضروري نيست متغيرها با همقلال با اين همه است

رند كـه دو بـه دو   جمله متغيرها وجود دا هاي مهمي من دانستن اين مسئله مفيد است زيرا موقعيت
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تلاقي كردن روزهاي تولد مثـالي از ايـن دسـت اسـت،     . مستقل نيستندمستقل هستند ولي همگي 

  .زير متوجه خواهيم شدهمانگونه كه در 

,اگر  ]خاصيت جمع واريانس دو به دو مستقل[ 8 .5قضيه  , , nR R RK
1 2

متغيرهـاي تصـادفي    

  آنگاهمستقل باشند، دوبدو 

[ ] [ ] [ ] [ ]var var var var .
n n

R R R R R R+ + + = + + +K K
1 2 1 2

  

  با توجه به خطي بودن اميد، داريم .برهان

n n n

i i j

i i j

E R E R R
= = =

    
=    

     
∑ ∑ ∑

2

1 1 1

  

          )خطي بودن(
n n

i j

i j

E R R
= =

 =  ∑ ∑
1 1

      

]    )دو استقلال دوبه) (7( ]
n

i j i

i j n i

E R E R E R
≤ ≠ ≤ =

  = +   ∑ ∑ 2

1 1

  

ضـرب   ضـرب دو متغيـر مسـتقل حاصـل     كنيم كـه اميـد حاصـل    از اين واقعيت استفاده مي )7(در 

  .اميدهاي آنهاست

  همچنين،

n n

i i

i i

E R E R
= =

    
=     

    
∑ ∑

2

2

1 1

  

]            )خطي بودن( ]
n

i

i

E R
=

 
=  
 
∑

2

1
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[ ]
n n

i j

i j

E R E R
= =

 =  ∑ ∑
1 1

  

)8(        [ ] [ ] .
n

i j i

i j n i

E R E R E R
≤ ≠ ≤ =

 = + ∑ ∑ 2

1 1

  

  بنابراين

var             )8 .1قضيه (
n n n

i i i

i i i

R E R E R
= = =

       
= −       

         
∑ ∑ ∑

2

2

1 1 1

  

   [ ]i i

i j n i

E R E R
≤ ≠ ≤ =

 = + − ∑ ∑ 2

1 1

  

]      ))8(و ) 7(( ] [ ]
n

i j i

i j n i

E R E R E R
≤ ≠ ≤ =

 
  +  

 
∑ ∑ 2

1 1

  

[ ]
n n

i i

i i

E R E R
= =

 = − ∑ ∑2 2

1 1

  

]        )ها حاصل جمع يكي كردنبا ( ]( )
n

i i

i

E R E R
=

 = − ∑ 2 2

1

  

]                )8 .1قضيه ( ]var .
n

i

i

R
=

=∑
1

  

  �                  .شود و قضيه ثابت مي

, يـك متغيـر  واريانسي اينك يك راه ساده محاسبه 
n p

H     ا اي ب ـ جملـه داريـم كـه يـك توزيـع دو

,دانيم  مي. است pو  n متغيرهاي
n

n p kk
H I

=
=∑ 1

كه  
kI     ها متغيرهـاي تصـادفي مسـتقل بـا
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o,مقادير  }.متقابلاً مستقل هستند .هستند 1 }Pr
K

I p= )واريانس  1= )P P1-   است، بنـابراين

  .با توجه به خطي بودن واريانس، داريم

  ).اي واريانس توزيع دوجمله( لم

)9(          [ ] ( ),var var .n p KH n I np p  = =  1-  

 گيري تصادفي تخمين نمونه .9

  شف گيري با استفاده از قضيه چي تخمين ترجيحات راي 9. 1

اي بـراي   هاي توزيع دوجملـه   ان، از كر13هاي فصل  گيري در يادداشت محاسبه ترجيحات رأيدر 

دهندگان كلينتون در مقابل جولياني استفاده  يتعيين سطوح اعتماد براي راي گرفتن از ترجيحات رأ

توانيم از قضيه چبي شف بـه عنـوان    شناسيم، مي اي را مي حالا كه واريانس توزيع دوجمله. كرديم

  .كنيم گيري استفاده يرأ ميزان راه حلي جايگزين براي محاسبه 

را بطـور تصـادفي   رأي دهنده  nما : بود 13هاي فصل  ترتيب به همان گونه است كه در يادداشت

كنيم  آوري خواهيم كرد و فرض مي جمع
nS         عدد كلـي نمونـه مـا باشـد كـه كلينتـون را تـرجيح

nS/. اند داده n  را به عنوان تخمين خود از كسر فعليp، دهندگاني كه كلينتـون را   متعلق به رأي

را انتخاب كنيم تا اينكه محاسبه تخمين ما در ميان  nخواهيم  مي. كنيم دهند استفاده مي ترجيح مي

  .زمان باشد 95%حداقل  pمتعلق به  0.04

 از آنجا كه
n

S داريم )9(اي توزيع شده است، بنابراين از  به صورت دوجمله  

[ ] ( )( )var .
n

S n p p n= ≤
1

1-
4
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)ماكسـيم  ه ك ـ بدسـت آمـد  واقعيت ساده  اين از 1/4 كران )p p1-  كـه   شـود  حاصـل مـي   وقتـي

p p= pهنگامي كه  ،يعني ،1− =1/2.  

nS/بعد، واريانس  n كنيم را محدود مي:  

]          ))4(در ( ]var varn
n

S
S

n n

   
=      

2

1  

n                ))9(در (
n

 
≤  
 

2

1 1

4
  

)10(              .
n

=
1

4
  

  :داريم )10(حالا از چبي شف و 

)11(      ]

( ) ( )

var /
Pr .

nn
S nS

P
n nn

  − ≥ ≤ = = 
 

2 2

1 156/25
0.04

0.04 4 0.04
  

حداكثر  )11(خواهيم جهت سمت راست  اعتماد بر پا كنيم، مي 95%براي اينكه تخمين خود را با 

1

20
  را انتخاب مي كنيم تا اينكه nبنابراين . باشد 

,
n

≤
156.25 1

20
  

  يعني اينكه،

n ≥ 3,125.  

محاسبه كرديم كه عمـلاً كـافي بـود فقـط      13هاي  ممكن است به ياد داشته باشيد كه در يادداشت

با استفاده از قضيه چبي شف اسـتخراج   3,125بسيار كمتر از آنچه  –دهنده را جمع كرد رأي 664
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اي كه قبلاً بدست آورديـم،   كرانه) كارآمدي(بنابراين كرانه چبي شف تقريباً به همان خوبي . كرديم

 اياز يـك كـران بـر   ف فقـط  در به كارگيري قضيه چبي ش ـ. ندارداين مسئله جاي تعجب . نيست

از سوي ديگر، از اين واقعيت كه متغير تصـادفي   13هاي  در يادداشت. استفاده كرديم nSواريانس 

nS معلوم  متغيربا (اي بود استفاده كرديم  دوجمله،n،  نـامعلوم   متغيروp .( دار اسـت كـه    معنـي

خيلي  ولي حتي اگر چه آن كران. انجامد هاي بهتر مي تر درباره يك توزيع به كرانه اطلاعات مفصل

اي بـه   خوبي يك راه محاسـبه قضـيه چبـي شـف را كـه بطـور گسـترده       بد، اين مثال اشمناسب نب

  .كشد اي كاربرد دارد را به تصوير مي هاي دوجمله تخمين

  دوباره روز تولد 9. 2

 خصوصـيات در اي نيسـتند زيـرا    هـاي مربـوط دوجملـه    هاي مهمي وجود دارند كه توزيـع  حالت

 هاي تخمين مبني بر كران ها، روش در اين حالت. كند دهندگان صدق نمي استقلال مثال ترجيح رأي

  .چبي شف ممكن است بهترين راه حل باشد

  .است يمثال چنين تلاقي روز تولد يك

 دو حـداقل ايم كه در يك كلاس صد نفري يـا بيشـتر، احتمـال بـالايي وجـود دارد كـه        لاً ديدهقب

 تعـداد  انتظـار  مـورد  توانيم عدد همچنين به سادگي مي. باشند يكسان داشتهيك روز تولد  دانشجو

ر د يكسـان هـاي   ولي آيا اين متشابهاً تعداد جفـت . را محاسبه كنيم ساندانشجويان با روز تولد يك

توانيم همـان راه حـل را بـراي     خواهد بود؟ مي انتظارمورد يك گروه نوعي عملاً نزديك به تعداد 
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دهنـدگان انجـام داديـم، بـه كـار       پاسخ دادن به اين پرسش همان طور كه در تخمـين تـرجيح رأي  

  .بگيريم

ه معني هاي دانشجويان ب جفتبين  يكسانولي توجه داشته باشيد كه برخورداري از روز تولدهاي 

دارنـد و   سـان براي مثال، با علم بر اينكـه آلـيس و بـاب روز تولـد يك    . رويدادهاي مستقل نيست

كنـد بـر اينكـه بـاب و تـد روز       دارند آشكارا دلالت مي يكسانهمينطور تد و آليس روز تولدهاي 

چيزي  دارند، يكساناز سوي ديگر، با علم بر اينكه آليس و باب روز تولد . دارند يكسانتولدهاي 

گويد، مثلاً ايـن دو رويـداد    داشته باشند به ما نمي يكساندرباره اينكه آيا آليس و كارول روز تولد 

  .واقعاً مستقل هستند

مستقل نيستند،  يكسانهاي مختلف دانشجويان با روز تولد  بنابراين حتي اگر چه رويدادهاي جفت

  .ستندراه مستقل، آنها دو به دو مستقل ه –در واقع حتي نه سه

دهنـده   دهد همان استدلال تلاقي روز تولد را همان طور كه بـراي تـرجيح رأي   اين به ما اجازه مي

,مثلاً فرض كنيد . استفاده كرديم، به كار ببريم , , nB B BK
1 2

كه بطور مسـتقل  شخص  nروز تولد  

i,و فرض كنيد  .اند باشد انتخاب شده jE  متغير شاخص براي رويدادي باشد كهi  امـين وj  امـين

]را داشته باشند، يعني اينكه رويداد  يكسان فرد منتخب روز تولد ]i jB B=   براي ساده سـازي، در

iگيريم كه براي  نظر مي j≠،  اينكـه  2احتمـال i jB B=، 1

365
هـا متغيرهـاي   iBبنـابراين  . اسـت  

                                                

}بنابراين .تر از روز تولدهاي زمستاني است در آمريكا روزهاي تولد پائيزي عمومي .٢ }Pr Bi Bj= ًاست 1/365 كمي بزرگتر از عملا. 
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i,رو  مستقل هستند و از اين jEمتغيرهاي دو به دو مستقل هستند، كه همه آن چيزي اسـت كـه    ها

  .ز خواهيم داشتنيا

  گزينه باشد يعني كه، nروزهاي تولد نزد  يكسانهاي  تعداد جفت nMفرض كنيد 

)12(          :: .
jn i

i j n

M E
≤ < ≤

= ∑
1

  

  

  بنابراين با توجه به خطي بودن اميد

[ ] . .
j jn i i

i j n i j n

n
E M E E E E

≤ < ≤ ≤ < ≤

    = = =       
∑ ∑

1 1

1

2 365
  

  بنابراين ست،اواريانس متغيرهاي دو به دو مستقل جمعي  8. 5يه همچنين با توجه به قض

[ ]var var var . .
j

j

n i

i j n i j ni

n
M E E

≤ < ≤ ≤ < ≤

       = = =          
∑ ∑

1 1

1 1
1-

2 365 365
  

]دانشجو، داريم  100اينك براي كلاسي با  ]E M ≈
100

) و 14 )< <14 1-1/365 14 [ ]var M
100

  

  بنابراين با توجه به قضيه چبي شف

{ }Pr .M x
x

− ≥ <
100 2

14
14  

xبا فرض بر اينكه  =  100وجود دارد كه در يك كلاس  50%گيريم كه شانسي بهتر از  نتيجه مي 6

  .خواهد بود 20و  8هاي دانشجويان با يك روز تولد در ميان  نفري، تعداد جفت
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  گيري دو به دو مستقل نمونه .10

استفاده كرديم خيلي شـبيه بـه    يكسانآوري رأي و روز تولد  ر بالا براي تجزيه جمعاستدلالي كه د

گيـري   گيري اساسي كه آن را قضيه نمونـه  تر با يك نتيجه ما آن را به نرمي به شكلي كلي. هم است

هـاي   جمـع  بويژه، نيازي نداريم كه خودمـان را بـه حاصـل   . كنيم بيان مي ناميم دو به دو مستقل مي

براي ساده . باشند يكسان يك محدود كنيم يا به متغيرهايي كه داراي توزيع –ر صفراقدماي متغيره

هاي مختلـف ممكـن ولـي بـا      سازي، قضيه مورد نظر را براي متغيرهاي دو به دو مستقل با توزيع

  .دهيم شرح مي يكسان ميانگين و واريانس

nGفرض كنيد  ).گيري دو به دو مستقل نمونه(قضيه  GK
1
, متغيرهاي دو بدو مستقل با ميانگين  ,

µ  معيارو انحراف σ كنيد فيرتع. باشند  
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  گاه آن
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σ
µ
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  
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nS/كنيم كه اميد  در ابتدا مشاهده مي .برهان n  عبارت است ازµ:  

      )nSتعريف (
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S

E E
n n
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 
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  

∑
1  
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        )خطي بودن اميد(
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µ
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nS/مهم  يتصصوخدومين  n  واريـانس   مسـاوي بـا  آن است كه واريانس آنiG    تقسـيم بـرn 
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  :گيري كافي است اين براي به كار بردن كرانه چبي شف و نتيجه

]var    )كرانه چبي شف( / ]
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S S n
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هـاي   گيري دو به دو مستقل يك اظهار مشخص درباره اينكه چطور حد وسـط نمونـه   قضيه نمونه

دهد كه بـا انتخـاب يـك     بويژه، نشان مي. شوند تصادفي به ميانگين نزديك مي هايمتغير ازمستقل 

توانيم به صورت اختيـاري محاسـبات صـحيح ميـانگين را بـا       مي ،n،نمونه به اندازه كافي بزرگ 

  .بدست آوريم 100% نزديكاعتماد 

  

  


