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  فصل هشتم

  ها مجانبي &&&& ها ضرب  ها، حاصل جمع  حاصل

  ها هاي بسته و تقريبي فرمول .1

هاي فني ها و ديگر جا مندي در تجزيه الگوريتم ها بصورت قاعده ضرب ها و حاصل مجموع

   قبلاً ديديم كه. شوند آماري نمودار مي –هاي احتمالي همچون امور مالي و سيستم
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)داشتن يك شكل بسته ساده مثل  ) /n n +1 هميدن و ارزيابي كردن آسان حاصل جمع را براي ف 2

. آيـد  صحيح است، ولي نگفتيم از كجا مـي  فرمولبت كرديم كه اين ما بوسيله استقراء ثا. كند تر مي

حتي وقتي كه . اي بحث خواهيم كرد هاي بسته لكردن چنين شك ، درباره روشهاي پيدا4در بخش 

همچنان ممكن است بتوانيم يك  .اي دقيقاً برابر با يك حاصل جمع وجود نداشته باشد اشكال بسته

  .با كارآمدي مفيد پيدا كنيم به يك حاصل جمع يقريبتشكل بسته 

  : شناست كهشويم همان فاكتوريل و آ ها بر آن متمركز مي ل ضربي كه در اين يادداشتحاص
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  .استرلينگ براي آن شرح خواهيم داد فرموليك شكل بسته تقريبي به نام 

، ممكـن اسـت شـكل    براي يك گزاره وجـود نداشـته باشـد    ، وقتي كه شكل بسته تقريبيسرانجام

ا، بـه عنـوان   ما نماد نويسي مجانبي ر. شخص كند وجود داشته باشدرشدش را م اي كه ميزان بسته

  .رشد، معرفي خواهيم كرد ميزانبراي توضيح  "شگفتي بزرگ"

  ارزش حقوق سالانه .2

ر براي بقيه عمرتـان را  آيا مايليد همين امروز يك ميليون دلار گيرتان بيايد يا سالانه پنجاه هزار دلا

ي از سوي ديگر، اگربه مدت طولان. ؟ از يك سو، خشنودي آني خوب چيزي استدهيد ترجيح مي

$ ،سال kزندگي كنيد مجموع دلارهايي كه در  K50 شود تان باشد خيلي بيشترمي دريافتي.  

حقوق سالانه يك ابزار . شود ت كه درباره حقوق سالانه مطرح مي، اين پرسش اسبه شكلي رسمي

 ـ   . شـود  ه تعـداد سـال مشـخص پرداخـت مـي     مالي است كه مبلغي پول ثابت در آغاز هـر سـال ب

سـال   nدلار در آغاز هر سال به مدت  mپرداختي حقوق سالانه  −m سال −nبخصوص، يك 

  .متناهي است، ولي هميشه اينطوري نيست n، در بعضي از موارد. 

بندي كردن  هاي دانشجويي و قسط ، وامآزمائي هاي بخت ايي در اين باره شامل تسويه حسابه مثال

ق حقـو شـان در تجـارت بـا     وال استريت صفت هم هستند كه تخصصحتي مردماني . خانه است

  .سالانه است

زمايي آ هاي بخت براي مثال، موسسه. ارزد مي چقدرست كه حقوق سالانه يك پرسش كليدي اين ا

 20دلار سـالانه بـه مـدت     50/000، بطور ذاتي. كنند ها را خالي مي در طول ساليان دراز جك پات
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 اگر تمـام پـول نقـد را در آن   . يون دلار در حال حاضر داشته باشدسال بايد ارزش كمتر از يك ميل

و بهـره بـرداري از آن را شـروع     توانستيد آن را در سرمايه گذاري بكـار بگيريـد    واحد داشتيد، مي

نـيم   سـال و مبلـغ   20دلار سالانه بـه مـدت    50,000$شد اگر انتخاب ميان  ولي چه مي. كرديد مي

  .است ر روشن نيست كدام گزينه بهتر؟ حالا ديگميليون دلار همين امروز بود

شـود امـروز چـه     نيم دلاري كه در آينده پرداخت مي، بايد بداهايي ه منظور پاسخ به چنين پرسشب

سـرمايه   p ثابـت  رخ بهرهتوان در يك ن براي ساختن نمونه، فرض كنيم كه پول را مي. بهايي دارد

  .راي بقيه بحث در نظر خواهيم گرفترا ب %8 ما نرخ تورم را. گذاري كرد

 p) تـورم (نـرخ بهـره   امـروز كـه ده دلار در   . مهم اسـت  نرخ بهرهبريم چرا  اينجاست كه پي مي

)سرمايه گذاري شود به اين صورت در خواهـد آمـد    )p1+ و در  در طـول يـك سـال،    10.80=10.

)مدت دو سال  ) .p ≈
2

1+ 10 ، اگر از حالا به مـدت  به طريقي ديگر كه نگاه كنيم. لي آخرا و 11.66

)يك سال ده دلار پرداخت شود در واقع ارزش برابر با  ).p ≈1/ 1+ 10 . دلار امروز خواهد بود 9.26

آنـرا سـرمايه گـذاري كنـيم و در      توانيم داشته باشيم، مي 9.26$ست كه اگر ما امروز دليلش اين ا

 ـ p، بنـابراين . به هر شكل در بيـاوريم  10.00$مدت يك سال  ول پرداختـي در آينـده را   ارزش پ

  .كند تعيين مي

  ارزش آينده پول 2 .1

اولـين پرداخـت   . پرداخت است −mسال و  −nاي به مدت  هدف ما تعيين ارزش حقوق ساليانه

m  ًدلار واقعاm ولي دومين پرداخت در سال بعد فقـط  . ارزد دلار مي( )/m p1+  ارزد دلار مـي .
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)همينطور هم، پرداخت سـوم   )/m p
2

)پرداخـت فقـط    امـين nو  +1 )/
n

m p
−1

. ارزد دلار مـي  +1

  :اين يعني كه. ل جمع ارزشهاي پرداختي برابر استحقوق سالانه با حاص Vارزش كل 
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يـك راه  . كنـيم محاسـبه  يـد ايـن حاصـل جمـع را     ، باسـالانه  به ارزش واقعي حقـوق براي محاس

,جايگذاري مقادير  ,p m nو آنها را با هم جمع كردن است، است، محاسبه هر عبارت به وضوح ، .

شـكل  "عبارت . (كند تر مي ل بسته ويژه دارد كه كار را آسان، اين حاصل جمع يك شكبا اين حال

، ابتـدا  ).دهـد  ضـرب ارجـاع مـي    يا نماد حاصل مجموعيابيه رياضي بدون هيچ به يك گزار "بسته

  .تر كنيم را با چندين جايگزين قشنگ مجموعيابياجازه بدهيد 
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ضـيه  است تا اينكه بتوانيم آن را با ق به شكلي ويژه مجموعيابيها قرار دادن  هدف از اين جايگزين

  .نيمائه شده در بخش بعدي محكم كار

  هاي هندسي حاصل جمع 2 .2

nبراي همه  2 .1 قضيه xو تمام  1≤ ≠1،  
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هندسـي   مجمـوع شكل قابل تشخيص دهنده يك . هندسي است مجموع قضيهاين مجموعيابي در 

  ها ين صورت است كه هر كدام از عبارتبه ا

, , , , n
x x x x

−
K

2 3 1
1,  

  .ثابت است x ر اين مورد،د و است 1 قبل دفعهت ثابت كه در به دفعا مجموعدر 

  .شود شروع مي 1دهد كه با  هندسي بدست مي مجموعيك شكل بسته براي  قضيه

همانطور كه در اغلب . را ديديم قضيههايمان درباره استقراء يك برهان از اين  ش از اين در درسپي

. كند مول چطور پيدا شده است ارائه نمياول فر در مكان يي از اينكهموارد، برهان استقراء هيچ ردپا

باشد و بعـد   مجموع مقدار sراه حل اين است كه فرض كنيم . تر داريم گرانه اينجا اشتقاقي روشن

  :چي است −xSمشاهده كنيم 

n
s x x x x

−= + + + + +K
1 2 3 1

1    

.n n
xs x x x x x

−− = − − − − − −K
2 3 1  

  :دهد جمع اين دو معادله مي

,n
S xS x− =1-  

  بنابراين 

n
x

S
x

=
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  .بيشتر صحبت خواهيم كرد) اثبات صرفدر مقابل ( يابي مجموعهاي  رمولدرباره ف
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  بازگشت دوباره مسئله حقوق سالانه 2. 3

دلار در  mارزش حقوق سالانه كه . كنيم نه را حلتوانيم مسئله قيمت گذاري حقوق سالا حالا مي

  :شود پردازد به شكل زير محاسبه مي سال مي nشروع هر سال به مدت 
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كـه پـيش از ايـن بدسـت      حاصله از ارزش حقوق سالانه اسـت  مجموعيابيخط اول بيان دوباره 

  . كند هندسي استفاده مي مجموعشكل بسته براي  فرمولوم از خط د. آوريم

)دهيم  مي، جايگزيني قبلي را انجام  ط سومدر خ )x p= 1/ ، هـر دو صـورت   در مرحله پايـاني  +1

  .اند تا گزاره را ساده كند شده p+1خرج كسر ضرب در كسر و م

، براي مثال. با يك دو جين عبارت است مجموعيابيتر از  انگيري خيلي آس نتيجه فرمولاستفاده از 

رداخـت  سـال پ  20دلار به مدت  50,000$ارزش واقعي يك بليط برنده بخت آزمايي كه هر سال 

$؟ جدا كردن كند چقدر است ,m n= =50,000 pو  20 V$ دهد مي 0.08= ≈ چون كه  .530,180
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ترفنـد  . افتند، آن يك ميليون دلار واقعاً فقـط نـيم ميليـون دلار ارزش دارد    ها به تعويق مي پرداخت

  .خوبي براي مبلغين بخت آزمايي است

  هاي هندسي نامتناهي  سري 2 .4

پرسشي كه در ابتدا اين بخش مطرح شد اين بود كه آيا مايليد امروز يك ميليـون دلار بگيريـد يـا    

البته، بستگي به اين دارد كه چقدر زندگي . پنجاه هزار دلار در يك سال براي باقي مانده عمر خود

دريافت سالي پنجاه هـزار دلار مـادام    كنيد، بنابراين از روي خوش بيني فرض كنيد كه گزينه دوم

  !انگار شبيه پولي پايان ناپذير است. العمر است

مان در  هندسي مجموعها با حد گرفتن  توانيم ارزش حقوق سالانه را با تعداد نامتناهي پرداخت مي

  .خاطر سپردن را دارداين ارزش به . نامتناهي باشد، حساب كنيم nبه طوري كه  2. 1قضيه 

xاگر  2. 2 ضيةق   آنگاه 1>
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يـك   مجموع رمولفدر سطر دوم از، . نامتناهي است مجموعيابيساوي اول برآمده از تعريف يك ت

خط پاياني با ارزيابي حـد  . بريم آمد بهره مي 2. 1 قضيهكه در  اي جمله nعبارت هندسي  مجموع

x كه درنظر گرفتيم آنجاگيرد؛ از  انجام مي n جمله 1>
x شود ناپديد مي.  

)الانه، در مسئله حقوق س )x p= <1/ 1+ ، مـا  xجايگزين كـردن   با .، بنابراين قضيه كاربرد دارد 1

  آوريم ارزش حقوق سالانه را بدست مي

V m
x
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1-
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1-1/ 1+

  

( )
.

p
m

p
=

−

1+
1+ 1

  

p
m
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m$) جداسازي(تقسيم كردن  = pو  50,000 در . دهـد  را بـه دسـت مـي    675,000$فقـط   0.08=

! دلار هر سال بـراي هميشـه اسـت    50,000$كمال شگفتي، يك ميليون دلار امروز خيلي بيشتر از 

توانسـتيم از حسـاب    ، مـي داشـتيم  ٨٪يليون دلار امروز توي بانك با سـود  پس دوباره، اگر يك م

بنـابراين پاسـخ كمـي    . هزار دلار براي هر سال در تمام عمـر خـرج كنـيم    هشتادبرداشت كرده و 

  .شود معنادار مي

  ها مثال 2 .5

  .ها را داريم  مجموع هندسي و سريهاي شكل بسته براي  فرمولاكنون ما 
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بـراي  ( 2 .1 قضـيه يـا از   ، راه حـل بلافاصـله  در هـر مـورد  . انـد  ال آورده شـده در زير تعدادي مث

  .آيد در پي مي) هاي نا متناهي براي سري( 2 .2 قضيهيا اينكه از ) متناهي هاي مجموع

( )
( )

( )
i

i

∞

= =∑
o

K

=

1
1+1/2 +1/4 -1/8 + = 1/2 2 1

1- 1/2

( ) ( ).
i

i

∞

=

= = =∑
o

K
1 10

0.999999999 =0.9 1/10 0.9 0 9 1 2
1-1/10 9

  

( )
( )

( )
i

i

∞

− = =∑
o

K

=

1
1-1/2 +1/4 -1/8 + = 1/2 2/3 3

1- -1/2
  

( )
nn

n i n

i

−

=

= = =∑
o

K

1

-1 1-2
1+2 + 4 + 8 +2 2 2 -1 4

1-2
  

( )
n nn

n i

i

−
−

=

= = =∑
o

K

1

1 1- 3 3 -1
1+ 3 +9+27 + + 3 3 5

1- 3 2
  

)ها كوچكتر شوند مانند معادلـه    ريهندسي يا س مجموعهاي موجود در  اگر عبارت بـه   آنگـاه ، 1(

  .شود گفته مينزولي از نظر هندسي  مجموع

)هندسي به تدريج بزرگتر شـوند، ماننـد    مجموعهاي موجود در  اگر عبارت )و  4( بـه   آنگـاه ، 5(

  .گويند ميصعودي از نظر هندسي  مجموع

بر است بـا  ارهندسي بطور تقريبي ب  سرييا  مجموعيك : خوب وجود دارداينجا يك قاعده عملي 

)هاي  در معادله. ترين قدر مطلق جملات سري بزرگ )و  1( است و  1برابر با جمله ، بزرگترين 3(

)در معادله . باشند مي 1هستند، كه هر دو نسبتاً نزديك به  2/3و  2ها  مجموع تقريباً دو  مجموع 4(

)در معادلــه آخــري . اســتجملــه ر بزرگتــرين بــارب n-1جملــه بزرگتــرين  5(
 مجمــوعاســت و  3

( ) /n −3 1   .ترين جمله است برابر بزرگ 1.5در حدود است، كه فقط  2
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  هاي وابسته مجموع 2 .6

شـويم كـه    مواجـه مـي    مجمـوع ولي در عمل غالباً با . دانيم هندسي مي  مجموعهمه چيز را درباره 

  .تبديل شود ∑ixهاي متغير ساده به شكل  يگزينتوانند با جا نمي

هـاي   از روش مجموعيـابي هـاي جديـد    فرمـول يك راه غير علني، ولي مفيد براي بدسـت آوردن  

زيـر را   مجمـوع به عنوان يك مثال، . است xگيري با توجه به  گيري يا انتگرال قديمي روش مشتق

  :ملاحظه كنيد

n
i n

i

ix x x x nx
=

= + + + +∑ K
2 3

1

2 3  

ما  فرمول. هاي متوالي ثابت نيست هندسي نيست، از آن رو كه نسبت ميان عبارت مجموعاين يك 

را  فرمـول ولي فرض كنيد ما آن  .توان به كاربرد هندسي را مستقيماً نمي مجموعيك  مجموعبراي 

  :ديفرانسيل بگيريم

nn

i

d d x
xi

dx dx x=

=
−

∑
o

+1
1-

1
  

( ) ( ) ( )( )
( )

n n
n

i

i

n x x x
ix

x

+

−

=

− + − − −
=∑

1

1

2

1

1 1 1 1

1-
  

( ) ( )

( )

n n n
n x n x x

x

+− + + + +
=

−

1 +1

2

1 1 1-

1
  

( )

( )
.

n n
n x nx

x

++
=

−

1

2

1- +1

1
  

  .زند مي به هم را در هر عبارت xگيري توان  گيري يا انتگرال اغلب هر ديفرانسيل
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iixشـكل   مجمـوع بـراي   فرمـول در اين مورد، اينك يك  −∑ بـراي   فرمـول داريـم، ولـي يـك     1

  :شود نتيجه مي xضرب : حل ساده است. خواهيم مي ∑iixهاي  ريس

( )

( )

n nn
i

i

x n x nx
ix

x

+ +

=

− + +
=

−
∑

1 2

2

1

1

1
  

ي كه از اين فرمولتوانستيم به سادگي اشتباه كنيم، فكر خوبي است كه برگرديم و  كه مي جايي از آن

  .ست آمده را با يك برهان استقراء معتبر سازيمراه بد

xتوجه داشته باشيد كه اگر  شوند حتي اگر بطـور   همگرا مي مقدارها به يك   ، آنگاه اين سري1>

  .نامتناهي عبارت وجود داشته باشد

  :دهد ر را بدست ميزي قضيهكند  ميل مي نهايت بيبه  n كهگرفتن حد 

xاگر  2 .3 قضيه   آنگاه 1>

( )
i

i

x
ix

x

∞

=

=∑ 2

1 1-
  

مـادام   iدلار در پايـان هـر سـال     im، فرض كنيد يك حقوق سالانه است كه به عنوان يك نتيجه

m$ل، اگـر  براي مثا. كند پرداخت مي العمر = وبعـد   50,000$هـا   ، پـس پرداخـت قسـط   50,000

  .و به همين ترتيب خواهد بود 150,000$و بعد  $100,000

فتـه  پـيش گ  قضيهبا استفاده از ولي ! قبول اينكه ارزش اين حقوق سالانه متناهي باشد سخت است

  :توانيم اين ارزش را محاسبه كنيم مي

( )
i

i

im
V

p

∞

=

=
+

∑
1 1

  



 ها مجانبي &ها ضرب ها، حاصل جمع حاصل - فصل هشتم  12

( )

p
m

p

=
2

1

1+

1
1-

1+

  

.
p

m
p

=
2

1+  

در  خط سوم از ضرب صورت كسر و مخـرج كسـر  . شود دنبال مي 2. 3 قضيهخط دوم با كاربري 

( )p
2

  .آيد بدست مي +1

ــر  ــال اگ ــراي مث m$ب = pو  500,000 ــوق ســالانه   0.08= ــه طــور معمــول، آنگــاه ارزش حق ب

$V = 8, 437, فقـط   يابد، افزايش ها هر سال افزايش مي حتي در اين صورت پرداخت. شود مي 500

بـا  (ري تـواني در زمـان   شوند بـه طـو   ، دلارهايي كه در آينده پرداخت ميبا زمان بالا رونده است

  .يابند كاهش مي) گذشت زمان

در زمـان آينـده تقريبـاً    ) ماهانه(هاي قسطي  پرداخت. برد كاهش هندسي افزايش مضاف را فرو مي

  .شوند، بنابراين ارزش حقوق سالانه متناهي است ارزش مي بي

يـك   فرمـول از ) ليا انتگـرا (گرفتن مشتق  ،موضوع مهمي كه بايد به خاطر سپرد اين است كه راه

هاي نا مطبوع را بـه درسـتي محاسـبه     خواهد كه مشتق البته، اين تكنيك كسي را مي. است مجموع

  !ممكن است تئوريكند، ولي حداقل اين كار از نظر 

   كتاب چيني .3

روش كه مركـز آن  اين خواهيد آنها را روي ميز بچينيد با  اي كتاب داريد و مي فرض كنيد كه توده

  ).بچسبد(كتاب بالايي به كتابهاي زيرين تماس داشته باشد  طوري باشد كه
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توانيد كتاب بالايي را نگه داريـد بـدون آنكـه     كنيد چه ميزان از لبه ميز كه گذشته باشد مي فكر مي

  تواند كاملاً در آن سوي لبه ميز خود را نگه دارد؟ توده كتاب فرو بريزد؟ آيا كتاب بالايي مي

نه، كتـاب بـالايي   "گاهي هم دومين و سومين جواب آنها،  –ه اين سئوال اولين جواب اكثر مردم ب

توانيـد كتـاب بـالايي را هـر      ولي در واقع، مي. است "زند هرگز به طور كامل از لبه ميز بيرون نمي

  !يك طول كتاب، دو طول كتاب، هر تعداد طول كتاب: خواهيد به بيرون هدايت كنيد چقدر كه مي

  ئلهشكل دادن به مس 3 .1

چه مسـافتي كـه از لبـه ميـز دور     . ما اين مسئله را به صورت بازگشتي مورد نظر قرار خواهيم داد

م آن روي ميـز باشـد   رج ـميز نگه داريم؟ مادامي كه مركـز   توانيم يك كتاب را متصل به شويم مي

ور كـه در  توانيم تا نيمي از طولش را از لبه ميز خارج كنـيم، همـان ط ـ   ريزد، بنابراين مي پائين نمي

  :نمايش داده شده است 1) تصوير(شكل 

  

  .طول كتاب بر فراز آويز شود نيم تواند به اندازه يك كتاب مي: 1تصوير 

آن –اي كتاب داريم كه متصل به لبه ميز چسبيده باشند بدون اينكه فرو بريزند حالا تصور كنيد توده

ثابت را به صورت بزرگترين مسافت از كانون توده ) فرا آونگ(بيائيد فرا آويز . را توده ثابت بناميد

م تـوده ثابـت را بـه ماننـد     رجاگر مركز . لبه كتاب تعيين كنيم م توده كتاب به دورترينرج) مركز(
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توانيم يك كتاب را در انبوه بـه خـارج از    در لبه ميز قرار بدهيم، همان ميزاني است كه مي 2شكل 

  .لبه ميز نگه داريم

كتـاب قابـل    nاي از  ، كه با تـوده nBخواهيم،  بيشترين فرا آونگ ممكن مي ي برايفرمولبنابراين 

  .دسترس باشد

  

  فرا آونگ لبه ميز: 2تصوير 

 ـ  . طول كتاب است 1/2قبلاً مشاهده كرديم كه فرا آونگ يك كتاب  رض كنيـد  يعني اينكـه حـالا ف

nتوده ثابتي  كتاب در بالاي كتاب زيـرين   nاگر فرا آونگ . فرا آونگ داريم بيشترينكتاب با  1+

 nاي از  ابجايي دسـته كتـاب بـالايي بـا دسـته     توانستيم يك كتاب را با ج رسيد، مي به حداكثر نمي

بنابراين حداكثر فرا آونـگ،  . كتاب با فرا آونگي بزرگتر به پيش ببريم
nB اي از  ، متعلـق بـه تـوده   1+

n كتاب در بالاي انتهاي كتاب زيرين  nكتاب با جابجايي يك توده ثابت فرا آونگ حداكثر از  1+

nاي از  آيد و بزرگترين فرا آونگ را براي توده مي بدست  nم رج ـكتـاب بـا قـراردادن مركـز      1+

  .آوريم بدست مي 3كتاب درست بالاي لبه كتاب زيرين به مانند تصوير 
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nدانيم  بنابراين مي فرا آونگ را بدست آوريم و همه كاري  بيشترينهيم تا كتاب را كجا قرار د 1+

ش براي انجام آن كـار  ترين رو ساده. كه بايد انجام دهيم اين است كه آنچه هست را محاسبه كنيم

  .كتاب فوق را به عنوان اصل در نظر بگيريم nم رجاين است كه 

nه همه تود جرم مركزآن روش مختصه افقي در  كتاب با افزايش فرا آونـگ برابـري خواهـد     1+

همه تـوده   جرم مركزدارد، بنابراين افقي  1/2كتاب زيرين مختصه افقي  جرم مركزولي حالا . كرد

nكتاب    شود مي 1+

( )

n

n n

× + ×
=

+

o
1

1
12

1 2 +1
  

  يگر،د عبارتبه 

( )
( )n nB B

n
+ +
1

1
= 6

2 +1
  

  .نشان داده شده است 3همانطور كه در تصوير 

)با گسترش معادله    ، داريم6(

( )n n
B B

n n
+ +
1 -1

1 1
= +

2 2 +1
  

( )
B

n n
= + + +K

1 1 1
1+

2.2 2 2 +1
  

.
n

i i

+

= ∑
1

=1

1 1

2
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nبا  يضاففرا آونگ ا: 3تصوير    كتاب 1+

  تعريف

::
n

n

i

H
i=

=∑
1

1  

به 
nH  عدد توافقي بي نهايتn- گويند، و همين تازگي نشان داديم كه مي مولفه  

.
n

Hn
B =

2
  

  براي مثال،. محاسبه نخستين اعداد توافقي ساده است

., ,H H H= + + = = + = = =
4 3 2

1 1 1 25 1 1 11 1 3
1+ 1+ 1+

2 3 4 12 2 3 6 2 2
  

Hاين حقيقت كه 
4

كتاب 4 كلياست، معني خاصي دارد، آن دلالت دارد بر گسترش  2بزرگتر از  

  .نمايش داده شده است 4اين وضعيت در تصوير ! از يك كتاب كامل است بيش
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  .فرا آونگ ينبيشترتوده چهار كتابي با :  4تصوير 

در بخش بعدي ثابت خواهيم كرد كه 
nH كران با  به آرامي ولي به طور بيn كند معنايش  رشد مي

ها را با گذر از لبه ميز با انباشتن آنها روي يكديگر فـرا   توانيم تا هر مسافتي كتاب اين است كه مي

  .آويز كنيم

  روش انتگرال –مجموعمحاسبه  3 .2

 100اي بـه ميـزان طـول     چند عدد كتاب مورد نياز است تا تـوده "هايي نظير  پاسخ دادن به پرسش

  .خوب است "؟كتاب به آن سوي ميز برسد

با اين حال، . به شمردن ادامه بدهيم 200يك پاسخ به اين پرسش اين است كه تا يك رقم مانده به 

  .هم نيست برائيد، چنان ايده همانطور كه خواهيم دي

متأسـفانه،  . بسته عنوان كنيم شكلرا دريك  nHتوانستيم  گرفتند اگر مي هايي آرام مي چنين پرسش

به عنوان بهترين راه دوم؛ با ايـن   .وجود نداردهم اي شناخته شده نيست و احتمالاً  بسته شكلهيچ 

هاي بسته براي تقريب به   شكلتوانيم  گرال ميهمه با استفاده از روش انت
nH پيدا كنيم.  

هاي ساده شبيه آنچـه   بالا و پايين به وسيله تابع مجموعهاي  گيري تعيين عبارت ايده روش انتگرال

  .كنندتعيين  را بالا و پايين موعمج مقدارهاي اين توابع آنگاه  انتگرال. است ،آمده 5در تصوير 
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  .دهد شرح مي مجموعاين تصوير روش انتگرال را براي تعيين : 5تصوير 

] بازه يا مرحله پلكان( "مرحله پلكان" منطقه زير ],no  برابر است باn

n i
H i

=
=∑ 1

در هـر كجـا    /x1تابع  ./1

. اسـت  مجموع برايبالا  كرانيك  دراين محدودهكه  /x1بزرگتر يا برابر است با مرحله پلكاني وبنابر اين انتگرال 

) همين طور هم، )x +1/ ) در همه جا كمتر يا برابر است با مرحله پلكاني و بنـابراين انتگـرال   1 )x +1/ يـك   1

  .حاصل جمع است برايپايين كران 

  :دهد را به دست مي nH توافقيهاي بالا و پايين را در عدد   كرانگيري ادامه  روش انتگرال

( ) ( )

n

n

n n

n

H dx ln n
x

H dx dx ln n
x x

≤ =

≥ = = +
+

∫

∫ ∫o

1

+1

1

1
1+ 1+

1 1
1 7

1

  

ln با نزديك حدوداً nHكنند كه عدد توافقي  ها دلالت مي اين جهش n است.  

lnاز آن رو كه  n  اي كتاب كه بـه   توانيم توده شود، اگر چه به آهستگي، مي بزرگ مي كرانبدون

  .ها گسترش يابند، درست كنيم طور دلخواه به دور دست

كتاب نيـاز داريـم    nكه از ميز بيرون بروند، به تعدادي  اي سه كتابي براي مثال، براي ساختن توده

nHتا اينكه  ≥   .دهد هاي بالا نتيجه پائين را به دست مي ساويگيري از نام توان .6

n nH H
e n e− ≤ ≤1 -1  

. كتـاب نيـاز خـواهيم داشـت     402و  149) مـا بـين  (كند بر اينكه ما چيزي حـدود   اين دلالت مي

كتاب حداقل تعدادي خواهد بود تا طول سه كتـاب فـرا    227دهد كه  نشان مي nHمحاسبه فعلي 

  .آونگ شوند
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  .درباره اعداد توافقي بيشتر بدانيم 3 .3

دربخشي كه گذشت، نشان داديم كه 
nH  ًحدوداln n يك تقريب باز هم بهتر شناخته شده. است:  

( )
n

n
H ln n

n n n

ε
γ= + + +

2 4

1 1

2 12 120
  

)شـود و   يلر ناميده مـي است كه ثابت او 0.577215664000مقداري برابر با  yدر اينجا  )nε   بـين

o,1  براي تمامn را ثابت نخواهيم كرد فرمولاين . است.  

كوتاه نويسي 
nH ln n� پيشرو عبارت اين است كه براي خاطر نشان كردن 

nH، ln n بـه  . است

  :تر طور مشخص

,هاي  براي تابع 3. 1تعريف  :f g →�   ها  برابر است، در نماد gمجانباً با  fگوئيم كه  مي ،�

( ) ( )f x g x�  

  اگر و فقط اگر

( ) ( )/lim
x

f x g x
→∞

=1  

توانيم بنويسيم  همچنين مي
nH ln n γ+� در حالي كه . تا دو عبارت رهنمون را خاطر نشان كنيم

  .، واقعاً صحيح نيستاي مورد استفاده است اين شماره نويسي بطور گسترده

nHبينيم كه در اين حال  ، مي�با مراجعه به تعريف  ln n γ+�  اسـت، همينطـور    درستعبارتي

nHهم  ln n c+�  چنين است جايي كهc روش درسـت نشـان دادن   . تواند باشد هر ثابتي ميy 

nHبزرگترين عبارت دوم  ln n γ+� است.  
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تـر اهميـت    هاي ترتيب پـائين  مفيد است اين است كه اغلب به عبارت �نويسي  اين دليل كه نماد

nبراي مثال اگر . دهيم نمي )توانيم  ، پس مي100= )H n       را با دقـت زيـاد فقـط بـا اسـتفاده از دو

  :عبارت راهنمايي محاسبه كنيم

Hn ln n y− − ≤ − + <
4

1 1 1 1

200 120000 120.100 200
  

  مجموعيابيهاي  فرمولدر جستجوي  .4

)ساده  فرمولمنبع  ) /
n

i

i n n
=

= +∑
1

=1 1   !همچنان يك راز است 2

. توانيم اين گزاره را به كمك استقراء ثابت كنيم، ولي گزاره سـمت راسـت از كجـا آمـد     حتماً، مي

  :تر است براي مجذورهاي متوالي قابل توضيح مجموعيابي فرمولحتي 

( )( )n

i

n n n
i

=

+ +
=∑ 2

1

2 1 1

6
  

n n n
= + +

3 2

3 2 6
  

n
�

3

3
  

اگـر كـه    .هاي مجذورها را پيدا كنيم آمده است فرمول مجموعتوانيم  در اينجا اين را كه چگونه مي

بدسـت   مجمـوع دا، روش انتگرال برآوردي سـريع از  ابت. فراموش كرده يا اصلاً آن را نديده باشيم

  :دهد مي

( )
nn n

i

x dx i x dx
=

≤ ≤ +∑∫ ∫o o

22 2

1

1  
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( )
.

n

i

nn
i

=

+
≤ ≤ −∑

o

3
3

2
1 1

3 3 3
  

دهد كه  اند نشان مي بالا و پائيني كه با روش انتگرال بدست آمده يها اين كران
n

i

n
i

=

∑ �

3

2

1 3
براي . 

هـر كجـا كـه    . شكل كلـي حـل را حـدس بـزنيم     توانيم دقيق، پس از آن مي فرمولبدست آوردن 

,وانيم پارامترهاي ت ، مينامطمئن باشيم ,a b cKتوانيم اين حدس را  براي مثال، مي. ، را اضافه كنيم

  :بزنيم

.
n

i

i an bn cn d
=

= + + +∑ 2 3 2

1

  

,توانيم پارامترهاي  اگر حدس صحيح باشد، آنگاه مي , ,a b c d را با مربوط ساختن چند مقدار براي

n مقدار يك معادله خطي در هر همچنين . تعيين كنيم, , ,a b c dر كـافي ااگر مقد. دهد بدست مي ،

n با بكار بستن  .يم، ممكن است يك سيستم خطي با يك حل بي نظير بدست آورديمده قداررا م

  :آيند هايمان اينها بدست مي اين روش در مثال

n d= → =o o  

n a b c d= → + + +1 1=  

n a b c d= → +2 5 = 8 + 4 +2  

.n a b c d= → +3 14 = 27 +9 + 3  

aدهد  حل كردن اين سيستم اين راه حل را بدست مي b c d= o1/3, =1/2, =1/6, بنـابراين، اگـر    =

ــاره شــكل راه حــل درســت باشــد، آن گــاه  حــ ــا  مجموعيــابيدس اوليــه مــا درب ــر اســت ب براب
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/ /n n n
3 2
3 + 2 + مجـذورها   مجمـوع صـحيح   فرمولدر واقع ، حدس اوليه ما صحيح بود، اين . 6/

  !است

ي با اين روش، باز گرديـد و بـا اسـتفاده از اسـتقراء يـا      فرمولبعد از بدست آوردن ! مواظب باشيد

ي نيست؛ اگر حدس هاي جبر اين فقط يك بررسي براي خط. دادي روش ديگر آن را ثابت كنيدتع

  !گيري به صورت كامل غلط خواهد بود نتيجه فرمولاوليه در راه حل شكل صحيح نبود، آنگاه 

 هاي مضاعف عوجمم .1

 مجموعيـابي را ارزيـابي كنـيم، در ايـن صـورت، بـه آن        مجمـوع   مجموعها مجبوريم  گاهي وقت

محاسـبه  (درونـي را ارزيـابي كنـيم     مجموعتوانيم  مي: گاهي وقتها آسان است. گويند مضاعف مي

ع بيروني را محاسبه كنيم كـه ديگـر هـيچ    وجممبسته جا به جا كنيم، و سپس  شكلآن را با ) كنيم

  .درون خود ندارد مجموعيابي

 ـ  مجمـوع ولي يك ترفند وجود دارد كه اغلب به طـور زيـادي بـراي     د اسـت، كـه ترتيـب    هـا مفي

فـرض كنيـد   . در بهترين شكل با مثال بـه تصـوير در آمـده اسـت    . كند را دگرگون مي مجموعيابي

  اعداد توافقي را محاسبه كنيم مجموعخواهيم  مي

n n k

k

k k j

H j
= = =

=∑ ∑ ∑
1 1 1

1/  

  :توانيم روش انتگرال را به كار ببريم ، ميمجموعبراي دركي درباره اين 

.
n n

k

k

H ln x dx n ln n n
=

≈ ≈ −∑ ∫1
1
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)هاي  اگر داريم درباره زوج. حالا بيائيد به دنبال پاسخي دقيق بگرديم ),k j كنيم، كه روي  فكر مي

  :دهند مي مثلث كنيم، آنها تشكيل يك مي مجموعيابيآنها داريم 

  

در عوض، . كند مي جمعسطر را   مجموعكند و بعد  هر سطر را حساب مي مجموع بالا مجموعيابي

بينيم كـه   با بررسي آن جدول مي. كنيم پيداها را  ها را جمع كنيم و بعد جمع ستون توانيم ستون مي

  :گونه نوشت توان اين اين جمع مضاعف را مي

n n k

k

k k i

H j
= = =

=∑ ∑ ∑
1 1 1

1/  

/
n n

j k j

j
= =

=∑ ∑
1

1  

/
n n

j k j

j
= =

=∑ ∑
1

1 1  

( )
n

j

n j
j=

= − +∑
1

1
1  

n

j

n j

j=

− +
=∑

1

1  

n n

j j

n j

j j= =

+
= −∑ ∑

1 1

1  

( )
n n

j j

n
j= =

= + −∑ ∑
1 1

1
1 1  
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( ) ( ).nn H n= + −1 8  

  تقريب استرلينگ .2

  ضرب پائين است ، كوتاه نويسي حاصلn!نمادنويسي آشناي، 

.
n

i

i
=

∏
1

  

در ايـن قسـمت بـه    . ضرب موجود در رياضيات گسسـته اسـت   لترين حاص اين به مراتب عمومي

متأسـفانه، همـه   . پردازيم به نام تقريب استرلينگ مي n! بسته تخمين خوب از –شكلتشريح يك 

پـس   –رد وجـود نـدا   n! اي بـراي  هيچ شكل بسته: آيد تخمين زدن است كاري كه از دستمان مي

  .برد مي 6.042اثبات اين موضوع ما را به آن سوي طرح نهايي 

  ها مجموعها به  ضرب حاصل 6 .1

بـا گـرفتن    مجمـوع تبـديل آن بـه    اغلـب  ضرب روشي خوب براي بدست آوردن يك حاصل يك

  شود در مورد فاكتوريل، اين گونه مي. ريتم استلگا

( ) ( )( )! .ln n ln n n= K1.2.3 -1  

( )ln ln ln ln n lnn= + + + − +K1 2 3 1  

    
n

i

lni
=

=∑
1

  

خوشبختانه، ابـزاري كـه   ! ايم كه حاوي يك لگاريتم قبل از آن باشد نديده مجموعيابيتا كنون يك 

  .روش انتگرال: ها به كار برديم همچنان كارآمد است مجموعدر ارزيابي 
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lnرا با  مجموعهاي اين  توانيم عبارت مي x  و( )ln x ن داده نشا 6همان طور كه در تصوير  1+

) هايي بر اين كران. شده محدود كنيم )!ln n دهد به شكل پائين به دست مي:  

( )
n nn

i
ln x dx lni ln x dx

=
≤ ≤ +∑∫ ∫o11

1  

( )
n

i

n n
nln ln i n ln

e e=

+   
+ ≤ ≤ + +   

   
∑

1

1
1 1 1  

!

n n
n n

e n e
e e

+
+   

≤ ≤   
   

1

1  

خط سـوم بـا بـه تـوان رسـاندن بدسـت       . گيري است خط دوم در ادامه خط اول با تكميل انتگرال

  .آيد مي

  

 مجموعمودار روش انتگرال را براي محدود سازي اين ن: 6تصوير 
n

i

lni
=

∑
1

  .كشد به تصوير مي 

ل بسته شك فرمولكاري شبيه به  n!بنابراين 
n

n

e

 
 
 

تـر يـك    يك تجزيه بسيار دقيق. دهد انجام مي 

  :دهد كه مجانباً دقيق است شكل بسته غير منتظره به دست مي فرمول
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  )استرلينگ فرمول( لم

!

n
n

n n
e

π
 
 
 

� 2  

كند، ولي براي استفاده موثر از آن،  فتار مير حددر  n!دهد كه چطور  استرلينگ توضيح مي فرمول

هـاي   فرمـول آن معلومـات بـا   . نياز داريم بدانيم چه ميزان به كرانه مقادير مختلف  نزديـك اسـت  

  :آيد محدود سازي بدست مي

  ).تقريب استرلينگ(حقيقت 

!

n n

n n
n n

n e n n e
e e

π π+   
≤ ≤   

   

1 1

12 1 122 2  

neكـه   جايي مجانبي دلالت دارد، از آن فرمولتقريب بر  +

1

12 neو  1

1

بـالا   nهـر دو همـانطور كـه     12

توان با استقراء معين نمود، ولي جزئيـات آن   شوند، اين عدم تساويها را مي نزديك مي 1رود به  مي

  .ناخوشايند است

nل، اگر براي مثا. اند استرلينگ بسيار محكم فرمول هاي كران هاي اسـترلينگ از    كران، آنگاه 100=

  :اين قرارند

e
e

π
 

≥  
 

100 1

1201
100

100! 200  

e
e

π
 

≤  
 

100 1

1200
100

100 200  
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ــران   ــان ك ــاوت مي ــا تف ــاي تنه ــت    ه ــاني اس ــارت پاي ــائيني در عب ــالايي و پ ــاص  . ب ــور خ بط

e e≈ ≈
1 1

1200 12011.00083368, 6-بالايي بيشـتر از   رانك، گيري به عنوان يك نتيجه 1/00083299
1+10 

  .پائيني نيست كرانمرتبه از 

استرلينگ را به خاطر بسپاريد؛ اغلب از آن بهره خواهيم  فرمول! به طور شگفت آوري محكم است

  .گرفت

  مضاعف مجموعيابييي با  ها كرانه 6 .2

lnردن اين است كه گيري از تقريب استرلينگ به خاطر سپ راهي ديگر براي نتيجه n   ًهمـان  تقريبـا

nH اي كـه قـبلاً بـراي     دهد از نتيجه اين كار به ما اجازه مي. استkH∑   مجموعيـابي از طريـق 

بـــه مـــا گفـــت كـــه  kHتقريـــب مـــا بـــراي . مضـــاعف بدســـت آورديـــم اســـتفاده كنـــيم

( ) kln k H lnk+ ≤ ≤ +1 kيابيم كه  نوشتن مجدد، درمي. 1 kH lnk H− ≤ ≤ −1 يابـد   آن ادامه مي. 1

iبا به جا گذاردن اينكه (كه    ،)هم بخشي دارد o، كه با مجموععبارت در  1=

n n

i

i i

ln i H −
= =

≤∑ ∑ 1

2 2

  

  
n

i

i

H
−

=∑
1

=1

  

)بوسيله )nnH n−=
1
- ( -1) 8  

)بوسيله )( ) ( ) ( )n ln n n≤ − −1+ -1 1 7  

    ( )nln n − +1 1  
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توانيم يـك   مي. ت كه از طريق روش انتگرال آنرا ثابت كرديميايسه ن كرانبه صورت برجسته هما

  .تر مشابه مشتق كنيم پائين كران

  علامت گذاري مجانبي .7

يك تـابع   رفتار گيري سريع از مختصر نويسي است كه براي اندازه ذاري مجانبي يك نوعگ علامت

( )f n وقتي كه n رود به كار مي شود بزرگتر مي.  

  ه كوچك  7 .1

 �كنـد عبارتهـاي هـم ارز     يك رابطه هم ارزي است كه خاطر نشان مي �گذاري مجانبي علامت

وجود دارد كه متناظر است با تـوابعي كـه    اكيديك ترتيب جزئي . كنند دقيقاً در يك ميزان رشد مي

  مثلاً،. شود تر زياد مي بيانگر اين موضوع هستند كه يك تابع به طور معنا داري در ميزاني آهسته

,هاي  براي تابع 7. 1تعريف  :f g →�  ، در نمادهاgبطور مجانبي كوچكتر از  fگوئيم  مي ،�

( ) ( )( )f x g x= oاست ،  

  اگر و فقط اگر

( ) ( )/ .
x

f x g xLim
→∞

= o  

) ،براي مثال )x x= o
1.9 2

x/، چون كه 1000 x x=1.9 2 0.1
1000 xو از آنرو كـه   ،/1000

بـه نامتنـاهي    01

/ ثابـت اسـت، مـا داريـم     1000و  xتمايل دارد با 
x
Lim x x

→∞
= o

1/9 2
ايـن اسـتدلال مسـتقيماً    . 1000

  .دهد ري را تعميم ميگي نتيجه

) 7 .2 لم )a b
x x= o براي تمام ثوابت غير منفي a b<.  
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logبا استفاده از اين حقيقت كه  x x<  براي همهx   .توانيم ثابت كنيم مي ،1<

) 7 .3 لم )log x x
ε= o  براي همهx ε> > o1,.  

εانتخاب كنيد  .برهان δ> > o  ساوينامدر و log x x<. بجايx ،zδ ايجاب اين  را قرار دهيد

  كندكه مي

)   7 .2 لمتوسط  ) ( )log /z z z
δ εδ< =� o 9  

) 7. 4قضيه فرعي  )b x
x a= o  براي هر,a b R∈  باa >1.    

)از  .برهان )9،            log
z

z
δ

δ
<  

δبراي همه > o  وz   بنابراين. 1<

( ) ( )
log /z z

b b
e e

δ δ
<  

( )( )
/

log / log
z

a b ab
z e

δ δ

<  

( / log )ab z
a

δδ=  

z
a<  

) كـه  بطـوري  هـا zبراي تمام  )/ logb a z z
δδ )ولـي از آنجـا كـه    . > )z z

δ = o رين ، ايـن آخ ـ

  .هم صادق است zساوي براي همه حتي نام

ن مثال با توان به روشهاي مختلف ديگري هم ثابت كرد، به عنوا را مي 7 .4قضيه فرعي  و 7 .3 لم

 ـ   ريپيتال يا ساستفاده از قانون ال هو logرن بـراي  وهـاي مكل x  وx
e . تـوان در   هـا را مـي   برهـان

  .هاي محاسبه انتگرال پيدا نمود متن
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logاي كه  ادعاي اوليه .1مسئله  x x<  براي همهx هـاي انتگرالـي مقـدماتي     نياز به محاسبه( 1<

  .را ثابت كنيد) دارد

) بطـوري كـه  ، بر تابع R، د كه رابطهثابت كني .2مسئله  )f g= o     اگـر و فقـط اگـرf Rg   يـك

  .¬gRf آنگاه fRgاگر : است متقارن پادمتعدي و  R ،هميناست اكيد ترتيب جزئي 

fثابت كنيد كه  .3ه مسئل g�  اگر و فقط اگرf g h= )تابع  يك براي + )h g= o.  

  )اوه بزرگ(شگفتي بزرگ  7 .2

بالا بـر روي   رود تا يك كران به كار مي. گذاري مجانبي است شگفتي بزرگ پر كاربردترين علامت

  .ون زمان انجام يك الگوريتم، را بدست بدهدتابع، همچ رشد

g:هاي فرضي  تابع براي 7. 5تعريف  →� �،f،  باg گوئيم كه غير منفي، مي   

  ( )of g=  

  اگر و فقط اگر

( )
( )

suplim
x

f x

g x
→∞

< ∞  

  كند كه تعريف مشخص مي اين

)اگر  7 6. لم )f g= o  ياf g� آنگاه ،( )of g=  

fبرهان 

g
= o  ياlim

f

g
limبر  كند ميدلالت  ،1=

f

g
< ∞.  
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)براي مثال . صحيح نيست آسان است 7. 2 لموس فهميدن اينكه معك  )ox x=2  وليx x2 و  -

( )x x≠ o2.  

كند بدون آنكه آنـرا معنـا    را بر زبان جاري مي limsupبندي معمولي شگفتي بزرگ مفهوم  فرمول

  :جا يك تعريف معادل داريمكند، مثلاً، در اين

g:هاي فرضي  تابعبراي  7 .7تعريف →� �،f گوئيم كه مي  

( )of g=  

cاگر و فقط اگر يك ثابت  ≥ o  وجود داشته باشد و يكx
o

xكـه بـراي همـه     بـه طـوري    x≥
o

، 

( ) ( )f x cg x≤.  

): اين تعريف باز هم كه پيچيده است، ولي ايده آن ساده اسـت  ) ( )( )of x g x=     بـه ايـن معنـي

)است كه  )f x  كوچكتر يا برابر با( )g x  فاكتور ثابـت را نديـده بگيـريم    يك  واستc،viz،  و

,براي  ياستثناها ,x viz x x<
o

  .را نديده بگيريم كوچك 

)اگر . غير منفي است gفرض كنيد  7. 8 لم )f g= o، يست كه درست ن آنگاه( )og f=
1   

  .برهان

                                                

1.                    ( ) ( )sup :: lublim lim y x
x x

h x h y≥
→∞ →∞

= 

)در تعريف  )o  بهlim sup  نياز داريم چونكه اگر( ) ( )/x xf g به نوسان در آيد، همانطور كه  5و  3لاً ميان مثx  اضافه

)شود، آنگاه  مي )o xf fچونكه  = g≤ ، ولي 5
( )

( )
lim
x

x

x

f

g→∞
با اين وجود، در اين مورد . وجود خارجي ندارد 

( )

( )
lim sup

x

x

x

f

g→∞

=  .واهيم داشترا خ 1
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( )
( )

( )
( )

limlim x
x

g x f x

f x g x→∞
→∞

= = = ∞
o

1  

)بنابراين  )og f≠.                  �  

)      7. 9گزاره  )ox x=2 2
100  

cانتخاب كنيد . برهان xو  100= =
o

xكه بـراي تمـام    جايي گاه گزاره صادق است از آن آن 1 ≥1 

xداريم x≤2 2
100 100.                  �  

)   7 .10گزاره  )xox x+ + =2 2
100 10.  

) .برهان ) /x x x
x x

+ + = + +2 2

2

100 10
100 10 نهايـت ميـل    بـه سـمت بـي    xو بنابر اين در وقتـي   1

ــي ــا   م ــت ب ــر اس ــد، براب o=كن o1+ + ــت . 1 ــابراين در حقيق xبن x x+ + �
2 2

100 ــه 10 ، و در نتيج

( )ox x x+ + =2 2
100 ox)، دقيقاً، عكس آن هم درست است كه 10 x x= + +2 2

100 10) �   

كنـد، بـا برهـاني مشـابه كـه از آن       تعميم پيـدا مـي   هاي دلخواه هم اي به چند جمله. 7. 10گزاره 

  .گذريم مي

kaبراي  .7 .11گزاره  ≠ o ،( )ok k k

k k
a x a x a x a x−+ + + + =

o
K

1

1 1
.  

وضـيح  گ بويژه هنگامي مفيد است كه زمـان انجـام يـك الگـوريتم را ت    گذاري شگفتي بزر علامت

n براي مثال، الگوريتم معمولي براي ضرب كردن ماتريس. دهد مي n×  محاسبه نياز بهn  عمليات

) الگـوريتم توان دقيقاً با گفتن اينكه زمـان انجـام    اين واقعيت را مي. در بدترين حالت دارد )o n
3 

سازد كه درباره سرعت الگوريتم بحث شـود   گذاري مجانبي ممكن مي بنابراين چنين علامت. است
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در ايـن   تر كه ويژگي دستگاهي دارنـد  بدون مراجعه به فاكتورهاي ثابت يا جملات با ترتيب پائين

)اي در ضرب وجود دارد كه به  مبتكرانه يسمورد يك راه و روش ماتري )o n
  .ل نياز داردعم 2/55

، متأسفانه. هاي به اندازه كافي بزرگ موثر خواهد بود اين روش بنابراين بسيار بيشتر درباره ماتريس

)( –طرز عمل ضرب )o n
كارآمدي كمتر گاهي اوقات گيرد زيرا  تقريباً مورد استفاده قرار نمي) 2/55

)نسبت به طرز عمل معمولي  )o n
  .ردلي داوعمماندازه با هاي  برماتريس 3

) الگوريتم شود تصور كرد كه يك مي ٰتيح )o n
وجود داشته باشـد، ولـي    ماتريسضرب  براي 2

  .اند هيچ كدام شناخته نشده

  تتا 7 .3

  7. 1 .2تعريف 

( ) ( )o of g g f= ∧ )اگر و فقط اگر = )f gθ=  

) عبارت )f gθ= تواند به صورت  با دركي شهودي مي",g f  درون يك فاكتور ثابت برابرنـد" 

  .بيان شود

سـازند و پخـش شـدن     ها اين است كه آنها نسبتهاي رشد را برجسته مي گذاري ارزش اين علامت

براي مثـال، اگـر   . سازد پائين را ممكن مي –هاي با ترتيب و عبارت) درهم برهم(فاكتورهاي مبهم 

  زمان اجراي يك الگوريتم چنين باشد

( )T n n n= − +3 2
10 20 1  
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  آنگاه

( ) ( )T n nθ= 3  

nمتعلق به ترتيب  Tدر اين حالت، خواهيم گفت كه 
)كه است يا اين 3 )T n  به طور مكعبي رشد

  .كند مي

  ثال ديگر اين چنيني عبارت است ازم

( )
( )x x x

x x

x
π θ−

+ −
+ − =

4
113 9

2 7 3
2/7 86

3 1/08 3  

)صرف دانستن اينكه زمان اجراي يك الگوريتم  )nθ  nاست، براي مثال، مفيد است، زيرا اگـر   3

بوسـيله يـك فـاكتور     2كه زمان به كار رفته روي هم رفتـه توانيم پيش بيني كنيم  د ميمضاعف شو

هايي درباره قابـل   گذاري تتا داده علامت در اين حالت.افزايش خواهد يافت nبراي كل  8حداكثر 

،البتـه، موضـوع    ي داشتنبند قابليت درجه. دارد سيستم را نگه مي يابندي بودن يك الگوريتم  درجه

  .ها است ها و سيستم بزرگي در طراحي الگوريتم

  

  

  

                                                

)از آنجا كه  2 )nθ )فقط مستلزم زمان الگوريتم است،  3 )T n بين ،cn
3

dnو  
3

cبراي ثابتهاي   d< <o  و( )T n2  حداكثر

)واند بطور منظم آ مي )T n  را به اندازه فاكتوري به بزرگي
nd

c
ب اندازه  nاست وقتي  nاين فاكتور مطمئناً نزديك . افزايش دهد 

)كافي بزرگ باشد و  )T nn �
3. 
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  هايي با اوه بزرگ دام 7 .4

ايـن  . شود وجود دارد گذاري اوه بزرگ به اشتباه منجر مي هايي كه با علامت فهرستي طولاني از راه

بـرد،   يـدي مـي  هايي كه علامت گذاري اوه بـزرگ بـه خرابـي و نـا ام     بخش به ارائه تعدادي از راه

  .پردازد مي

  نمايي ناكامي 7 .4 .1

براي مثال، شايد يك نفر حدس بزنـد  . گاهي اوقات روابط درگير با اوه بزرگ خيلي آشكار نيستند

)كه  )ox x=4   .است 2تنها يك فاكتور ثابت بزرگتر از  4از آنجا كه 2

xست، با اين وجود؛ اين استدلال نادرست ا
xتر از  عملاً خيلي سريع 4

  .كند رشد مي 2

)   7 .13گزاره  )ox x≠4 2  

). برهان )x x x x x x x=2 /4 = 2 / 2 2 1   به اين ترتيب، 2/

lim
x

xx→∞
= o

2

4
  

)بنابراين در واقع  )x x= o2 )قبلاً متوجه شديم كه اين دلالت دارد بر  4 )ox x≠4 2.  

  در هم و بر همي ثابت 7. 4 .2

)هر ثابتي عبارت است از  )o )براي مثال،  1 )o17 = اين حقيقـت دارد زيـرا اگـر فـرض كنـيم      . 1

( )f x )و  17= )g x cيك  آنگاه، 1= o>  وجود دارد و يكx
o

)به طوري كه   ) ( )f x cg x≤ .

cتوانستيم  طور خاص، مي به xرا در نظر بگيريم و  17= =
o

17≥كه  جايي ز آن، ا1 براي همه  17

x   .تر بيان كنداي غلط بسازيم كه اين حقيقت را به قضيهتوانيم  مي برقرار است .1≤
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  7 .14غلط  قضيه

( )o
n

i

i n
=

=∑
1

  

)كنيد  فيرتع. برهان غلط )
n

i

f n i n
=

= =∑ K

1

1+2 + 3 + +  

)ايم كه هر ثابت  نشان دادهكه جا از آنو  )o   است 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o of n n= + + + =K1 1 1.  

)البته در واقع  ) ( )/ on

i
i n n n

=
= + ≠∑ 1

1 2  

)اشتباه از درهم و برهمي حاكم برگزاره  )oi = iبـراي هـر ثـابتي    . شود ناشي مي 1 صـحيح   �∋

)كه است  )oi = ) آنگاهيك تابع ثابت فرضي باشد،  fتر، اگر  به طور مشخص 1 )of = ولـي   1

noاي از مقادير  مجموعه روي يك ثابت نيست بر iغلط،  قضيهدر اين  K,1,  بسـتگي بـه    كـهn 

)هاي  و به هر حال، ما عبارت كند حركت ميدارد،  )o ند را جمـع  هسـت عـدد  را به اين معني كه  1

)ايم كه  نكرده تعريفما هرگز حتي . بنديم نمي )o g دار است، آن فقط بايد در  خود به خود معني

)"ورد م )of g="  بكاربرده شود تا رابطه ميان توابعf  وg را توضيح دهد.  

  پائيني اشتباه كران 7. 4 .3

پائيني استفاده  كران به عنواندر متن ) شگفتي بزرگ(ها مردم به نادرستي از اوه بزرگ  گاهي وقت

) انجامزمان "براي مثال، ممكن است بگويند، . كنند يم )T n حداقل،( )o n
،وقتي كه "است 2

)احتمالاً منظورشان چيزي مثل  )( )" "o T n n= )تر،  است، يا بطور صحيح 2 )( )" "on T n=2.  
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   اشتباه تساوي 7. 4. 4

)گذاري  تعلام )of g=  به استواري خود را در سنگر قرار داده است، ولي استفاده از"=" 

)براي مثال، اگر . واقعاً كه تأسف آور است )of g= كاملاً عقلاني است كه بنويسيم ،

( )o g f= .چون كه : وسوسه كند اشتباه زيررا مرتكب شويم. م چنين كاري ممكن استولي انجا

( )on n=2توانيم بگوئيم  ، مي( )o n n= )ولي . 2 )on n=گيريم كه  ، بنابراين نتيجه مي

( )on n n= = nو بنابراين  2 n= براي اجتناب از اين نامفهومي، هرگز نخواهيم  .2

)نوشت )" "o f g=.  

  

  

  


