
  

  
  

��� ����	:  

  رياضيات

  براي علوم كامپيوتر

  J042/6و    J062/18      :              كد درس

  كارشناسي                            :مقطع آموزشي

پروفسور آلبرت مير و  : MITاستاد مدرس 

  پروفسور رونيت روبينفلد

  چي تر چنگيز اصلاحدك  : SBUاستاد مترجم 

��
������ ��	�
� ������ ������  

 ������� � ����� � �! ������� "#��� �$�#%MIT  

  

  فصل دوم

  ها مجموعه &ها  تخمين

  هاي بيشتر استدلال تكنيك .1

  وسيله تناقص ه استدلال ب 1 .1

آنگـاه  اي غلط باشد،  گزاره اگردهيد كه  در يك استدلال با تناقض يا استدلال غيرمستقيم، نشان مي

  .شود ميايجاد منطقي  هاي تناقض

  .شود لة نتايج قانوني توصيف ميبنابر اين، گزاره بايد دست باشد و استدلال توسط تناقض، بوسي

P F

P

¬   قاعده       →

آيـد   مـي  با اين وجود همانطور كـه از نـامش بـر   . اي هميشه ماندگار است استدلال با تناقض نظريه

به  هاي مستقيم به طور كلي استدلال بنابر اين .توانند كمي پيچيده باشند هاي غيرمستقيم مي استدلال

   .قابل ترجيحند وضوع آشكارعنوان يك م

 روش  1 .2

   :با تناقض Pبه منظور اثبات يك گزاره 

  . "كنيم تناقض استفاده مياز  "بنويسيد  - 1

 . "غلط باشد Pكه  كنيم مي فرض "بنويسيد  - 2
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 .نتيجه بگيريد يك تناقض منطقي را - 3

  ."بايد صحيح باشد P ،بنابر اين. اين يك تناقض است"بنويسيد  - 4

 مثال 

بـراي  . از اعـداد صـحيح باشـد    كسـر برابر بـا يـك    اگراست  گويابه ياد داشته باشيد كه يك عدد 

3.5مثال، = =و  7/2
1

0.111100
9

واهيم كرد كه با تناقض ثابت خ ،از سوي ديگر. هستند گويااعداد  

  .است اصم و گنگ 2

  . است گنگ 2. 1. 1 قضيه

گويـا   2، يعني كه نادرست باشد ادعافرض كنيد كه . بريم استدلال با تناقض را به كار مي. برهان

a/را به صورت كسر  2توانيم  پس مي. است b بنويسيمصورت ترين   ساده به.  

a/دهد كه  جذر هر دو طرف بدست ميم b= 2 2
bو به اين ترتيب  2 a=2 2

كنـد   اين دلالت مـي  .2

aبنابر اين . است 2حاصلضرب  aپس زوج است،  aكه 
بـه دليـل   . باشـد  4بايد حاصلضرب  2

aتساوي  b=2 2
bفهميم كه  مي 2

2
bكنـد كـه    ياين ثابت م. باشد 4هم بايد حاصلضرب  2

عـدد   2

b,كه  هم بايد زوج باشد ولي از آنجا bزوج است و براين اساس  a   هر دو صحيح هستند كسـر

/a b اين يك تنـاقض اسـت    .اشدب نمي خودصورت ترين  در سادهرو  شود و از اين به دو ساده مي

  . باشد گنگبايد  2بر اين بنا
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  دام بالقوه 1 .3

كنند چنين استدلالهايي اشتباه  اغلب دانشجويان از يك استدلال غير مستقيم استفاده مي ممكن است

 اگـر اسـت   صـعودي اكيـداً   f تـابع . ائيد به يك مثال نگـاه كنـيم  بي. آنها فقط عالي نيستند ؛نيستند

( ) ( )f x f y>  هربراي x  وy  كه  يطوربه حقيقيx y> .  

g, اگر .102ضيه ق f آنگاهباشند  صعودياكيداً  توابع f g+ صعودي استاكيداً  تابع.  

  . بيائيد در ابتدا به يك استدلال مستقيم ساده نگاه كنيم

y,فرض كنيد  .برهان x  خواهي باشند به طوري كه حقيقي دلاعدادx y>. آنگاه :  

)   ) است صعودياكيداً  f آنجائيكهاز ( ) ( )f x f y>  

)   ) است صعودياكيداً  g آنجائيكهاز ( ) ( )g x g y>  

)     : دشو ها مي جمع اين نامساوي ) ( ) ( ) ( )f x g x f y g y+ > +  

fاين، بنابر g+  ًدباش مي صعودياكيدا .  

ضيه را با تناقض ثابت كنيم ولي اين مسئله بحث را بدون نياز پيچيـده  قيم ستتوان از طرف ديگر مي

  .كند مي

fفرض كنيد كه . بريم به كار ميبرهان خلف استدلال را توسط  .برهان g+  ًباشدن صعودياكيدا .

y,بنابر اين بايد اعداد حقيقي  x به طوري كه x y> رد كهوجود دا  

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f y g y+ ≤ +  

)     كه  برقرار باشدتواند  اين عدم تساوي در صورتي مي ) ( )g x g y≤  يا( ) ( )f x f y≤  
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بـر ايـن   . هستند صعودياكيداً  gو  f، با تناقض روبرو هستيم چون كه هر دوي صورتهر  در

fاساس  g+  ًباشد صعوديبايد عملاً اكيدا.  

  گيري تاستدلال با حال 1 .4

)يـاب معـين كـرديم كـه دو گـزارة       ارزشدر يادداشتهاي هفتة اول توسط جدول  )A A B∨ و  ∧

A B∨ خواهد بود حالاتراهي ديگر براي اثبات اين بوسيلة . برابر بودند:  

A بنابر اين .صحيح است A∨ ارزش  هرچيز ديگرT عبارتاز آنجائي كه هر دو . خواهد داشت 

  .خواهند داشت Tرا يعني  ارزش درستدر اين حالت هر دو همان  ،ل هستندبه اين شك

A بنابر اين . است نادرستA P∨  مقدار ارزش همانP  ،ديگـر،  براي هر گزارةراP   خواهـد

مقـدار  اول همـان   عبارت .باشد دارا مي Bرا مثل  مقدار ارزشدوم همان  بنابر اين عبارت .داشت

F ارزش B∧ مقدار ارزشدارد كه همچنين همان  را B بنابر اين در ايـن حالـت هـر دو    . است

  .دارا خواهند بود Bرا، يعني  مقدار ارزشهمان  ارتعب

يـا بـا هـم     دو نفـر آدم تـا حـالا    هر بيائيد قبول كنيم كه. در اينجا مثال جالب توجه كوچكي است

هم ديدار كـرده باشـند بـه ايـن      هر جفت از آدمها در يك دسته باچنانچه . نه روبرو شده باشند يا

چنانچه هر جفت از آدمهاي يك گروه با هم ديدار نكرده باشند، آنـرا يـك    .وئيم باشگاهگ گروه مي

  .ناميم گروه غريبه مي

  .است نفره3غريبه  يا يك گروهو  نفره 3 يك باشگاهيا شامل نفري  6هر مجموعة  .قضيه
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دو حالت . نفر باشد 6 يكي از آن xفرضاً كه. گيرد انجام مي 1استدلال توسط تجزية حالت  .برهان

  : آيد پيش مي

  . اند را ديده xنفر  3نفر باقيمانده دست كم  5در ميان  -1

 .اند را نديده xنفر  3نفر باقيمانده حداقل  5در ميان  -2

اين را بوسيله تنـاقض ثابـت   . دباش 2رقراربكنيم كه حداقل يكي از دو حالت بايد  در ابتدا بحث مي

اش آن اسـت كـه    معنـي . به اين معني فرض كنيد كه هيچكدام از حالتها اتفاق نيفنـد . خواهيم كرد

 5از  نفـر  1اين دسـت كـم   . اند را نديده xنفر  2را ديده و حداكثر  xنفر در آن گروه  2حداكثر 

 وجود دارد كـه نـه   نفر 1يعني كه حداقل . گذارد نفر باقيمانده كه به حساب نيامده است را بجا مي

ا كه با قرار ما تنـاقض دارد كـه هـر جفـت ديـده ي ـ      نديده است،را  x  را ديده است و نه xقبلاً 

  . برقرار باشدبنابر اين حداقل يكي از اين دو حالت بايد . اند نديده

ايـن حالـت بـه دو زيـر حالـت      . ديدار كرده باشند xبا  نفر 3 كنيم كه حداقل فرض مي :1حالت

  :شود تقسيم مي

پس اين افراد حداقل . اند د يكديگر را ملاقات نكردههيچ دو نفري از ميان آن افرا :1. 1 زير حالت

اين مسئله ثابـت  . است برقرار مجموعه ضيه در اين زيرقنفري بيگانه هستند بنابر اين  3يك گروه 

  .افتد ضيه در حالت اول اتفاق ميفركند كه  مي

                                                

  .كند راهش را پيدا كنيد تشريح راه حل در آغاز كار به خواننده كمك مي. 1
و  "p"ايد اينها اغلب ناچيزند، زيرا دو حالت به شكل  مة حالتها زا پوشاندهدهد كه ه بخشي از استدلال تجزية حالت يشان مي .2
 .به هر حال وضعيت فوق خيلي هم ساده نيست. هستند "pغير"



 ها مجموعه &تخمينها  - فصل دوم   6

٦ 

، يـك  xها با يكديگر ملاقات كرده باشـند، پـس آن جفـت، بـا      تعدادي از زوج :1. 2حالت زير 

  .نفره است بنابر اين قضيه در اين زير حالت برقرار است 3باشگاه 

  .اند را نديده xنفر هستند كه  3فرض كنيد كه حداقل : 2حالت

  .شود اين حالت هم به دو زير مجموعه تقسيم مي

نفـري   3اند پس اين افراد يك گروه حـداقل   دو نفر از ميان گروه همديگر را ديده هر :2. 1 حالت

  .استقرار برضيه در اين زير مجموعه قهستند بنابر اين 

انـد پـس آن جفـت بـه      تعدادي از زوجها در ميان آن افراد همديگر را ملاقات نكـرده :2. 2حالت 

بنابر اين قضيه در اين زير مجموعـه  . دهند تايي غريبه را تشكيل مي 3حداقل يك گروه  xهمراه 

  .استقرار بر

و بـر ايـن اسـاس در تمـامي      استقرار هم بر حالت 2هر ضيه در قترتيب ثابت مي شود كه   بدين

   .استقرار حالات بر

  )گزاره(ها  محمول .2

بسـتگي داشـته    تغيـر م يك يـا چنـد   ارزش ايست كه صحت و اعتبار آن به گزاره) استناد( محمول

  ».، مربع كامل استn«براي مثال، . باشد

n بـراي گزاره درست اسـت  . بستگي دارد nزاره ايست كه صحت و اعتبار آن به معيار گ = از  4

n برايكامل است، ولي غلط است  يك مربع 4كه آنجائي = يـك مربـع كامـل     5كه  يياز آنجا 5

عـلاوه بـر آن يـك    . شوند اغلب با يك حرف نامگذاري مي ها محمولها،  مانند ديگر گزاره .نيست
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براي مثـال، ممكـن    .كندمتغيرهاي خاصش مشخص با  محمول رارود تا يك  به كار مينماد  -تابع

  : بگذاريم pمان را   هاست نام نخستين گزار

"n يك مربع كامل است" ( )p n =  

)و اكنون  )p )صحيح است و  4 )p   . غلط است 5

 p اگـر . معمـولي اسـت   كننده شبيه نمادگذاري تـابع  ها به طور گيج محمولبراي  گذارينماداين 

) آنگاهباشد،  محمول )p n  مقداريا غلط است يا درست، بستگي دارد به n.    از سوي ديگـر، اگـر

p مانند  يك تابع معمولي باشدn
2
) آنگاهباشد  ،1+ )p n   دانشـجويان  . يك كميت عـددي اسـت

  .كنند دو را با هم قاطي مي اين بارها

  گذاري يك محمول ارزش 2 .1

و آن اين است كه  :در نظر بگيرد محمولقطعي وجود دارد كه يك نفر بتواند دربارة  بيانچند نوع 

"     محمولبراي مثال، . بعضي وقتها صحيح است و اينكه هميشه صحيح است "x ≥2
0  

" محمول   از سوي ديگر، . باشد هميشه صحيح است حقيقييك عدد  xوقتي كه  "x − =2
5 7 0  

x                خصوصاً وقتي كه گاهي اوقات صحيح است، متنها  = ± 7/5  

در زبان انگليسي چندين روش وجود  "گاهي اوقات صحيح"و  "هميشه صحيح"براي بيان مفهوم 

را ت چپ ارائه شده و مثالهاي خاص كاربرد آن قالبها مس كلي كه جدول پائين تعدادي قالب. دارد

د از اينگونه عبارتها صدها بار در نگارش رياضيات مشاهده تواني مي. دهد ارائه ميت راست مس در

  !كنيد
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  هميشه صحيح

)، n هربه ازاء  )p n هربه ازاء                . صحيح است x ،x ≥2 0   

( )p n  در ازاء هرn صحيح است .                 x ≥2   xهر  به ازاء 0

  بعضي وقتها صحيح

)اي بطوريكهn وجود دارد )p n وجود دارد .صحيح است xاي به طوريكه        x − =2
5 7 0  

)، nبه ازاء تعدادي  )p n  صحيح است.            x − =2
5 7   xبه ازاء تعدادي  0

)، nبه ازاء حداقل يك  )p n صحيح است.      x − =2
5 7   x يك به ازاءحداقل 0

به طور ويژه، تأييـد يـك   . كنند كه چطور هميشه محمول صحيح است همة اين جملات تعيين مي

نامند و اثبات اين ادعـا كـه يـك     مي عمومي سورادعا مبني بر هميشه صحيح بودن يك محمول را 

بعضي وقتها جملات انگليسي دربـارة  . نامند وجودي مي سورمحمول گاهي وقتها صحيح است را 

  :غيرواضح هستند سورمعني 

 A درسنمـرة شـما در ايـن     آنگـاه كنيم حل كنيـد،   چنانچه بتوانيد هر مسئله را كه ما مطرح مي«

 سـور تواند به هر دو شكل  مي "ما مطرح كنيم حل كنيداي را كه  بتوانيد هر مسئله"ارت عب» .است

  :وجودي ترجمه شود يا و عمومي

  ».اي را كه ما مطرح كنيم حل كنيد توانيد هر مسئله مي«

  ،يا ممكن است

  ».كنيم حل كنيد مطرح مي ،توانيد يك مسئله را كه حداقل مي«
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بزرگتر خـود   آنگاه -اگره اين عبارت معين شده درون يك گزارة در هر حالت به خاطر بسپاريد ك

توانند با و، يا،  خودشان گزاره هستند و مي دارسور عباراتاين كاملاً عادي است؛ . دهد را نشان مي

  .ست مثل هر گزارة ديگررد .كند و غيره تركيب شوند دلالت مي

 بيشترنماد  2 .2

،  "و"همانطور كه علائمـي بـراي    ،ي، وجود دارندو وجود عموميشان دادن سور نعلائمي براي 

گفـتن اينكـه يـك    بـراي   ،الخصوص علي. وجود دارد الي آخرو ) →( "بر كند دلالت مي"و ) ∧(

)گزاره  )p n  در ازاء تمام مقاديرx از يك مجموعهD صحيح است.  

  :نويسد مي

. ( )x D p n∀ ∈  

در  xبـه ازاء همـة   "مام گزاره بـه صـورت   تشود، بنابر اين  خوانده مي "همه به ازاء" ∀علامت 

D ،( )p x گفتن اينكه يك گزاره  براي .شود خوانده مي "صحيح است( )p x  در ازاء حداقل يك

    :نويسد صحيح است، مي Dدر  xمقدار از 

. ( )x D p x∃ ∈  

E  يك "توان به شكل  شود، بنابر اين چنين عبارتي را مي خوانده مي "وجود دارد"برعكسx  در

)وجود دارد بطوري كه  "Dمجموعه  )p x ،هـاي   علامت. خواند  صحيح است,∃ هميشـه بـا    ∀

  .شوند يك محمول به مانند دو مثال بالا دنبال مي پسس يك متغير و

كنـيم،   سـائلي باشـد كـه مـا طـرح مـي      مجموعـه م  ،ئلابه عنوان يك مثال، در نظر بگيريد كه مس ـ

)هاي حل )x  توانيدمسئله  مي"هم محمول)x (د و حرف باش "را حل كنيدA  توانيـد   مي"گزارة
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اي را كـه مـا    آنگاه دو تفسير متفاوت، اگر بتوانيد هر مسـئله . باشد"س را بگيريد رنمرة الف اين د

  :توان نوشت گيريد را به شكلهاي زير مي را مي سنمرة الف در آنگاهمطرح كنيم حل كنيد، 

( ))x A→ ئل امس.  اه لح( x∀ ∈  

)            يا شايد هم  ))x A→ ئل امس.  ها لح( x∃ ∈  

  ادغام سورها 2 .3

  : كند گلدباخ بيان مي دسحبراي مثال . شوند هاي رياضي شامل چندين سور مي بسياري از گزاره

  ".توان به صورت مجموع دو عدد اول نوشت را مي 2هرعدد زوج صحيح بزرگتر از "

  :تر به كار ببريم را روشن سورهاتر بنويسيم تا  بيائيد اين موضوع را مفصل

q,اعداد اولي مثل  ،2باشد و بزرگتر از  nدر ازاء هر عدد زوج صحيح كه  p د دارد بطـوري  وجو

nكه  p q= +.  

فرض كنيد 
vE  باشد و فرض كنيد  2مجموعه اعداد زوج صحيح بزرگتر ازc  مجموعة اعداد اول

  :گلدباخ را به مفهوم منطقي آن به شكل زير بنويسيم درستوانيم  پس مي. باشد

n p q= + . q∃ ∈ ∃ ∈
144424443

c c        n EV∀ ∈14243
  

q,اعداد اول    p  2زوج  صحيح به ازاء هر عدد      وجود دارند به طوري كهn ≥  

  ترتيب سورها 2 .4

بيائيد برگرديم . دهد يك گزاره را تغيير مي معني) يا وجودي عمومي(ترتيب انواع سورها تعويض 

اين جمله مبهم است زيرا ترتيب  ".هر آمريكايي رويايي دارد": كنندة به مثال خودمان، عبارت گيج

اي از  مجموعه Dكنيم  آمريكاييها باشد، فرض مي مجموعه Aفرض كنيم . سورها مشخص نيست
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) كنيم ريف ميتع .روياها باشد , )H a b  آمريكائي"به معنيa  رويايd حالا معني جمله  "دارد را

  :تواند اين باشد كه يك رؤيا هست كه هر آمريكائي در آن سهيم است مي

. ( , )d D a A H a d∃ ∈ ∀ ∈  

  تواند اين معني را داشته باشد كه هر آمريكايي رويايي مخصوص به خود را دارد،  يا مي

; ( , )a A d D H a d∀ ∈ ∃ ∈  

بزرگتـر   آورد كه هر عدد زوج غلط بوجود مي ااي آشكار گلدباخ گزاره حدسجابجايي سورها در 

  :استيكسان  مجموع دو عدد اول 2 از

n p q= +   n EV∀ ∈14243
         p q∃ ∈ ∃ ∈

144424443
c c  

2nزوج  صحيح به ازاء هر عدد     q,اعداد اولي نظير        صحيح ≤ p  وجود دارند به طوري كه  

  يك دامنه  ها روي متغير 2. 4 .1

گيرنـد،    مـي  Dيك مجموعـه نـاتهي و يكسـان    يرها در يك فرمول مقدارشان را از وقتي تمام متغ

.براي مثال در عـوض   .را حذف كنيم Dمناسب است كه  ( , )x D y D Q x y∀ ∈ ∃ ترجيحـاً   ∋

  نويسيم مي

 . ( . )x y Q x y∀ ∃  

  .شود مي  فرمول ناميده ي امنهگرفته شده است داز آن  yو  xكه  نام بيمجموعة غير تهي 

 دسح ـبـراي مثـال،   . آسـان اسـت   دامنه گرفته شـوند از يك براي اينكه ها  تغيرهمة م كردنمنظم 

  صورت زير بيان شودهستند به  دامنه درهايي كه  تغيرتواند با همة م گلدباخ مي

)n p q∧ = ∧qاعداد اول + .اعداد اول  ∋ ( .n n EV p q p∀ ∈ → ∃ ∃ ∈  
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١٢ 

  نقيض سورها 2 .5

  :دهد معني را مي يكزير دو جمله  .يك رابطة ساده ميان دو نوع سور وجود دارد

ها هستند كه دوسـت ندارنـد    بعضي. س دوست دارد برف سواري كندموضوع اين نيست كه هر ك

  .برف سواري كنند

  :است هاي محمول كلي فرمول حاصل خاصيتمنطقي، اين  نمادگذاريهاي  در اصطلاح

. ( )x p x∃ .برابر است با  ¬ ( )x p x¬∀  

آنجا كسي نيست كه از اسكي كردن روي خمير : دهند مييكسان به طور مشابه، اين جملات معني 

  .زار است هر كسي از اسكي كردن روي خمير مواد معدني بي. مواد آلي خوشش بيايد

  :توانيم هم ارز بودن را اينگونه نشان دهيم منطقي مي نمادگذاريدر 

( . ( ) . ( )x Q x x Q x¬∃ ↔ ∀ ¬  

  .كند نوع آن سور را عوض مي در خلال يك سور "قيضن"قاعدة كلي اين است كه جابجايي يك 

  اعتبار داشتن 2 .6

سنجيده شود هيچ هم مهم نيست كه  Tشود كه با  اي هنگامي معتبر خوانده مي يك فورمول گزاره

 ـاي تعيين كن هاي گزارهتغيررا با م غاديريچه م دمورگـان چنـين اسـت كـه      قائـده بـراي مثـال   . دي

( )p QY R∧  برابر است با( ) ( )p Q p R∧ ∨   :توان گفت به همين گونه است كه مي ∧

[ ( )] [( ) ( )]p Q R p Q p R∧ ∨ ↔ ∧ ∨ ∧  

  .معتبر است
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يابد ولي براي معتبر بودن يك فورمول اكنون بايد  همان نظريه به فورمهاي محمول هم گسترش مي

اش  متغيرهـايش روي دامنـه   نجد كـه را بس ـ چه مقـاديري با صحيح بودن سنجيده شود مهم نيست 

كردن يك سور با قضـية معتبـر    نقيضبراي مثال ما پيش از اين مشاهده كرديم كه قاعدة  .گيرد مي

  .شود تسخير مي

  . مثال مفيد ديگري از قضية معتبر چنين است

. ( , ) . ( , ).x y p x y y x p x y∃ ∀ → ∀ ∃  

نيـاز  . باشـد  Dبـر  هم محمول دوتايي  pمتغيرهاست و براي اي   دامنه Dفرض كنيد كه  .برهان

. اگرداريم كه  ( , )x y p x y∃ . آنگاه، باشدقرار بر ∀ ( , )y x p x y∀   .شود  نيز برقرار ∃

.بنابر اين فرض كنيد ( , )x y p x y∃ xنابر اين برخي از عناصر ب :∀ D∈o   اين ويژگي را دارند كـه

( , )p x yo o  در ازاء همةy D∈ بنـابر ايـن در ازاء هـر    . صحيح استy D∈  تعـدادي ،x D∈ 

)كه  xo وجود دارد مثلاً , )p x yo يعني اينكه . صحيح است. ( , )y x p x y∀  همـانطور كـه بايـد    ∃

  .برقرار است

.                   از سويي ديگر،  ( , ) . ( , ).y x p x y x y p x y∀ ∃ → ∃ ∀  

يي كـه فرضـيه   توانيم با توصيف يـك تفسـير ايـن را ثابـت كنـيم جـا       به سادگي مي. معتبر نيست

. ( , )y x p x y∀ .صحيح باشد ولي نتيجه  ∃ ( , )x y p x y∃ براي مثال فرض كنيـد  . صحيح نباشد ∀

)كه دامنه يك عدد صحيح باشد و  , )p x y  معنيx y> بر اين اساس فرضيه صحيح . دهد را مي

yرا  xتوانيم  مي yبه فرض ارزش  خواهد بود زيرا ، ولي در سايه اين تفسـير  انتخاب كنيم 1+
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١٤ 

كـه   رگتر از همة اعداد صحيح وجـود دارد كند كه يك عدد صحيح بز نتيجه به طور قطع تعيين مي

  . شود ناميده مي نقضل ثاكند م مي رداين كه اثبات ادعاء را  تفسيري شبيه. مطمئناً غلط است

  هاي رياضي انواع داده. 3

راً آنهـا را يـاد   مكرد، ويا پيش آشنا بوده ازتوابع و  و ها ، دنبالهها مجموعه با كه مفاهيم فرض كرديم

  .انداخت اينك نگاه سريعي دوباره به تعاريف خواهيم .كرديم

 ياض ـعا. شـوند  مجموعه ناميـده مـي   اعضايكه  ،اي از اشياء است ستهد ،بدون تشريفات، مجموعه

 .هـاي ديگـر   اعداد، نقاطي در فضا يا حتي مجموعه: توانند دربارة هر چيزي باشند يك مجموعه مي

بـراي مثـال چنـد    . روش قراردادي نگارش يك مجموعه فهرست كردن عناصر درون كروشه است

}             اعداد طبيعي:     مجموعه اينجاست },=� K0,1, 2, 3   N  

  C=  }قرمز ,آبي  ,زرد {          رنگهاي اصلي  

}  حيوانات دست آموز مرحوم  , , , }D Alex Tippy Shells Shadow=  

}      ها  اي از مجموعه مجموعه  }{ , },{ . },{ , }P a b a c b c=  

}ند، بنابر اين نيست همترتيب عناصر م },x y  و{ },y x هسـتند كـه بـه اشـكال      يكسـان  مجموعه

 ربا عقل جـو . هست يا نيست يك مجموعهي از اند علاوه بر آن يك شئ عضو شته شدهمختلف نو

بر ايـن نوشـتن   بنا. بيش از يكبار در يك مجموعه ديده شود كه عضوي فكر كنيمآيد كه به  در نمي

{ },x x فقط خاطر نشان كردن همان شئ دوبار است، مثل اينكه آنx  بطـور  . در مجموعه اسـت

}خاص  } { },x x x=   
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eعبارت  s∈ كند كه  مي بيانe  مجموعة  عضويكs بـراي مثـال  . باشد مي N ∈7  وc∈   ،آبـي

Tailspinولي  D∉ هاي مورد نظـر را   جداقل يكي از مجموعه. ها ساده و همه جا هستند مجمومه

  .اي از اين يادداشتها پيدا خواهيد كرد در هر صفحه

  هاي عمومي  تعدادي مجموعه 3 .1

 .اند اختراع كرده عامهاي  اي را براي ارائه مجموعه رياضي دانان علائم ويژه

  علامت        مجموعه         اضعا

   ∅        مجموعة تهي         ندارد 

{ }K0,1, 2,  N        اعداد طبيعي       ,3

{ }K K, -3, -2, -1,0,1, 2,   Z        اعداد صحيح   ,3

1و غيره  5
, ,16,

2 3
  Q        اعداد گويا      

,و غيره  , ,eπ    R        اعداد حقيقي      9−

,و غيره  ,i i−
19

2 2
2

   C        اعداد مختلط     

مجموعة  سازد، براي مثال يك مجموعه را به عناصر مثبت آن محدود مي+ يك انديس بالايي 

را  اعـداد حقيقـي منفـي   مجموعـة   كند بـه همـين قيـاس،    ي مثبت را مشخص مياعداد حقيق

  .كند مشخص مي

  ها مقايسه و تركيب مجموعه 3 .2
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١٦ 

Sة  گزار T⊆ سازد كه مجموعة خاطر نشان ميS  يك زير مجموعه از مجموعةT    است كـه بـه

هـر  (  بـراي مثـال ،  . است Tاز  عضويهمچنين  Sاز  عضوياين معني است كه هر 

ولـي   ،)اسـت  حقيقـي هر عدد گويا يـك عـدد   ( و) طبيعي يك عدد صحيح است دعد

  ).صحيح نيست دمختلطي يك عد دهر عد( 

به مجموعة كـوچكتر اشـاره دارد، درسـت شـبيه      ⊇ه خاطر داشته باشيد به عنوان نيرنگ حافظه ب

علامتـي بـه   : رود اً اين اتصال كمي دورتر هم مـي واقع.. كند كه به عدد كوچكتر اشاره مي ≥نشانة 

Sبر اين اساس، . وجود دارد >نظير  ⊃شكل  T⊂  به اين معني است كهS    زيـر مجموعـةT 

,بنابر اين به ازاء هر مجموعه . است، ولي با هم مساوي نيستند ,A A A⊆  ولي. ,A A⊄   

  : بيائيد يك جفت براي استفاده در مثال تعيين كنيم. ها چندين راه وجود دارد براي تركيب مجموعه

{ }X = 1, 2, 3  

{ }Y = 2, 3, 4  

)هاي  اجتماع مجموعه • ) ,X Y Y XU  شامل تمامي عناصر موجود درX ا يY   يا هـر دو

}باشد بنابر اين  مي }X Y =U 1, 2, 3, 4 

Y,هاي  همجوع شتراكا • X  با علامت (مذكور بهX YI ( شامل تمامي عناصر موجود در

,Y X بنابر اين . باشد مي{ }X Y =I 2, 3 . 

Y,اختلاف  • X )با علامتX Y− ( كه در  است اعضاييشامل همةX    وجـود دارد ولـي

}             بر اين اساس، . نه Yدر  } { },Y X X Y− = − =4 1 
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  Aمكمل مجموعه  3. 2 .1

، D از Aي  براي هر زيـر مجموعـه   .D :مانندكنيم  خاصي تمركز مي دامنةگاهي اوقات بر روي 

A عضااتمام  مجموعهD كه در A شود نسبت تعريف مي ،::A D A= مكمل  A، مجموعة  −

A شود ناميده مي.  

مثبت مجموعه اعداد ي حقيقكنيم، مكمل اعداد  ي كار ميحقيقاز اعداد  اي با دامنهبراي مثال، وقتي 

  نتيجه اينكه . ي منفي به همراه صفر استحقيق

 مجموعة تواني 3. 2 .2

)، ، مجموعة توانيA هاي يك مجموعه تمام زير مجموعه همجموع )P A  ازA  شـود،   ناميده مـي

ــابر  ــبن )ن اي )B P A∈ اگــر فقــطو  اگــر B A⊆  ــال، عناصــر ــراي مث }ب }(P 1,2 ــد از  ( عبارتن

{ } { } { }. , ,∅1,2 , 2 1  

n عنصر داشته باشد، آنگاه A ،nتر، چنانچه  خيلي كلي
)در  مجموعه 2 )P A به اين . وجود دارد

Aدليل برخي از مؤلفين نماد 
)را به جاي  2 )P A برند به كار مي .  

  :ها دنباله 3 .3

  يـك دنبالـه  ديگر  راهي. دهند بندي يك گروه اشياء به دست مي ها يك راه براي دسته مجموعه

كوتاه به طور كلي بـا   هاي  دنباله. باشد مي اجزاء ها يا مؤلفهاست كه فهرستي از اشياء به نامهاي 

)شوند، براي مثال  بندي عناصر ميان پرانتزها تشريح مي فهرست , , )a b c مؤلفـه با سه  اي  دنباله 

  . است

  .نقشي همگرا دارند، چندين تفاوت هم وجود دارد  لهدنباها و  در حالي كه هر دوي مجموعه
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١٨ 

تواننـد يكسـان    مـي   دنبالـه عناصر يك مجموعه بايد مجزا باشند ولي عبارتهـاي يـك    •

)بنابر اين . باشند , , )a b c  معتبر است، ولي  دنبالهيك{ }, ,a b a    يك مجموعـة معتبـر

 .نيست

 ـ نظم خاصي دارند  ر يك دنبالهموجود دعبارتهاي  • بـراي  . هولي عناصر يك مجموعه ن

)مثال  , , )a b c  و( , , )a c b مختلفـي هسـتند ولـي     هـاي  دنباله{ }, ,a b c  و{ }, ,a c b 

 . هستند يكسان هاي مجموعه

 λ بـا  لاًومعمتهي   دنبالهشود و  نشان داده مي ∅علامت  مجموعة تهي معمولاً با اين •

 .شود نشان داده مي

هـاي،   ضـرب مجموعـه   حاصـل . اسـت  هـا  دنبالـه ها و  تماس بين مجموعه راهعمليات ضرب يك 

, nS S S× ×K1  S1اسـت كـه اولـين مولفـه از      هـايي  دنبالـه ام اي تازه است كه شامل تم ، مجموعه2

S2دومين مؤلفه از 
هايي  ليه جفتست از كا اي مجموعه براي مثال،. است الي آخرو  

  : است bيا  aدوم آنها  عضواولشان عدد طبيعي و  عضوكه 

{ } { }N× a,b = ( ,a), ( , b), ( , a), ( , b), ( , a), ( , b),…o o 1 1 2 2  

nبه صورت  Sمتعلق به يك مجموعة كپي  nضرب  حاصل
S   بـراي مثـال   . شـود  مشـخص مـي

{ }
3

  :تايي هاي سه زير دنباله اي است از تمام مجموعه 0,1

{ } { }=
3

0,1 (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)  
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  )نمادهاي سازنده مجموعه( 3 .4

ما اغلب مايليم دربارة . استها  ساختن مجموعهها در  ته مهم محمولبيكي از كاربردهاي ويژه و ال

توانند خيلي خوب تشريح شوند با فهرست كردن عناصر به طور آشكار، يا با  هايي كه نمي مجموعه

شوند  هايي كه به آساني توضيح داده مي ك و غيره صحبت كنيم، ولي مجموعهاشترا ،گرفتن جتماعا

عقيده مبنـي بـر تعيـين    . بخشند نمادهاي سازنده مجموعه اغلب نجات مي. گذاريم را مسكوت مي

) اعـدادي ( مجموعه متشـكل از كليـة   يكبا استفاده از محمول است، به طور خاص  مجموعه يك

مجموعه سـاخته  در اينجا تعدادي مثال از . شوند محمومل مي باعث صدق كردن اعضايي است كه

  : وجود دارد شده از نمادها

  عدد اول است  n و براي عدد صحيح{

  

  

  . است كه باعث صحيح شدن محمول nمتشكل از كليه اعداد طبيعي  Aمجموعة 

»k  در ازاء تعدادي عدد صحيحn k= +4 بـر ايـن اسـاس    . اسـت »  nيك عدد اول اسـت و   1

  : به اين ترتيب هستند Aكوچكترين عناصر 

…5,13,17, 29, 37, 41, 53, , 57, 61, 73,   

به خوبي  اولية اين مجموعه ا فهرست كردن اين تعداد عناصرب Aوعه ممج  تلاش براي نشان دادن

به همـين سـان، مجموعـة     .شود آشكار نمي شخصيمالگوي ، ترمتأثيرگذار نيست؛ حتي بعد از ده 

B قيقي متشكل از كلية اعداد حx محمول  است كه  
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x x− + >3
3 1 0   

دار نياز به حـل   عبارتهاي فاصله بصورت Bدر اين حالت، توضيح آشكار مجموعة . صحيح است

aز همة اعداد مختلط متشكل ا Cسرانجام، مجموعه . دارد 3يك معادلة درجة  bi+ نظير:  

a b+ ≤2 2
2 1  

  . مختلط است اعداد در صفحة مبداء مختصاتمرغي شكل پيرامون  تخم اين يك ناحية

  ها تابع 3 .5

تخصـيص  به نام برد اي ديگر  شود در مجموعه صر يك مجموعه را كه دامنه ناميده مياعن يك تابع

  نماد. دهد مي

:f A B→  

"آشـنا  بـه عبـارت   . B بـرد ، و  Aتابعي است با دامنـه،   fسازد كه  خاطر نشان مي ( ) "f a b= 

a عضـو  fكند كه  خاطر نشان مي A∈   را بـهb  در اينجـا  . بـرد  مـيb  مقـدار f  درa   ناميـده

  .شود مي

  :شوند آيد تعيين مي ها غالباً بوسيله فورمولهايي كه در پي مي تابع

( ) ::f x
x

=
1 2

1  

  يك مؤلفه با مقدار حقيقي است، يا  xجايي كه 

( , ) ::f y z y yz=2 10  

  كند، يا  مي اي از اعداد تغيير در رشته zو  yجايي كه 

( , ) :: ( , )f x n زوج n x=3  
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  .كند ر ميتغيياعداد طبيعي  در n جايي كه

 نشـان بدهـد،    دامنـه  عضـو تابع را در هـر   زشراد بوسيلة يك جدول كه نتوان مي متناهيهاي  تابع

)تابع  ندمان. مشخص شوند , )f P Q4
  :اي هستند هاي گزاره مؤلفه Qو  Pكه  

  

( , )f P Q4
  P Q  

T  T  T  
F  F  T  
T  T   F  
T  F   F  

  

f بخاطر داشته باشيد كه
4

)ل توانسـت توسـط فرمـو    همچنين مي  . ) [ ]f P Q P Q= توصـيف   4→

  .شود

محاسبة مقـدار آن   اش براي دامنه عضوهر آن روي  توان توسط طرز عمل همچنين يك تابع را مي

)براي مثال، تعيين . ديگر هاي روشتعيين نمود يا با برخي از  عضو )f y5     به عنـوان طـول سـمت

  بنابر اين آشكار شود باشد، 1 دتا اينكه عد yييتا دو شتهبه راست پژوهش در ر چپ

f =5(0010) 3,  

f =5(100) 1,  

f. نا معين است =5(0000)  
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خواهيم مبحث شمارش را انجام دهيم بـر   هاي محدودي از توابع هستند كه موقعي كه مي خاصيت

گـوئيم يـك تـابع     مـي  .كنـد  هـا دلالـت مـي    دامنـه  هـا و هـم   هاي دامنـه  بط معيني در ميان اندازهروا

:f A B→ :  

داشـته باشـد؛ در غيـر ايـن      Bاختصاص به برخي از عناصـر  Aعضواگر هر  ي استكل •

 شود، ناميده مي جزييصورت تابع 

 ،نگاشت شود Aاز عضوبه حداقل يك  B عضواگر هر  است پوشا •

 ، ونگاشت شود Aاز عضو حداكثر يك به Bعضواگر هر يك به يك  •

 عضـو يك به دقيقاً  Bعضوبخصوص هر . باشد پوشاو  1-1، كلي fاگر  دوسويي است •

 .شود نگاشت مي Aاز

  

  

. نااميد كننده غير قابـل حفـظ و غيـر قابـل شـرح دادن هسـتند       "يك به يك" "پوشا"نامهايي مثل 

به جاي يك بـه   "يك به يك"و از اصطلاح  شاپوبه جاي  "بر روي"برخي از مؤلفين از اصطلاح 

  .ور قابل بحثي هم به خاطر سپردني نيستندتر هستند ولي به ط كنند، كه كوتاه استفاده مي يك

ها را در عبارتهاي يك نمودار تشريح كنيم جايي كه تمـام عناصـر دامنـه     توانيم همة اين ويژگي مي

Aستوني بسيار بلند بالا چنانچه (شود  ، در يك ستون ظاهرA   و همـة عناصـر   ) نامحـدود باشـد

اي  در ستون اول به سمت نقطه aاي  در ستوني ديگر نمايان شود و يك فلش از نقطه B ،دامنه هم
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)كه در ستون دوم رسم مي كنيم جائي  )f a b=   براي مثال، اينجا نمودارهايي براي دو گروه تـابع

  :داريم

B    A        B    A  

1    a        1    a  

2    b        2    b 

3    c        3    c 

4    d        4    d 

5                e  

  : چيست گويند در اينجا ببينيم آنچه را تعاريف دربارة چنين تصويرهايي مي

• "f  در دامنة ستون،   به اين معني است كه هر نقطه"عبارت است از يك تابعA  حداكثر

اي در سـتون   چنانچه بيشتر از يك فلش از هر نقطـه . (يك فلش از خود بيرون داده است

دربـارة  . خواهد بود نـه يـك تـابع    تبمرهاي  اي از زوج مجموعه fاول بيرون بزند پس 

 .)عنوان زوجهاي مرتب دو هفتة ديگر بحث خواهيم كرد

• "f ستون در اي چنانچه  يعني اينكه هر نقطه "است كليA  حداقل يـك فلـش از   باشد

يك فلش از آن بيرون آمـده اسـت   خود بيرون داده كه حقيقتاً به اين معني است كه دقيقاً 

 . يك تابع است fچرا كه 

• "f دامنة  اي در ستون هم يعني اينكه هر نقطه "پوشا است تابع يكB  حداقل يك فلش

 . به خود گرفته است
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• "f دامنة  اي در ستون هم يعني اينكه هر نقطه "ه يك استيك بB  حداكثر يك فلش به

 .خود گرفته است

• "f اي در ستون  يعني اينكه هر نقطه "است دوسوييA    دقيقاً يك فلش بيـرون از خـود

 . دقيقاً يك فلش به سمت خود دارد Bن دارد و هر نقطه در ستو

يـك فلـش بيـرون     Aستون  عضوهر (است  پوشاو  كليبنابر اين در نمودار بالا تابع سمت چپ 

 3 عضـو (يك نيست ولي يك به ) حداقل يك فلش به خود گرفته است Bستون  عضوداده و هر 

 Aدر سـتون   عضـو هر (و يك به يك است  كليتابع سمت راست ) دو فلش به سمت خود دارد

ولي پوشا نيست ) حداكثر يك فلش پذيرفته است Bستون  عضويك فلش بيرون داده است و هر 

  )پذيراي هيچ فلشي نيست 4 عضو(

  ،اش و مجموعة دامنه ، هماش دامنه: با سه مجموعه در گير است عز درباة يك تابهمه چي

{ }( , ) ( )a b f a b=  

دهـد كـه    به سادگي توضـيح مـي   fبه خاطر داشته باشيد كه گراف . گويند مي fكه به آن گراف 

  .كجا بروند به fفلشها يك نمودار 

گيري بر اينكـه   براي تصميم. است يا پوشا كلي fگيرد كه آيا  خود به خود تصميم نمي fگراف 

f ن اينكه است يا نه نياز داريم بدانيم كه دامنه چيست و براي گفت كليf      پوشـا اسـت نيـاز بـه

)رمول براي مثال، تابعي كه توسط ف .دامنه داريم دانستن هم ) ::f x
x

=
2

تعريف شود در صـودتي   1

 oجملـه   اش تعدادي از مجموعه اعداد حقيقي من است ولي اگر دامنه كليباشد  اش  كه دامنه

اسـت، ولـي    باشند دو سويي اش هر دو  دامنه در صورتي كه دامنه و هم. است جزييfباشد 
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و تـابع   پوشاتابع  .باشند، نه يك به يك است نه پوشا Rاش هر دو  دامنه و دامنه در صورتي كه هم

  .كند ها ايجاب مي دامنه ها و هم منهيك به يك اندازة نسبتهاي معين بين روابط را در دو مورد دا

 تعـداد ، به معنـي آن اسـت كـه،    است A اندازة A منظور ازباشد،  تناهييك مجموعه م Aاگر 

  . چقدر است Aدرون  اعضاي

  ) تقانون نگاش(لم 

A B≥ ⇐ f: شد آنگاهابپوشا   A B→ اگر   • 

A B≤ ⇐ f: آنگاه كلييك به يك باشد و   A B→ اگر   • 

A B= ⇐ f: باشد آنگاه دو سويي  A B→ اگر   • 

يك مجموعه به اعضاي وقتي كه دربارة  ،لب مفيد است كه مجموعة مقادير يك تابع يافت شوداغ

f:                 بنابر اين اگر. رود كار مي A B→ A A′ ⊆   

)ˆ{                  كنيم  مي فيرتع ) :: { ( )f A b B f a b′ ′= ∈ =   

]گيـريم  براي مثال، اگـر در نظـر ب   , ]r s   از بـازه نشـانگر r   بـهs  پـس   باشـد  اعـداد حقيقـي  در

ˆ (f =1 [1, 2]) [1/4,1]   

 Xنظر بگيريم كـه  اگر در  .f5تابع  از "1جستجوي يك " براي مثالي ديگر، بيائيد در نظر بگيريم

شـود، آنگـاه    شـروع  1 و يـك  oد زوج از اعـد تباشد كه بـا يـك    تاييهاي دو اي از واژه مجموعه

ˆ ( )f X5 برابر با اعداد زوج طبيعي خواهد بود .  

Aجموعه به يك م fˆكاربرد  A اي روي به صورت نقطـه  fكاربرد "از مانند  ′ تمـايز  . اسـت  "′

و فقـط   fˆسـر   براي حذف كلاه روي سادهنوعي ناخنك زدن است و اين تمريني  fˆو  fميان 
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f معمولاً آسان است به تصوير كشيدن اينكه آيا  زيرا كهما اين كار را خواهيم كرد، . نوشتن است

f  ـا،  ا. تحديـد شـود   مجموعـه از آنهـا  زيريـك   رويبايد براي يك استدلال مجرد بكار رود يام

نيست، بلكه زير  f ،Aبراي مثال، دامنة : توابع كاملاً متفاوتي هستند fˆو  fبصورت تكنيكي ، 

)است يعني  A مجموعه )P A دامنة  و همˆf،( )P B است.  

كه . شود ناميده مي f بردممكن ناشي مي شود،  مقاديربراي تمام  f تاثيرمجموعة مقاديري كه از 

). اين چنين است ))f  دامنه:: (f= برد f. به عنوان منحني يك تابع  هدامن برخي از مؤلفين به هم

فقط هنگامي يكـي هسـتند    fدامنة  منحني و هم. كنند، ولي فرق ميان اين دو مهم است رجوع مي

  . پوشا باشد fكه 

 آيا براستي اين همه تأثير دارد؟ .2

مشـتي پـر از   : به اين ترتيب اين همان جايي است كه امروزه جريان اصلي رياضيات ايستاده است

 ـ. تواند از آن منشـعب شـود   اصول كه هر چيز ديگري در رياضيات منطقاً مي ان شـبيه موقعيـت   بي

عصـارة حقيقـت در    بـه ايـن معنـي كـه    وجـود دارد،  يـره  منحني گلبرگي است، ولي چندين ابر ت

  . شده استنرياضيات كاملاً حل 

در عوض، بوسيله شخصي به نـام  . اند توسط خدا روي سنگ قلم زني نشده ZFCاصول  •

 . اش را فراموش كرده است احتمالاً يك روزي او هم كليد خانه. اند زِرِملو طراحي شده

 pاند، احتمال دارد كه يك نفر گزاره  ثابت شده منطقاً ZFCداند آيا اصول  هيچ كس نمي •

. با اين حساب رياضي داغان خواهـد  شـد  . را ثابت كند ¬pرا ثابت كند و ديگري گزاره

در آغاز . رسد موقعيت شكاف داري باشد، ولي پيش از اين هم روي داده است به نظر مي
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اي بـراي اصـالت بخشـيدن بـه تئـوري       دان تـلاش اوليـه   فرگة منطق تم، گتلوب ده بيسص

چنـدين  . ها با اسـتفاده از تعـداد كمـي از اصـول پذيرفتـه شـده را شـروع كـرد         مجموعه

كشف كرد كه اصول فرگـه در عمـل ضـد     –شان برتراند راسل  مشهورترين –دان  رياضي

 !خود بودند

كند كه هـر كسـي    ريزي مي اي رياضياتي را پايه به  طور گسترده ZFCدر حالي كه اصول  •

همچنـين بـر    –و ديگر حقايق اوليه كه صحيح هستند  3+3=6جايي كه  –طالب آن است 

گويـد كـه    تارسكي مي –خبراي مثال، فرضية بانا. كنند نتايج مزاحمت آوري هم دلالت مي

اره طوري تنظـيم  توانند دوب ها مي تواند به شش تكه تقسيم شده و سپس تكه يك توپ مي

 ! شوند كه دو توپ بدست آيد هر كدام هم به اندازة همان توپ اصلي باشد

ولـي كامـل كـه      باشـند،  سازگار ZFCگدُل ثابت كرد كه، فرضاً كه اصول  1930در دهه  •

اصـول   ايـن  هايي وچود دارند كه صحيح هسـتند ولـي منطقـاً از     يعني اينكه گزاره: نيستند

كه خيلـي  ( سازگار است ZFCاي كه  وان يك موضوع واقعي گزارهبه عن. كنند پيروي نمي

مثـالي از يـك گـزارة    ) هـا  مجموعـه  برحسـب  فورمول آن به صورتسخت نيست گفتن 

 .تواند ثابت شود نمي وجود دارد كهصحيح 

  !اند جالب توجهكند، ولي براي فكر كردن دربارة آنها  ما را دچار مشكل نمي 6.042اين مسائل در 
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  نقيضه گويي راسل

گـويي   معـروف بـه نقيضـه    -ها، سريعاً به تناقض زير برهان آوردن از روي سادگي دربارة مجموعه

  :شود راسل منجر مي

  كند و تعريف كنيد ميدلالت ها  تمام مجموعه رويمتغيري است كه  Sكنيد رضف

{ }:: .W S S S= ∉  

  ،Sهر مجموعه براي  ،بنابر اين تعريف

,S W iff S S∈ ∉  

  باشد و نتيجة متناقض را بدست آوريم كه  W ،Sتوانيم فرض كنيم كه  بطور خاص مي

.W W iff W W∈ ∉  

هـا پديـد    آشوبي مهلك در تلاش اولية فرگه براي طرح فرضية اصولي كردن مجموعـه اين تناقض 

ربنـاي اصـولي بـراي    اي گيج كننده به تلاشهايي بود كه درصدد فـراهم نمـودن زي   اين ضربه. آورد

  .رياضيات بودند

. يك مجموعه باشد Wتوانيم اجازه دهيم كه  ما نمي. اما چيزي غير عادي در آن زمان مشخص بود

ها  روي مجموعه Sزيرا . باشد غيرمجاز است S ،Wدهيم  اي از اثبات كه اجازه مي ر نتيجه مرحلهد

  .يك مجموعه نيست Wتواند تغيير كند و  مي

تعريف  ـ به اين معني است كه ما بايد اين اصل را كه هر دسته خوش Wاجتناب از مجموعه بودن 

  .از عضوهاي رياضي مجموعه است را كنار بگذاريم
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ري را اصـولي كننـد   گي دانان با آن مواجه شدند اين بود كه چگونه قواعد تصميم اي كه منطق سئلهم

هـد برسـر ايـن     بلافاصله راسل و همكـارش وايـت  . مجموعه هستند ،تعريف ـ هاي خوش كه گروه

مسئله دست به كار شدند و دوازده سال وقت براي پيش برد يك اصل تازة بزرگ در يـك گـراف   

  . ر به نام اصل رياضيات صرف كردندت تكي عظيم

يك به اصول هد است و نزد وايت/تر از نظام راسل ها ساده براي قضية مجموعه ZFCاصول مدرن 

  .باشند اولية فرگه مي

به روشهاي اسـتاندارد مطمـئن    "تر ساده"هاي  ها بايد از مجموعه كنند كه مجموعه آنها مشخص مي

حـل   بناير اين راه. ش نيسته هيچ وجه عضوي از خوداي ب مجموعهبخصوص هيچ . ساخته شوند

S از آنجـا : گويي راسل به ترتيب ذيل اسـت  جديد تناقض S∉    هـاي   بـه ازاء همـة مجموعـهS ،

توانـد   نمي Wبنابر اين . ستها كه در بالا تعريف شد، حاوي همة مجموعه Wكند كه  تبعيت مي

  .يك مجموعه باشد يا اينكه عضوي از خودش خواهد شد

در علوم كـامپيوتر مطـرح    شوند و ابداً ها به ندرت در جريان اصلي رياضيات مطرح مي اين عبارت

اي، فقـط  ه ـ و اغلب بر مجموعـه  "قابل شمارش"شوند، جايي كه تمركز به صورت عام روي  نمي

هـايي كـه    بنـدي  دانان و تئوري پردازان مجموعه بايد دربارة دسته در عمل فقط منطق. است متناهي

 .بقدري بزرگ هستند كه مجموعه شوند، نگران باشند


