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  آغاز فصل سيزدهم

  و اميد رياضي ) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيع

  متغيرهاي تصادفي .1

بطور . هاي پزشكي استفاده كردهايم ها و آزمايش از احتمال براي نمونه سازي متغير تجارب، بازي

ايم، براي مثال، چقدر احتمال دارد كه  پرسيده. رويدادها را محاسبه كنيمايم احتمالات  كلي، كوشيده

ر مسابقه مانتي هال برنده شويد؟ احتمال اين رويداد كه باران ببارد، مفروض براينكه مرد د

هواشناس چترش را امروز آورده باشد، چقدر است؟ چقدر احتمال اين رويداد وجود دارد كه شما 

  ؟باشديك بيماري نادر داشته باشيد، فرض براينكه آزمايش مثبت 

  به چه شدت باران خواهد باريد؟. تري بپرسد ليهاي ك تواند سئوال ولي هر كسي مي

اين بيماري تا چند مدت ادامه خواهد يافت؟ چه ميزان بازنده خواهم شد در صورتي كه تمام روز 

هاي رويداد به آساني  ها اساساً متفاوت هستند و به شكل عبارت بازي كنم؟ اين پرسش 6.042با 

بريد يا  يا مي: افتد مسئله اين است كه يك رويداد خواه ناخواه اتفاق مي .اند بندي نشده جمله

ها درباره موضوع  ولي اين پرسش. يستيدبارد، يا بيمار هستيد يا بيمار ن بارد يا نمي بازيد، يا مي مي

ها، به  مدت؟ براي نزديك شدن به اين پرسش شدت، چه قدر، به چه چه: شوند بندي مطرح مي درجه

  .ياضي جديدي نياز داريمابزار ر

  



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢

  تعريف 1. 1

را در نظر  نصفغير مو ، مستقلآزمايش بالا انداختن سه سكه . بيائيد با يك مثال شروع كنيم

Mفرض كنيد . شوند تعداد سرهايي باشد كه ظاهر مي Cفرض كنيد . بگيريد ها  اگر كه سكه 1=

Mباشند و فرض كنيد  خطر يا يشهمگي  = o آمدي از  اينك هر پي. در غير اينصورت باشد

، شير، خط، شيربراي مثال، اگر . كند را معين مي Mو  C ي برايپرتاب سه سكه محتملاً مقادير

C، پس دهد طخ = Mو  2 = o  . پس رخ دهدخط ، خط، خطاگر ،C = o  وM در . 1=

  .يكسان هستندها با هم  سكهدارد كه آيا  مقرر مي Mشمارد و  رها را ميشيتعداد  Cنتيجه، 

هايي  ها را به صورت تابع توانيم آن كند، مي را معين مي Mو  Cآمدي محتملاً  از آنرو كه هر پي

براي اين آزمايش، فضاي نمونه عبارت . كنند در نظر بگيريم مدها را به اعداد نگاشت ميشاكه پي

  :است از

{ }, , , , , ,S HHH HHT HTH HTT THH THT TTT=  

  

  :دگارن مي زير مد در فضاي نمونه را به يك عدد به شكلشاتابعي است كه هر پي Cاينك 

( ) ( )C HHH C THH= =3 2  

( ) ( )C HHT C THT= =2 1  

( ) ( )C HTH C TTH= =2 1  

( ) ( )C HTT C TTT= = o1  



 ٣  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  :دنگار ميآمدي را به روشي ديگر  تابعي است كه هر پي Mبه طور مشابه، 

( ) ( )M HHH M THH= = o1  

( ) ( )M HHT M THT= =o o  

( ) ( )M HTH M TTH= =o o  

( ) ( )M HTT M TTT= =o 1  

  

به طور كلي، يك متغير تصادفي تابعي . هايي از متغيرهاي تصادفي هستند المث Mو  Cهاي  تابع

تواند هر چيزي باشد، ولي ما معمولاً زير  هم دامنه مي. (است كه دامنه آن فضاي نمونه است

اسمي  "متغير تصادفي"باشيد كه  توجه داشته. استفاده خواهيم كرد حقيقي رااي از اعداد  مجموعه

  )!يرهاي تصادفي عملاً توابع هستندمسمي است، متغ بي

  شاخص متغيرهاي تصادفي 1 .2

  )يا به سادگي شاخص، يا متغير تصادفي برنولي( شاخص يك متغيرهاي تصادفي

ثال يك م Mمتغير تصادفي . نگارد مي 1يا  oآمدي را به  نوعي متغير تصادفي است كه هر پي

Mيكسان باشند آنگاه سه سكه  راگر ه. است Mدر غير اينصورت  و 1= = o.  

فضاي نمونه را  ،بويژه، يك شاخص. ط هستندشاخص تقريباً با رويدادها مرتب متغيرهاي تصادفي

بندي  اند قسمت نگاشت شده oكه بهپيشامدهايي اند و آن  نگاشت شده 1آمدهايي كه به  به پي

  :كند فضاي نمونه را به دو تكه به شكل زير تقسيم مي Mبراي مثال، شاخص. كند مي



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٤

M M

HHH TTT HHT HTH HTT THH THT TTH

= =o

14243 14444444244444443
1

  

مدهايي شايآمدهاي موجود در رويداد و آن پ به همان روش، يك رويداد فضاي نمونه را به آن پي

 شاخص بنابراين، هر رويدادي طبيعتاً با يك متغير تصادفي. كند كه در رويداد نيستند تقسيم مي

 عبارت است از متغير تصادفي Eيك شاخص براي يك رويداد : و برعكس شود مرتبط ميخاص 

غير موجود  يشامدهايپبراي همه  و است E ، 1موجود در ي يشامدهاپتمام براي  شاخصي كه

براي رويدادي است كه همه سه  شاخص يك متغير تصادفي Mبر اين اساس، . باشد Eo,در 

  .يكسان باشندها با هم  سكه

  امتغيرهاي تصادفي و رويداده 1 .3

يك متغير تصادفي كه  .تر وجود دارد رابطه نيرومند خوبي ميان رويدادها و متغيرهاي تصادفي كلي

  .كند به چندين تكه قسمت مي را گيرد فضاي نمونه چندين مقدار را در بر مي

  كند بندي مي به صورت زير فضاي نمونه را قسمت Cبراي مثال، 

{ {
C C

C C

TTT TTH THT HTT THH HTH HHT HHH
= =

= =
o

144424443 144424443
3

1 2

  

بر اين . آيد اي از فضاي نمونه است و بنابراين يك رويداد به حساب مي هر قسمت زير مجموعه

يك متغير تصادفي را به عنوان يك رويداد در نظر  ازيا عدم تساوي تساوي توانيم يك  اساس مي

Cبراي مثال، رويدادي كه . بگيريم = THH,يشامدهايپشود از  تشكيل مي 2 HTH  و

HHT . رويدادC   .شود تشكيل مي HTTو  TTTو  TTHو  THT مدهاييشاپاز  1≥



 ٥  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

متغير  ازتوانيم درباره احتمال رويدادهايي كه با معادله معين شده  ، ميه كافي طبيعيبه انداز

  :براي مثال. تصادفي است صحبت كنيم

{ } { } { } { }Pr Pr Pr PrC THH HTH HHT= = + +2  

= + +
1 1 1

8 8 8
  

.=
3

8
  

  :مثالي ديگري از اين دست

{ } { } { }Pr Pr PrM TTT HHH= = +1  

       = +
1 1

8 8
  

=
1

4
  

  احتمال مشروط 1 .4

اي  اند هيچ مشكل تازه درهم كردن احتمالات مشروط و رويدادهايي كه متضمن متغيرهاي تصادفي

}براي مثال، . آورد به بار نمي }C M≥ o2 آيند  احتمالي است كه حداقل دو سكه با سر مي =

( )C ≥ )مفروض برآنكه هر سه سكه يك نوع نباشند  2 )M = o .توانيم با استفاده از تعريف  مي

  :احتمال مشروط اين احتمال را محاسبه كنيم

{ }
[ ]{ [ ] }

{ }

Pr
Pr

Pr

C M
C M

M

≥ =
≥ = =

=

I o
o

o

2
2    



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٦

{ }{ }
{ }{ }

, ,

Pr , , , , ,

PR THH HTH HHT

THH HTH HHT HTT THT TTH
=          

=

3

8

6

8

          

.=
1

2
          

] گزاره ] [ ]c M≥ =I o2  به نظر برسد؛ مجموعه  نامأنوسموجود در خط اول ممكن است

ميان تساوي و يك عدم تساوي چيست؟ ولي آن را به خاطر بياوريد، در اين زمينه  Iعمل 

[ ]c ≥ ]و  2 ]M = o آمدها هايي از پي رويداد هستند، به عنوان مثال، مجموعه.  

  استقلال 1 .5

R متغيرهاي تصادفي. شود مفهوم استقلال به خوبي از رويدادها به متغيرهاي تصادفي منتقل مي
1

و  

R
2

xمام براي تمستقل هستند اگر  
1

Rدامنه  در هم 
1

xو  
2

Rدامنه  در هم 
2

  :داشته باشيم 

[ ] [ ]{ } { } { }Pr Pr .Pr .R x R x R x R x= = = = =I
1 1 2 2 1 1 2 2

  

ارز و شايد  را براي متغيرهاي تصادفي به يك روش هم استقلالتوانيم  به مانند رويدادها، مي

Rمتغيرهاي تصادفي : بندي كنيم تر فورمول باطني
1

Rو  
2

xبراي تمام مستقل هستند اگر  
1

و  

x
2

Rدامنه  در همبه ترتيب ها 
1

Rو  
2

}، بطوري كه  }Pr R x= > o
2 2

  :شته باشيمدا 

.{ } { }Pr PrR x R x R x= = = =
1 1 2 2

1 1  

Rاحتمال اينكه : به شكل كلمات
1

R تحت تأثيرمقداري ويژه را به عهده بگيرد  
2

  .ستني 



 ٧  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  .باشد "نه"مستقل هستند؟ از روي حس باطني پاسخ بايد  Mو  Cبه عنوان يك مثال، آيا 

؛ يعني اينكه چه بسا يكسان هستندكند كه چه بسا سه سكه  ، كاملاً معين مي Cتعداد سرها، 

M x,مقادير تعيين اين حس دروني اي ولي بر. باشد 1= x R∈
1 2

  :كه يبه طورپيدا كنيم  

[ ] [ ]{ } { } { }Pr Pr .Pr .C x M x C x M x= = ≠ = =I
1 2 1 2

  

x ،يك انتخاب مناسب =
1

xو  2 =
2

  :در اين حالت، داريم. است 1

{ } { }Pr .Pr . .C M= = = ≠ o
3 1

2 1
8 4

]ولي   ] [ ]{ }Pr C M= = =I o2 1  

)اولين احتمال صفر است زيرا هرگز دقيقاً دو تا سر نداشتيم  )C = وقتي كه هر سه سكه با هم  2

)يكسان باشند  )M   .دو احتمال ديگر پيش از اين محاسبه شدند. 1=

متغيرهاي  .كند ه تعميم پيدا مياي از متغيرهاي تصادفي كه در پائين آمد مفهوم استقلال به مجموعه

,تصادفي  , ,
n

R R RK
1 2

, مستقل هستند اگر براي همه  , ,
n

x x xK
1 2

هاي  دامنه در هم به ترتيب 

, , , nR R RK
1 2

  :داشته باشيم 

[ ] [ ] [ ]{ }Pr
n n

R x R x R x= = =I IKI
1 1 2 2

  

{ } { } { }Pr .Pr Pr .
n n

R x R x R x= = = =K
1 1 2 2

  

اين است كه احتمال اينكه هر زير مجموعه متغيرها با يك مجموعه  ستقلالايك نتيجه تعريف 

ضرب احتمالات متغيرهاي مفردي كه مقاديرشان را به خود  ويژه مقادير برابر است با حاصل

,با اين حساب، براي مثال، اگر . گيرد مي , ,R R RK
1 2 100

از آن متغيرهاي تصادفي مستقل باشند،  

  :گيريم كه  نتيجه مي



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٨

[ ] [ ] [ ]{ } { } { } { }Pr Pr .Pr .Pr .R R R R R Rπ π= = = = = = =I I
1 7 23 1 7 23

7 9.1 7 9.1  

  اصل روز تولد .2

احتمال اينكه دو نفر يك روز تولد داشته باشند . دانشجو حضور دارند 100در يك تالار سخنراني 

در خلال تجزيه خود از دو متغير ! ؟ بيائيد بررسي كنيم 3/1چه قدر است؟ ممكن است در حدود 

  :زير استفاده خواهيم كرد

 .تعداد آدم هاي گروه باشد nفرض كنيد  •

 .تعداد روزهاي سال باشد dفرض كنيد  •

 اند و توزيع شده -د به صورت يك نواختيكنيم كه روزهاي تول وانگهي، اينطور تصور مي

رو كه  يست، از آناين تصور واقعاً در جهان خارج معتبر ن. باشند متغيرهاي تصادفي مستقل

اند و روز تولد دو قلوها به طور واضح مستقل  فرزندان بسياري در وقت معيني از سال به دنيا آمده

هاي علوم كامپيوتر كه  با اين وجود، تجزيه ما از اين مسئله به كار بسياري از وضعيت. نيست

آيند، بنابراين روي  رند، ميتوسط دو قلوها، روز كبيسه و به هر حال روزهاي رمانتيك، غير اثر گذا

  .كنيم ها زندگي نمي آن پيچيدگي

هاي واگذاري روز تولد به افراد گروه  فضاي نمونه براي اين آزمايش متشكل است از كليه راه

nتعداد . است
d تواند  ها وجود دارد، از آن جا كه اولين شخص مي از چنين واگذاريd  روز

روز تولد متفاوت داشته باشد و به همين  dتواند  تولد مختلف داشته باشد، دومين شخص مي



 ٩  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

طور زهاي تولد به  وانگهي، هر چنين واگذاري متساوياً با توجه به تصور ما كه رو. ترتيب

  .فضاي نمونه يكنواخت است، بنابراين اند محتمل است توزيع شدهو مستقل يكنواخت 

اين متمم رويدادي . اي داشته باشد رويدادي است كه هر كسي روز تولد جداگانه Dفرض كنيد 

  .تر است براي ارزيابي آسان Dمنديم، ولي احتمال  است كه به آن علاقه

}توانيم از اين واقعيت كه  بعداً مي } { }Pr PrD D=1-  براي محاسبه احتمالي كه واقعاً طالب

)از  Dبه هر حال، رويداد . آنيم استفاده كنيم )( ) ( )d d d d n− − − +K1 2  تعدا پيامد 1

روز انتخاب كنيم، روز  dيكي از  توانيم روز تولد اولين نفر را رو كه مي شود، از آن تشكيل مي

dتولد نفر دوم را در  بنابراين، احتمال اينكه هر شخصي روز تولد . روش و به همين ترتيب 1−

  :عبارت است از شته باشدمتفاوتي دا

{ }
( )( ) ( )

Pr
n

d d d d n
D

d

− − − +
=

K1 2 1
  

nبراي   100اگر ! كمتر از يك در ميليون –اي كوچك است ادهالع اين احتمال به طور خارق 100=

بيائيد براي  .حتماً دو نفر هستند كه در يك روز تولد سهيم باشندتقريباً نفر در يك اتاق باشند، 

  :تر از تقريب استفاده كنيم بازنويسي طرف صحيح معادله پيشين به شكلي روشن بنيانه

{ }Pr
n

D
d d d d

−     
=      
     

o
K

1 2 1
1- 1- 1- 1-  

( ) /
. .

n dd d
e e e e

− −− −≈ o K
11/ 2/      

)(

.

n n

de

− −

=

1

2      



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ١٠

. كنيم در مخرج كسر جفت مي dدر مرحله اول، هر عبارت را در صورت كسر با يك عبارت 

xبعد، از تقريب 
e x

−   1.كوچك باشد xكنيم كه كاملاً درست است وقتي كه  استفاده مي -1≈

)در آخرين مرحله، با استفاده از فورمول آشناي  ) ( ) /n n n+ + + + − = −o K1 2 1 1 2 

  .كنيم ها را تركيب مي توان

nاست وقتي كه  1−توان موجود در گزاره پاياني بالا  d≈ اين شديداً نكته سر به سر شدن . 2

  .است 1/2 برابركه احتمال اينكه دو نفر در يك روز تولد سهيم باشند جايي  است،

  :هاي علوم رايانه مفيد است انجامد، كه در بسياري زمينه اين به قانوني به نام اصل روز تولد مي

شخص در يك اتاق، آنگاه احتمال اينكه دو نفر در يك  d2روز در يك سال باشد و  dاگر 

e.روز تولد سهيم شوند در حدود  ≈1-1/ 0   .است 632

2365≈گويد كه اگر  براي مثال، اين اصل مي  آنگاهشخص در يك اتاق داشته باشيد،  27

احتمال فعلي در حدود . است 0.632حدود احتمال اينكه دو نفر در يك روز تولد سهيم باشند در 

  .است، بنابراين تقريب كاملاً خوب است 0.626

براي مثال، . استانگيز  ري از كاربردهاي شگفتاصل روز تولد يك قاعده عملي با بسيا

شدت  "هاي روز تولد يورش" هاي رمزنگاري و طرح اوليه امضاي الكترونيكي بايد عليه سيستم

توان در يك جدول در  گويد كه چه تعداد آيتم را مي اصل مورد نظر همچنين به ما مي. پيدا كنند

  .شروع به برخورد بكند دافرااز آنكه  قبليجاي داد ) مخلوط(ريخته  هم

                                                

لورياين تقريب بوسيله كوتاه سازي سري ت. 1
-

- / !e x x x x= + +K2 3

1 2!   .آيد مي بدست -



 ١١  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  توزيع احتمال .3

اغلب، با اين . ش باشدتابعي كه دامنه آن فضاي نمونه يك آزمايعبارت بود از يك متغير تصادفي 

هاي مختلف به  به صورت كامل در آزمايش خصوصياتوجود، متغيرهاي تصادفي اساساً با همان 

شوند، در  ميگيري مطرح  –براي مثال، تعدادي متغير تصادفي كه در رأي. آيند نمايش در مي

اگر . دمشترك سهيم هستن خصوصياتهاي اوليه و در پرتاب سكه تماماً در تعدادي  آزمايش

توانستيم چنين متغيرهاي تصادفي را به صورت مجرد مطالعه كنيم، جدا از هر گونه آزمايش  مي

جايي كه آن نوع متغير تصادفي رخ داده است  درها  گيري ما براي تمام آزمايش ويژه، آنگاه نتيجه

كه ابزار وجود دارد چندين . هاي كلي بسيار سودمند خواهد بود گيري چنين نتيجه. رود به كار مي

گيرد، ولي جزئيات ديگر آزمايش گردآوري  اساسي يك متغير تصادفي را در بر مي خصوصيات

  .گذارد شده را در پشت سر به جا مي

) }تابع چگالي احتمال{ )Pdf  براي يك متغير تصادفيR دامنه  با همV  تابعي است كه بوسيله

[ ]: ,
R

PDF V → o   :شود تعيين مي 1

( ) { }Pr
R

PDF x R x= =  

  نتيجه اين تعريف اين است كه

( )R

x V

PDF x
∈

=∑ 1  

  . گيرد مي Vمجموعه يك را روي رو كه كه متغير تصادفي هميشه دقيقاً مقدار  از آن



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ١٢

 Tمثل قبل، فرض كنيد . برگرديممنصف دو تاس مستقل،  پرتابان مثال، بيائيد به آزمايش به عنو

}اين متغير تصادفي مقاديري در مجموعه . مجموع دو پرتاب باشد }V = K2, 3, را پوشش  12,

  :دشو طرحي از تابع چگالي احتمال در پائين نشان داده مي. دهد مي

  

  

 كل مساحت. ترين هستند محتمل 7هاي نزديك به  جمع كند كه حاصل مجموع مياني مشخص مي

}ها را در جمع ها بايد دقيقاً يكي از حاصل كه تاس زيرااست  1ها  تمام مستطيل }V = K2, 3, ,12 

  .دندهپوشش ب

)مربوط عبارت است از تابع توزيع جمع شونده  -يك ايده تقريباً )cdf  براي متغير تصادفيR .

]اين يك تابع است  ]: ,
R

CDF V → o   :شود كه توسط ضابطه زير مشخص مي 1

( ) { }Pr
R

CDF x R x= ≤  

  

  :شود در پائين نمايش داده مي Tشونده براي متغير تصادفي  به عنوان يك مثال، تابع توزيع جمع



 ١٣  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  

هاي سمت چپ   مستطيلجمع  شونده برابر است با حاصل در تابع توزيع جمع امi ، مستطيلارتفاع

i تعريفاز  كه. در تابع چگالي احتمال pdf  وcdf كند تبعيت مي:  

( ) { }Pr
R

CDF x R x= ≤  

{ }Pr
y x

R y
≤

= =∑        

( )R

y x

PDF y
≤

=∑        

)بطور خلاصه،  )R
PDF x  احتمال اينكهR x= كند و  گيري مي را اندازه( )R

CDF x  احتمال

R اينكه x≤ هر دوي  .كند گيري مي را اندازه
R

PDF  و
R

CDF درباره  يكسان همان اطلاعات

اي  ولي پاره –بدست آوريدتوانيد يكي را از ديگري  مي –كنند را تسخير مي Rمتغير تصادفي 

نكته كليدي در اينجا اين است كه هيچكدام نه تابع چگالي . تر است ت يكي از آنها مناسباوقا

بنابراين، از . شوند احتمال نه تابع توزيع جمع شونده فضاي نمونه يك آزمايش را متضمن نمي

  .توانيم متغيرهاي تصادفي را مطالعه كنيم ها، بدون رجوع به آزمايشي ويژه مي خلال اين تابع

  .ها نگاه خواهيم كرد به سه توزيع مهم و برخي كاربرياينك 



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ١٤

  توزيع برنولي 3. 1

تابع . ترين نوع باشند به دليل پيوند نزديكشان با رويدادها شايد عمومي شاخص متغيرهاي تصادفي

  هميشه عبارت است از B شاخص چگالي احتمال يك متغير تصادفي

( )B
PDF p=o  

( )B
PDF p=1 1-  

≥pجايي كه  ≤o   :شونده متناظر عبارت است از تابع توزيع جمع.  1

( )B
CDF p=o  

( )B
CDF =1 1  

  توزيع يكنواخت 3. 2

براي  .شود ناميده ميحمل كند يكنواخت  يكسان تابع متغيري كه هر مقدار ممكن را با احتمال

}كه در مجموعه  Uمثال، تابع چگالي احتمال يك متغير تصادفي  }NK1,2  يكنواخت باشد

  :عبارت است از

( )U
PDF k

N
=

1  

  :شونده چنين است و تابع توزيع جمع

( )U

k
CDF k

N
=  

شده روي يك تاس روعدد احتمال براي مثال، . شوند كنواخت تمام مدت مطرح ميهاي ي توزيع

}در مجموعه سالم  }K1,2, ,   .يكنواخت است 6



 ١٥  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  بازي اعداد 3 .3

ين اعداد هر كدام حاوي يك عدد صحيح در ب. من دو تا پاكت دارم! بيائيد بازي كنيم

,o K1, براي برنده شدن در بازي، بايد تشخيص بدهيد . از هم جدا هستند است و اعداد 100,

دهم كه يك  براي اينكه شانس نبرد را به شما بدهم، اجازه مي. كدام پاكت داراي عدد بزرگتر است

  .اندازيد نگاه يواشكي به پاكتي كه تصادفاً انتخاب شده بي

  پيروزي به شما بدهد؟ ٪50توانيد راه بردي اختراع كنيد تا شانسي بهتر از  آيا مي

توانيد همين طوري يك پاكت را تصادفاً انتخاب كنيد و حدس بزنيد كه حاوي عدد  براي مثال، مي

چالش شما بايد بهتر . استبرنده  اوقات ٪50فقط در ) استراتژي(ولي اين راه برد . تر است بزرگ

  .باشد

زدكي به پاكت سمت چپ نگاه فرض كنيد د. توانيد تلاش كنيد هوشيارتر باشيد بنابراين مي

عدد كوچكي است، ممكن است حدس بزنيد كه  12رو كه  از آن. بينيد را مي 12كنيد و عدد  مي

  .عدد ديگر بزرگتر است

پس حدستان چه . ولي شايد من به نوعي حقه باز باشم و اعداد كوچكي را در هر دو پاكت بگذارم

ست ها ممكن ا ن است كه اعداد موجود در پاكتاينجا يك نكته مهم اي! بسا كه خيلي خوب نباشد

كنم كه فكر  در حال گزينش اعداد هستم و دارم آنها را به روشي انتخاب مي. باشندنتصادفي 

من فقط از عمل تصادفي كردن براي انتخاب . دهم كنم راه برد حدس زدن تان را شكست مي مي

  !باعث باخت شما بشود: كند ام كمك اعداد استفاده خواهم كرد اگر كه به هدف پاياني



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ١٦

  برد برنده شدن حس باطني در آنسوي راه 3. 3 .1

شود، صرف نظر  ها پيروز مي وقت ٪50بردي وجود دارد كه در بيش از  آوري، راه به طور شگفت

  .ها بگذاريم از اينكه چه اعدادي را درون پاكت

حالا يك پاكت . دانيد يان اعداد پائيني و بالايي من را ميدر م xفرض كنيد كه به نحوي يك عدد 

بزرگتر است، سپس زير چشمي به دنبال  xآن عدد از . بينيد داريد و اين يا آن عدد را مي را بر مي

ال عدد پائيني هستيد، به كوچكتر باشد، سپس زير چشمي به دنب xاگر از . عدد بالايي هستيد

ميان اعداد پائيني و بالايي مرا بدانيد، پس مطمئن هستيد كه بازي را  xسخن ديگر اگر يك عدد 

  .بريد مي

ش ولي اگر تلا .اوه بسيار خوب. دانيد را نمي xبرد درخشان اين است كه عدد  تنها عيب اين راه

در اين حالت، . شود؟ كمي احتمال وجود دارد كه به درستي حدس بزنيد كنيد حدس بزنيد چه مي

از سوي ديگر اگر به نادرستي حدس بزنيد، وضعتان بدتر از قبل . شويد زمان برنده مي ٪100در 

تان براي  با تركيب اين دو حالت، شانس كلي. شانس برد برخوردار هستيد ٪50نيست؛ همچنان از 

  !است ٪50برنده شدن بهتر از 

رسند، ولي تحت  بگو مگوهاي غير رسمي درباره احتمال، مثل اين يكي، اغلب پذيرفتني به نظر مي

در مقابل، اين بحث و جدل كاملاً غيرقابل قبول به . آيند بررسي از نزديك درست از آب در نمي

  !ولي در واقع صحيح است –رسد نظر مي

  



 ١٧  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  برنده شدنبرد  راه حليلت 3 .3 .2

}توانم اعدادي را از مجموعه  به طور كلي، فرض كنيد كه مي }, no K1, عدد پائيني  .انتخاب كنم ,

  .بناميد Hو عدد بالايي را  Lرا 

هاي متساوي به  براي اجتناب از حالت. است Hو  Lميان  xهدفتان حدس زدن يك عدد 

  :كنيد صحيح انتخاب مي –را از ميان اعداد نيم xشكل تصادفي 

, , , ,n
 

− 
 

K
1 1 1 1
1 2

2 2 2 2
  

  ولي از چه توزيع احتمالي بايد استفاده كنيد؟

يك توجيه غير . بندي شماست رساند كه بهترين شرط اخت به اين نتيجه مطلوب ميتوزيع يكنو

1فرضاً  -رسمي اين است كه اگر تصور كنم كه شما به طور غير محتمل عددي را برداريد
50
2

 - 

  .دادم قرار مي ها را در پاكت 51و  50پس هميشه 

كرديد و شانس كمتري براي برنده  انتخاب مي Hو  Lميان  xآنگاه به طور غير محتمل عدد 

  .شدن خواهيد داشت

را  Pو يك عدد  دبيني كي درون يك پاكت را ميرا انتخاب كرديد، يواش xبعد از اينكه عدد 

Pاگر . بينيد مي x> اگر . كنيد تر نگاه مي زنيد كه داريد به عدد بزرگ پس حدس ميP x<  پس

  .تر است زنيد كه عدد ديگر بزرگ حدس مي

توانيم اين  مي. را بدهيم روشاين است كه تشخيص احتمال موفقيت اين  ماند همه آنچه باقي مي

  .اي و نمودار درختي انجام دهيم مرحله –با شيوه معمولي چهار را كار



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ١٨

)را خيلي كم  xشما يا . فضاي نمونه را پيدا كنيد: 1مرحله  )L<  خيلي زياد( )H>  يا به

)درستي  )L x H< )سپس يواشكي به عدد پائيني . كنيد انتخاب مي > )P L=  يا به عدد

)بالايي  )P H= سازد آمد ممكن را فراهم مي اين جريان در مجموع شش پي. كنيد نگاه مي.  

  

شويد در  آمد در رويدادي كه شما برنده مي چهار پي. اي منفعت را معين كنيدرويداده: 2مرحله 

  .اند گذاري شده نمودار درختي علامت

 xحدس . كنيم ابتدا، احتمالات يال را مشخص مي. آمد را اختصاص دهيد احتمالات پي: 3مرحله 

L/شما با احتمال  n  خيلي پائين، با احتمال( )n H−  خيلي بالا و با احتمال( ) /H L n− 

. كنيد بعد، با احتمال برابر يواشكي به عدد پائيني يا عدد بالايي نگاه مي. به اندازه استو درست 

  .دده آمد را بدست مي برگ احتمالات پي –به –ضرب كردن در طول مسير ريشه

شويد عبارت از  احتمال رويدادي كه برنده مي. احتمالات رويداد را محاسبه كنيد: 4مرحله 

  :آمد موجود در آن رويداد است احتمالات چهار پي

L H L H L n H

n n n n

− − −
= + + +
2 2 2 2

  Pr}نده شدنرب{



 ١٩  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

H L

n

−
= +
1

2 2
  

n
≥ +
1 1

2 2
  

بزرگتر از عدد  واحد1حداقل  Hن عدم تساوي بر اين واقعيت متكي است كه عدد بالاتر خريآ

  .رو كه بايد از هم متمايز باشند است از آن Lپائيني 

ادي كه در نظر از اعد شويد، صرف برد بيش از نيمي از وقت برنده مي كاملاً مطمئن، با اين راه

o,براي مثال، اگر عددهايي در برد ! ها باشند پاكت K1, را انتخاب كنم، آنگاه حداقل به  100,

+احتمال  =
1 1

50/5%
2 200

, بينحتي بهتر، اگر كه مجاز باشم اعداد . شويد برنده مي  ,oK را  10

بر اساس معيارهاي لاس و گاس، آنها . رود بالا مي 55%برد شما تا احتمال  آنگاهانتخاب كنم، 

  !فرد بزرگ هستند داعدا

  اي توزيع دو جمله 3 .4

. ترين توزيع در علوم رايانه است اي بطور حتم مهم تر، توزيع دو جمله هاي پيچيده نسبت به توزيع

  پرتاب nاي تعداد سرهايي است كه در  يع دو جملهمتغير تصادفي با يك توز نداردااستمثال 

 آنگاهاگر سكه درست باشد، . بناميد Hشوند؛ اين متغير تصادفي را  يك سكه ظاهر مي از مستقل

H ر استمنصف به شكل زي اي يك تابع چگالي دو جمله داراي:  

( ) n

H

n
PDF k

k

− 
=  
 

2  



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢٠

سر در آنها رخ داده است  kتايي كه دقيقاً nاي  زيرا تعداد دنباله
n

k

 
 
 

است كه هر چنين  

n-اي نيز با احتمال  دنباله
  .دهد رخ مي 2

) منصفدر اينجا طرحي از تابع چگالي احتمال  )H
PDF k  متناظر باn = پرتاب سكه وجود  20

kآمد عبارت از  ترين پي محتمل. دارد سر است و احتمال به سرعت براي مقادير بزرگتر و  10=

اين مناطق سقوط به طرف چپ و راست بر روي برآمدگي را غالباً . كند نزول پيدا مي kكوچكتر 

  .نامند هاي توزيع مي دنباله

  

  

اي و  هاي دو جمله تا ثابت كنند كه دنباله وجود دارندهاي علوم رايانه   حليلاز ت يشمار اد بيدتع

احتمال  شرايطي با ه اين معناست كهدر متن يك مسئله، نوعاً ب. هاي مشابه بسيار كوچكند توزيع

باري يك سرويس دهنده يا خط ارتباطي افزودن شود  افتد كه باعث مي اتفاق ميبسيار كوچك 



 ٢١  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

بصورت نمايي زمان صرف كند الگوريتم تصادفي يك باشد يا  را بدوش كشد تحمل بيش از حد

  .يا ايجاد كننده نتيجه غلط باشد

  اي عام توزيع دو جمله 3 .4. 1

، كه هر آيد به دست ميسكه مستقل  nپرتاب تعداد سرهايي باشد كه در  J فرض كنيد حالا

  :اي عام دارد يك تابع چگالي دو جمله Jسپس  .دهد رخ مي pكدامشان با احتمال 

( ) ( )
n kk

J

n
PDF k p p

k

− 
 
 

1-  

مثل قبل، تعداد 
n

k

 
 
 

nسر و  kدنباله با   k−  سر وجود دارند، ولي حالا احتمال هر چنين

)اي عبارت است از  دنباله )
n kk

p p
−

1-.  

)ال چگالي به عنوان يك مثال، طرح پائين تابع احتم )
J

PDF k  متناظر با پرتابn = سكه  20

pمستقل كه با احتمال    .دهد را نشان مي آيد سر مي 0/75=

kدهد كه ما به احتمال زياد حدود  گراف نشان مي ه ممكن آوريم، همانطور ك سر بدست مي 15=

تنزل پيدا  kتر  تر و كوچك يكبار ديگر، احتمال سريعاً براي مقادير بزرگ. است توقع داشته باشيد

  .كند مي



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢٢

  

  

  اي تقريب تابع چگالي دو جمله 3 .4. 2

 ثقيلاي عام وجود دارد، اگر چه كمي  تقريبي براي تابع چگالي دو جمله –يك فورمول شكل بسته

ابتدا، به يك تقريب براي عبارت كليدي در فورمول دقيق . تاس
n

k

 
 
 

براي راحتي، . نيازمنديم 

سپس، با توجه به . است 1و  oعددي ميان  aض كنيم در جايي كه وع anرا با  kبيائيد 

  :يابيم كه فورمول استرلينگ، مي

( )

( )

nH a

n

n

an a aπ

 
≤ 

  −

2

2 1

  

)كه  )H a تابع آنتروپي معروف است:  

( ) ( ):: log logH a a a
a a

= +
2 2

1 1
1-

1-
  



 ٢٣  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

بر  بالا اين كران
n

an

 
 
 

حالا بيائيد . دهد لي سرويس ميبسيار محكم است و به شكل تقريبي عا 

پرتاب  nسر در  an داد رخاحتمال . اي فرو كنيم اين فورمول را به درون تابع چگالي دو جمله

  :عبارت است از دهد رخ مي pبا احتمال  هر سراي كه  سكه

)1(    ( )
( )

( )
( )

. ( )
nH a

a nan

J
n

PDF an p p

a aπ

−
≤ −

−

12
1

2 1

  

براي مثال، فرض كند . اين فورمول مثل يك كفش چوبي زشت است، ولي بسيار سودمند است

nاحتمال اينكه دقيقاً . كنيم پرتاب ميدفعه  nرا  منصفيك سكه 
1

2
سر گيرمان بيايد چقدر  

aاست؟ فرو بردن  pو  1/2=   :دهد مي نتيجه به درون اين فورمول 1/2=

( )
( ) ( )( )

( )nH

JPDF an
nπ

≤

1

22

2 1/2 1- 1/2

  

nπ
=

2  

دفعه بالا بياندازيم، دقيقاً احتمال بدست آوردن  100را  منصفبنابراين براي مثال اگر يك سكه 

/1≈حدود سر در  50 50   .درصد است 8يا در حدود  0.079

  اي شونده دو جمله تقريب تابع توزيع جمع 3. 5

مثل قبل، فرض كنيد متغير  .شد در اختيار داريمبا pداد سر  را كه احتمال رخ اي فرض كنيد سكه

  .افتد اتفاق ميپرتاب مستقل  n درتعداد سرهايي باشد كه  Jتصادفي 



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢٤

اي فراهم  شونده دو جمله سر توسط تابع توزيع جمع kحداكثرآنگاه احتمال بدست آوردن 

  :شود مي

( ) { }J
CDF k pr J k= ≤  

( )
k

J

i

PDF i
=

=∑
o

      

( )
K

n ii

i

n
p p

i

−

=

 
=  

 
∑

o

1-        

n,براي ارزيابي اين گزاره برحسب بزرگي  k،بنابراين  ، مقدار زحمت بيشتري بايد متحمل شويم

kتوانيم فرض كنيم  يكبار ديگر، مي. واقعاً سودمند خواهد بود ،يك تقريب an= ،؛ يعني اينكه

)،هايي كه سر باشند  فكر كنيم، به كسري از پرتاب ،k،بجاي اينكه به تعداد قطعي سرها  )a ،

aتقريب زير مشروط بر اينكه . كنيم توجه مي p< باشد صادق است:  

( ) ( ).
/

J J

a
CDF an PDF an

a p
≤

1-

1-
  

( )

( )
( )

( )
. .

/

nH a
a nan

n

a
p p

a p a aπ
≤

1-1- 2
1-

1- 2 1-

  

و فورمول مورد نظر را براي  هرا پيدا كردجمع هندسي كرانه بالا  حاصل توچه به در مرحله اول، با

آنگاه .) شوند اند و حذف مي جزئيات متأثر كننده. (بريم هاي هندسي به كار مي جمع دنباله حاصل

) براي )1(فورمول تقريبي  )an
JPDF گيريم را از بخش قبلي بكار مي.  



 ٢٥  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

بايد كليدهاي زيادي را روي يك  nو  a،pمعين  مقاديردن اين فورمول براي براي ارزيابي كر

)حتي محاسبه . (ماشين حساب فشار دهيد )H a ولي براي !) مقدار نسبتاً خوبي كار استn 

بنابراين به هديه ! طلبد اي كاري بيشتري مي شونده بطور گسترده بزرگ، ارزيابي تابع توزيع جمع

  . دعاي قبل از غذا پيش از آنكه از دهان خارج شوند نگاه نكنيد

با قراردادن  منصفپرتاب يك سكه  100سر در  25به حداكثر اتفاق به عنوان يك مثال، احتمال 

n a p= = =100, 1/4,   :شود بدست آورده مي 1/2

( )
( ) ( )

. .
/

j J

n n
CDF PDF

   
≤ ≤   

   

-7
1- 1/4 3

1.913.10
4 1- 1/4 1/2 4 2

  

يه قبلي ما بار سر يا كمتر تا حد زيادي غير محتمل است، كه با قض 25 اتفاقكند كه  اين بيان مي

در واقع، توجه داشته باشيد . هماهنگ استاي بسيار كوچكند در  هاي توزيع چند جمله كه دنباله

. تبار سرآوردن اس 25بيشتر از احتمال دقيقاً  50%سر يا كمتر فقط  25كه احتمال بالا انداختن 

و  oبرآوردن هر عددي ميان احتمال ر اندازه بارب سر دو 25برآوردن دقيقاً  احتمال به اين ترتيب،

  !است 24

)بالاي روي  كران :پيش آگهي )J
CDF an كه  صادق است فقط در صورتيa p< . اگر اين

هايي  هاي متمم فكر كنيد؛ يعني اينكه، به تعداد دم مورد مسئله شما نباشد، پس بكوشيد به عبارت

سر يا بيشتر همان احتمال  75در مثال ما، احتمال آوردن . كه آمده به جاي تعداد سرها نگاه كنيد

25 با توجه به تجزيه بالا، اين هم تا حد زيادي كوچك است. م يا كمتر آوردن استد.  

  



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢٦

  رأي گيري 3 .6

U.خواهيم كسر جمعيت رأي دهنده  فرض كنيد مي S )كه هيلاري كلينتيون را به رودي ) آمريكا

در نظر بگيريد  اين . سال  تخمين بزنيم دهند را در انتخابات رياست جمهوري جولياني ترجيح مي

مثلاً پرتاب دارت به فهرست  –تصادفي داريم بيائيد فرض كنيم تعدادي فرآيند. كسر نامعلوم باشد

توانيم متغير  مي. كند دهنده را با احتمال متساوي انتخاب مي –كه هر رأي –ثبت رأي دهنده باشد

Kا توجه به اين قانون كه ب، Kبرنولي را معين كنيم،  اگر رأي دهنده تصادفي بيشترين  1=

Kترجيحش كلينتون باشد و در غير اين صورت  = o.  

داريم و كسر  بر مي را به تصادف گان، از رأي دهندn، يك عدد بزرگ،  pاينك براي محاسبه 

Kيعني اينكه، متغيرهاي . كنيم كساني كه به كلينتون لطف دارند را محاسبه مي K K
1 2
, , را تعيين  ,

تا  امين نفرiبه اين معني است كه متغير شاخصي است براي رويدادي كه  iKكنيم، جايي كه  مي

  .دده رأي دهنده انتخاب كلينتون را ترجيح مي اين

 شوند، هاي ما مستقلاً ساخته مي رو كه گزينه از آن
iKبنابراين به طور رسمي، . ها مستقل هستند

Kفرآيند محاسبه خود را به سادگي با تصور اينكه متغيرهاي مستقل برنولي  K K
1 2
, را داريم كه  ,

حالا فرض كنيد  دهيم ، انجام ميشود مي p، 1،هر كدام با احتمال 
n

S جمع آنها باشد،  حاصل

  يعني كه،

)2(          ::
n

n i

i

S k
=

=∑
1

  

  .است pو متغير نامعلوم  n متغير معلوماي با  ع دو جملهتوزي داراي nSبنابراين  



 ٢٧  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

/متغير 
n

S n كند كسر رأي دهندگان در نمونه ما كه به كلينتون لطف دارند را توصيف مي .

nS/توانيم انتظار داشته باشيم كه  مي n شبيه  يچيزp از مقدار نمونه . باشد/nS n  به عنوان

با فاصله خواهيم كه بر آوردمان  بخصوص، تصور كنيد مي. استفاده خواهيم كرد pتخمين آماري 

  خواهيم مثلاً مي. باشد اوقات 95%حداقل در  pاز  0.04 حداكثر

n
S

pr p
n

 
− ≤ ≥ 

 
0.04 0.95  

احتمالي باشد كه  δتوانيم نديده بگيريم و فرض كنيد  حاشيه خطايي باشد كه مي εفرض كنيد 

δو  0.04ε=داشتن  بهمند  ما علاقه. گيرد قرار مينتيجه ما خارج از اين حاشيه  هستيم،  0.05≥

تر  اندازيم روشن ولي اشتقاق در صورتي كه وارد كردن اين مقادير را تا به پايان به تعويق بي

  .خواهد بود

/ كه بايد راي دهندگان را فرا بخوانيم تا اينكه مقدارهايي  زمان ،n،خواهيم تعداد  مي
n

S n، 

ملتي كه به  بهكسر موجود  از ε فاصله حداكثربه  -δ1با حداقل احتمال  ،متعلق به تخمين ما

  .باشد ،كلينتون لطف دارند

δ گيري ما با بيش از حاشيه اشتباه  احتمال اينكه رأي، كنيم را تعريف ميε  به شكل زير مشخص

  :شود

Pr Prn nS S
p p

n n
δ ε ε

   
= ≤ − + ≥ +   

   1442443 1442443

  

      دهند را ترجيح مي "جولياني"بسياري در نمونه     دهند را ترجيح مي "كلنبتون"بسياري در نمونه 

( ){ } ( ){ }Pr Pr
n n

S p n S p nε ε= ≤ − + ≥ +  



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٢٨

  حالا

( )( ) ( ){ }:: Pr
nS n

CDF p n S p nε ε− = ≤ −  

  ن،همچني

( ){ } ( )( ){ }Pr Pr .n nS p n n S p nε ε≥ + = − ≤ −1-  

::ولي 
n

Tn n S= به سادگي تعداد راي دهندگان در نمونه است كه جولياني را ترجيح  −

  است و بنابراين -p1 رتغيمجمعي از متغيرهاي تصادفي برنولي با  دهند، كه حاصل مي

.{ ( ) )( ( )( )( )Pr TnTn p CDF p nε ε≤ = −1- 1-  

  ين جهتاز ا

)3(          .( )( ) ( )( )( )
nS TnCDF p n CDF p nδ ε ε= − + −1-  

هاي مناسب بر دو  كرانهتوانيم يافتن يك ترتيب خوب از اندازه نمونه مورد نياز را به  ميبنابراين 

  .يمكاهش ده -p1و  pبه ترتيب  متغيراتياي با  دو جمله يتوزيع تجمع

را برحسب  )3(دهد گزاره  به ما اجازه مي يجمعتتابع توزيع چگالي  ايه كرانه براستفاد

كسر  ،pمسئله اين است كه اين كرانه شامل . را محاسبه كنيم pو  n،εهاي  عبارت

اين همان عدد نامعلومي است كه داريم . دهند هايي خواهد شد كه كلينتون را ترجيح مي ائيآمريك

رفتن از اين دور بيرون براي خوشبختانه، يك راه ساده ! گيري مشخص كنيم كنيم با رأي سعي مي

p متقارن است، يك نقطه عطف وقتي كه pدر  )3(رو كه  از آن. وجود دارد دارد و اين  1/2=

  :آن است ماكسيممنقطه عطف، در واقع، 



 ٢٩  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

/واقعيت BF:  براي تمامε،n، ماكسيمم مقدار براي δ  كه  است وقتي )3(در معادله

p =1/2.  

Pاي به آرامي وقتي كه  هاي دو جمله به سخن ديگر، دنباله با . كنند باشد تنزل پيدا مي 1/2=

)هايي براي  استفاده از اين واقعيت و وارد كردن به درون معادله )( )Tn
CDF P n−∈  و

( )( )( )TnCDF P n−∈1- رسد بدستمان مي فرضيه زير:  

Kفرض كنيد  .BF)اي گيري دو جمله نمونه( 3. 1ضيه ق K K
1 2
, , متغيرهاي اي از  دنباله ,

o,تصادفي مستقل با مقادير    فرض كنيد باشند pبا اميد يكسان  1

:: .
n

n i

i

S K
=

=∑
1

  

<εسپس، براي  > o1/2  

)4(      
( )( )( )

( )
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n H

nS
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n n

ε
ε

ε
ε π ε

− − −
 

− ≥ ≤ 
  −

1 1/2

2

1+ 2 2

2 2 1/4

  

εخواهيم  مي   دهد مي )4(بنابراين وارد كردن به  ،0.04=

)5(      
( )n

n
δ

−

≤

0.00462
2

13.5
1.2492

  

خواهيم به اندازه كافي  مي. نيست pاز  εدرون  ما احتمال اين است كه محاسبه δجايي كه 

δكنيم تا اينكه  انتخابمردم نمونه از   nترين راه براي يافتن اندازه نمونه لازم  آسان.  0.05≥



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٣٠

عبارت از  )5(ترين شان جائيكه در سمت راست  است تا كوچك n وارد كردن مقادير براي

  :است را پيدا نمود 0.05≥

nآراء مردم  كرانه بالايي بر احتمال رأي اشتباه است  =  

        

از  0.04نفر نتيجه خواهد داد كسري را كه درون  664گيري از  ات، رأياوق 95%بنابراين در 

  .دهند كسر فعلي رأي دهندگان است كه كلينتون را ترجيح مي

خواه در . يك نكته قابل توجه اين است كه جمعيت كشور هيچ تأثيري بر حجم آراء مأخوذه ندارد

  !زار نفر يا يك ميليارد وجود داشته باشد، رأي دادن چند صد نفر كافي استكشور ه

 –در اين مثال رأي ترجيح داده شده –گيري از يك كميت با نمونه) تخمين(اين شيوه محاسبه 

  .هاي نامعلوم ديگر مفيد واقع شود تواند براي برآورد بسياري از كميت تكنيكي است كه آشكارا مي

  گيري براي هيئت منصفه مونهتوضيح ن. 1مسئله 

رأي دهنده اين كسر را نتيجه خواهد داد  662گيري از  ايم كه صرفاً نمونه همين تازگي نشان داده

. هند قرار داردد كسر فعلي رأي دهندگاني كه كلينتون را ترجيح مي 0.04اوقات، درون  95%كه 

  .ملاحظه نشد زيرا اهميت نداشت )ها ميليون10(حجم واقعي جمعيت رأي دهنده 

چگونه توضيح خواهيد . خواهيد خدمت كنيد فرض كنيد به عنوان يك كارشناس در يك دادگاه مي

  جمعيت ندارد؟ تعدادداد كه تعداد واجدين شرايط رأي دادن بستگي به 



 ٣١  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

  سطوح اعتماد .4

برد تا كسر رأي  دهنده تصادفي را به كار مي يرأ 662اي از  ر انتخابات نمونهفرض كنيد يك ناظ

تاي آنها كلينتون را ترجيح 364يابد كه  كلينتون را محاسبه كند و ناظر انتخابات در مي هدهندگان ب

  :اين شود كه اغواگرانه ولي كثيف است، تا اقرار به. دهند مي

دهند  رأي دهندگاني كه كلينتون را ترجيح مي ،p،كسر  ،0.95به احتمال  .قضيه اشتباه

±364/662 <رو كه  از آن. است 0.04
364

-0/04 0/5
662

كه بيش از  شانس وجود دارد %95، 

  .گان كلينتون را ترجيح بدهند نيمي از رأي دهنده

زند  رف ميح "بخت"است كه درباره احتمال يا  آنچه كه درباره اين گفته قابل اعتراض است اين

مربوط به رأي دهندگاني كه  ،pكه يك جهان واقعي حقيقت دارد، مثلاً اينكه در كسر فعلي 

عبارت است از چيزي كه وجود دارد و  pولي . است 0.50دهند بيشتر از  را ترجيح مي كليبتون

براي مثال، . به سادگي معنايي ندارد كه درباره احتمال اينكه چيزي ديگري است حرفي زده شود

 364/662 از 0/04حداكثر است، پس پرسيدن درباره احتمال اينكه  0.49عملاً  pفرض كنيد 

  به سادگي قرار ندارد –معني است بيفاصله دارد 

  :ايم به اين ترتيب است تر از آنچه كامل كرده اي دقيق خلاصه

احتمال اينكه روش . ايم را شرح داده p ،سبه مقدار كسر واقعييك راه و روش احتمالي براي محا

  .0.95شود عبارت است از  منجر مي pاز  0/04 با فاصله حداكثرمحاسبه ما به يك مقدار 



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٣٢

. شود به طور مشترك استفاده مي ،كثيف كمي ،براين عبارت سازي ويژهكمي دهان پركن است، بنا

  دهد كه  اش را با گفتن اين توضيح مي گيري ناظر انتخاباتي نتيجه

دهند عبارت است از  سطح اعتماد، كسر رأي دهندگاني كه كلينتون را ترجيح مي 95%در 

±364/662 0.04.  

 ،گردد ها در مقادير جهان واقعي بر مي به نتايج محاسبه روش كه طر سپردن اينكه سطوح اعتمادبخا

مورد محاسبه قرار دادن كميت جهان واقعي نوعاً نامعلوم است، ولي ثابت است؛ يك . مهم است

 خواصي را دارا باشدنمايد كه درباره احتمال اينكه  معني مي متغير تصادفي نيست، بنابراين بي

  .حرف زده شود

  رياضي اميد .5

. زند است كه درباره رفتار متغير حرف زيادي به شما مي ييا اميد يك متغير تصادفي عدد انتظار

بطور برجسته، انتظار عبارت است از ميانگين مقدار، جايي كه هر مقدار بر اساس احتمالي كه با آن 

كه بر فضاي  Rيك متغير تصادفي  اررد انتظموبه طور رسمي، مقدار  .شود مي داده آيد وزن مي

  :شود عبارت است از مي تعريف Sنمونه 

[ ] ( ) { }Pr
w S

E R R w w
∈

=∑  

س عبارت از مجموعه دانشجويان يك كلا Sبراي سپاسگزاري از معنايش، در نظر بگيريد كه 

نمره  Rفرض كنيد . ايم است، ما به صورت يكنواختي تصادفاً يك دانشجو را انتخاب كرده

]گاه آن. انشجوي منتخب باشدامتحاني د ]E R اولين چيزي كه  –درست ميانگين كلاس است



 ٣٣  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

به همان روش، انتظار معمولاً ! خواهد بداند شان را پس دادند مي هركسي بعد از اينكه ورقه امتحان

  .اولين چيزي است كه يكي بخواهد درباره هر متغير تصادفي تعيين كند

، شش منصفعددي باشد كه بر روي يك تاس  Rفرض كنيد . بيائيد با يك مثال تمرين كنيم

  :عبارت است از Rر انتظسپس مقدار ا. واقع باشد وجهي
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چه بسا  كمي گمراه كننده است؛ متغير تصادفي "ارنتظامقدار "دهد كه نام  اين محاسبه نشان مي

1توانيد  يبر روي يك تاس عادي نم. حمل نكندهرگز آن مقدار را عملاً 
3
3

  !بياوريد 

  ارز انتظار هاي هم تعريف 5 .1

اي اوقات استفاده از يكي از  پاره. هاي ديگر براي نگارش تعريف انتظار وجود دارند تعدادي راه

يك گزينه گرد آوردن تمام . تر كند تواند محاسبه انتظار را آسان هاي ديگر مي اين فورمول بندي

  .كند دهايي است كه متغير تصادفي همان مقدار را حمل ميآم پي

  5 .1فرضيه 

[ ] { }.Pr
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 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٣٤

]فرض كنيد . به راست منتقل خواهيم كرد را سمت چپ .برهان ]R x=  رويدادي باشد كه

R x=.  
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جمع بيروني تمام مقادير  حاصل. كنيم جمع را به دو قسمت تبديل مي حاصليك در خط دوم، ما 

آمدهايي  جمع دروني تمام پي گيرد و حاصل ا در بر ميكند ر كه متغير تصادفي حمل مي xممكن 

آمد موجود در فضاي نمونه  ، هنوز هم هر پياز اينرو. گيرد كند در بر مي حمل مي را كه آن مقدار

]در آخرين سطر، از تعريف احتمال رويداد . كنيم را دقيقاً يك بار محاسبه مي ]R x=  استفاده

  	      .كنيم مي

  : طبيعي باشد آنگاه –يك متغير تصادفي مقدار Rاگر  :5. 2قضيه فرعي 
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 ٣٥  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

}كند يعني  وقتي كه يك متغير تصادفي را كه فقط مقادير طبيعي را دريافت مي },N = o K1,2, ،

  :گيريد، راهي ديگري براي نوشتن مقدار انتظار وجود دارد را در نظر مي

  :آنگاهطبيعي باشد،  –يك متغير تصادفي مقدر Rاگر  :5. 3قضيه 
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  :جمع را در نظر بگيريد حاصل .برهان

{ } { } { }Pr Pr PrR R R= + = + = +K1 2 3  

{ } { }Pr PrR R+ = + = +K2 3      

       { }Pr R+ = +K3  

       +K  

} ها برابر هستند باستون جمع حاصل } { } { }Pr , Pr , PrR R R= = =3. 3 2. 2 1.   و غيره 1

} :برابر است بابنابر اين كل مجموع  } [ ].Pr
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اند با برسطرها برا جمع حاصل ر،از سوي ديگ. استفاده كنيم 5. 2خواهيم از قضيه فرعي  اينجا مي

{ } { } { }Pr ,Pr ,PrR R R> > > o2   :جمع برابر است با بنابراين، كل حاصل. ي آخرال و 1
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  	    .كند ميضيه را ثابت بايد مساوي باشد، كه قجمع  حاصل كلگزاره براي دو اين 

  



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٣٦

  تغير شاخصر يك مانتظمقدار ا 5. 2

. يك متغير تصادفي شاخص براي يك رويداد درست همان احتمال رويداد است انتظارمقدار 

يادتان باشد كه يك متغير تصادفي (
A

I  متغير تصادفي شاخص براي رويدادA  است، اگر

AI رخ بدهد و در غير اين صورت  Aوقتي كه  1=
AI = o(.  

اگر  5 .4 لم
AI  متغير تصادفي شاخص براي رويدادA باشد، آنگاه   

[ ] { }Pr .
A

E I A=  

  .برهان

[ ] { } { }Pr .Pr
A A A

E I I I= = + =o o1. 1  

{ }Pr
A

I= =1  

}        }.AIتعريف { }Pr .A=          	  

  :آنگاه با سر فرود آيد p احتمالبا  كه رويدادي باشد كه يك سكه Aبراي مثال، اگر 

[ ] { }Pr
A A

E I I p= = =1  

  تا شكست زمانميانگين  5 .3

اي مفيد  بطور ويژه انتظارهاي جايگزين مقدار  اي نگاه كنيم كه يكي از اين تعريف بيائيد به مسئله

داغان گر قبلاً شود، ا داغان مي pاي در پايان هر ساعت استفاده به احتمال  يك برنامه رايانه. است

  ر تا اينكه برنامه داغان بشود چقدر است؟انتظزمان ا. نشده باشد



 ٣٧  و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعفصل سيزده ـ  

]تعداد ساعاتي براي داغان شدن باشد پس پاسخ مسئله ما  Rاگر فرض كنيم  ]E R اين  .است

  :ده كنيمتوانيم از اين فورمول استفا ر طبيعي است، بنابراين ميامقد ،متغير
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R وقتي i>  سيستم بعد از است كهi كه با احتمال ه باشدشدنداغان  ساعت هنوز ،( )
i

p1- 

  :آيد داخل كردن اين به درون فورمول فوق بدست مي از.دهد رخ مي
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آيد جايي  هندسي نامتناهي بدست ميدنباله جمع يك  از فورمول حاصل ،دومين شكل در خط دوم

  .است -p1هاي متوالي  كه نسبت عبارت

شانس براي اينكه برنامه در پايان هر ساعت نابود شود وجود داشته  1%بنابراين، براي مثال، اگر 

=ر تا اينكه برنامه از بين برود عبارت است از انتظزمان اباشد، آنگاه 
1

100
0.0.1

اصل كلي . ساعت 

  :در اينجا ارزش خوب به خاطر سپردن است

تا به  انتظارشكست بخورد، پس تعداد مراحل  pاگر يك سيستم در هر مرحله زماني با احتمال 

  .است /p1اولين شكست برسد عبارت از 



 و اميد رياضي) ها( متغيرهاي تصادفي، توزيعـ  فصل سيزده ٣٨

  يك فرزند دختر به دنيا آوردن 5. 3. 1

اي كه دارند  وجود دارد كه هر بچه 50%يك شانس . خواهند يك زوج واقعاً يك فرزند دختر مي

اگر آن زوج اصرار بورزد  فرزند داشته باشند تا . دختر باشد و جنس فرزندانشان مستقل است

  اينكه دختر گيرشان بيايد، در آن صورت نخست بايد انتظار چند پسر بچه را داشته باشند؟

از  "شود؟ چند ساعت تا اينكه برنامه داغان"پرسش . از مسئله پيشين است ديگرياين واقعاً نمونه 

 "ن زوج بايد چندين فرزند داشته باشند تا دختر گيرشان بيايد؟آ"نظر رياضي شبيه همان پرسش 

1را pدر اين مورد، يك ويراني متناظر با داشتن يك دختر است، پس بايد . است

2
با . قرار دهيم 

از آن رو . فرزند منتظر يك دختر باشند 2ج بايد بعد از برخورداري از توجه به تجزيه قبلي آن زو

  .كه آخرين اينها دختر خواهد شد، آنها بايد فقط منتظر يك پسر باشند

داشتن فرزند تا اينكه دختر گيرشان بيايد تبعيت  ،راه برد،اگر هر زوج از  :چيزي براي فكر كردن

  افتد؟ اند مي اني كه در اين دنيا متولد شدهكنند، احتمالاً چه اتفاقي براي كسر دختر

  

  


