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Ä¸�Z§��ËZ¼¿�Y��ZÆ¿M�Ä¯�d�Y�¾ËY�Ä�¬¿�Ê]ZËZm�ÉY�]�{|��Ä���Y�Ã{Z¨f�Y�ÃY��®Ë�ºË�Ì´]���¿��{�LY|^»��Y��Y|f»Ô��ÉZÅ

Ê»�Ã|ÌnÀ��LY|^»��]��Z»�|»Z f»�Á{�Ä]�Á{��y�Ä��dÆm��{�Ä¯�ÃZ´f�{�®Ë�Y���Â�y��Y��Â¼n»�¾ÌÀq�®Ë���|¿Â�

Ê»�cZ�fz»��Âv»�®Ë�Y���Â�y��Y�®Ë��Å�Á�Êe�Z¯{�cZ�fz»�Âv»�Y��ZÅ�Âv»�¾ËY�0ÓÂ¼ »���ºÌ»Z¿x�Âv»�,y�Á

�Âv»zÊ»�Âv»���|À»Z¿ÉZÅxÁy�Âv»�Á�Ê¬§Y�Äv¨���{�Y�zÊ»���¿��{�Äv¨���]�ºWZ«�Y��ºË�Ì³  

  

  

  

  

  

  P��Z]�d�Y�ÉÁZ�»�LY|^»�Zeفاصله

2 2 2r x y z  

Ä¸�Z§��,\Ìe�e�¾Ì¼Å�Ä]r�Z¬¿�¾Ì]1 1 1 1( , , )P x y zÁ2 2 2 2( , , )P x y z�Z]�d�Y�ÉÁZ�»  

2 2 2
2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( )r x x y y z z       

�µZj»فاصله نقطه 2, 1, 7P Ä�¬¿��Y�Y� 1, 3, 5Q Ê»�d�{�Ä]�ºË�ÁM  

ل :ح  �Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�Z]©Â§,ºË�Y{  

                                
3 2 2

1 2 3 1 5 7 1 4 4 3PQ             

�cZÀË�¼e  

¾Ë�¼e��{�ÉZÅ� تا�  �|Ì]ZÌ]�Y���Z¬¿�d¨m�¾Ì]�Ä¸�Z§  

�    .(0, 0, 0)�Á(2, 1, 2)                                            �.( 1, 1, 1)  Á(1,1,1)  

�        .(1,1, 0)�Á(0,2, 2)                                           � .(3, 8, 1)�Á( 2, 3, 6)   

y

z

http://www.pixelplanet.com/download/index.html


�Ê�ZË���Ê»Â¼��         (                                                   �¾ËÁ|e�Á�Ä¼m�e²]�kÁY��¨ m  
�

AB


�d¯�u�dÆm�Á�½M�É|Àe�¹�¸f�»�­�vf»�º�m�®Ë�d����,0Ôj»��{�Y{�dÆm�ºÅ�Á�Ã�Y|¿Y�ºÅ�Ä¯�d�Y�ÊfÌ¼¯��Y{�]

Ê»Ã�Za��½Z°Ìa�Z]�Y��dÌ¼¯�¾ËY�Ê�|ÀÅ��Â��Ä]��d�Y��Y{�]�®Ë�d����Y~·�,|�Z]خطdÆm�ÉZÅ»�½Z�¿���Y{Ê]��|ÀÅ{ ه

�Y{�]�,Ä¿Â¼¿�½YÂÀ�AB


Ä�¬¿��{�½M�ÉY|f]Y�Ä¯�d�Y�½Z°Ìa�®ËAÄ�¬¿��{�½M�ÉZÆf¿Y�ÁB�d�Y.  

  

  

Äv¨���{�¥�Z f»�ÄËZa�ÉZÅ�Y{�]���Y�|Àe�Z^��Y{�]iÄ�¬¿�Ä]�LY|^»��Y(1, 0) ،�Y{�]jÄ�¬¿�Ä]�LY|^»��Y(0,1).  

)¯�Y{�]�\¸£YrÄ�¬¿�Ze�LY|^»��Y�Äتوجه . , )x yÄ¨·Â»�ÉY�Y{ÉZÅxÁyÊ»�Y��d�Y���d�Â¿��Ë��c�Â��Ä]�½YÂe  

,x y x y  r i j  

��É| ]�Ä��ÉZ�§��{�ZÅ�Y{�]�|�Z]�Ê»��Ë��c�Â��Ä]�Z�§��{��Y{�]��Å  

, ,x y z x y z  r i j + k  

��Z�§��{�¥�Z f»�ÄËZa�ÉZÅ�Y{�]cZ�fz»�ÃZ´f�{�®Ë��³Y�ÄËZa�ÉZÅ�Y{�]�,ºÌ�Z]�Äf�Y{�É| ]�Ä��ÉZ�§��{�Êe�Z¯{

¥�Z f»i،jÁk½Z°Ìa�Z]�Z¬¿�Ze�LY|^»��Y�ÊËZÅ(1,0,0)،(0,1,0)Á(0,0,1)»�Ã{Â¼¿Êشوند  

ºÌËÂ³rÄ¨·Â»�ÉY�Y{ÉZÅx،yÁzµÂ���d�Yr�Z]�d�Y�ÉÁZ�»  

2 2 2x y z  r  

ÃZ³�Å1 1 1 1( , , )P x y zÁ2 2 2 2( , , )P x y z��Y{�]�ÃZ´¿M�,|À�Z]�É| ]�Ä��ÉZ�§��{�Ä�¬¿�Á{1 2P Pv


�Y1P2تاP�ÉY�Y{

ÉZÅ2مولفه 1x x،2 1y yÁ2 1z zÊ»�Ã{Â¼¿��Ë��c�Â��Ä]�¥�Z f»�ÄËZa�ÉZÅ�Y{�]�\�u��]�Y~·�,d�Y���{Â�  

1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )P P x x y y z z      v i j k


  

�µZj»�³Y���É�Y{�]�cZÌ¸¼��|Àq2 2  u i j kÁ3 2  v i j kباشند، حاصلu v ،u v ،3 2u v ،u،

v�Ä°Ë��Y{�]�ÁûdÆm��{uÊ»�Y���ºÌ]ZË  

: حل�ºË�Y{  

=(2+3) +(1 2) +( 2 1) 5 - - 3

(2 3) (1 2) ( 6 2) 3

    

           

u v i j k i j k

u v i j k i j k
  

 

3 2 (6 6) (3 4) ( 6 2) 7 4

4 1 4 3

9 4 1 14,

1 2 1 2ˆ=
3 3 3

         

   

   

  

u v i j k j k

u

v

u u i j k
u
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µZj».  �³Y(2, 1)A  ،( 1, 3)B  Á(0,1)C �ÉZÅ�Y{�]��Y�Ê�y�Ê^Ì¯�e�c�Â��Ä]�Y���Ë��ÉZÅ�Y{�]��Y�®Ë��Å�,|À�Z]

Ê»�½ZÌ]�¥�Z f»�ÄËZa��ºÌÀ¯  

� .AB


   � .BC
  � .AC


  � .AB BC

 
  5 .2 3AC CB

 
  6�dÆm��{�Ä°Ë��Y{�]�®Ë��AB


  

: حل  ���ºË�Y{  

� .( 1 2) (3 ( 1)) 3 4AB        i j i j


  

� .(0 ( 1)) (1 3) 2BC       i j i j
  

� .(0 2) (1 ( 1)) 2 2AC       i j i j


                                                   

� .2 2AB BC AC    i j
   

� .2 3 2( 2 2 ) 3( 2 ) 2AC CB         i j i j i j  

�dÆm�{�Ä°Ë��Y{�]�®Ë��AB


�Z]�d�Y�ÉÁZ�»3 4

5 5| |

AB

AB
  i j



  

�Y{�]�dÆm:��Y{�]�Z]�dÆm�ºÅ�Ä¯�d�Y�É|uYÁ��Y{�]0A 


�|�Z]�Ê»�Á�c�Â��Ä]
| |

A
U

A





�{Â��Ê»�½ZÌ]  

�[�����Y{�]�Á{�¾Ì]�ÄËÁY��\�u��]�Ê¸yY{ÃZ³�Å�Y{�]�Á{�¾Ì]�ÄËÁY�u�Á(0 )  v�ÃZ´¿M�,|�Z]  

| || | cos u v u v.  

�¾f§ZË��Y{�]�Á{�¾Ì]�ÄËÁY�ÄËÁY�ÉZÅ�Y{�]�¾Ì]2 2  u i j kÁ3 2  v i j kÊ»�Y���ºÌ]ZË  

: حل  µÂ»�§�¶u�Z]cosu v u v.نسبت بهÊ»�d�{�Ä]�,��ºË�ÁM  

1 1 1 2(2)(3) (1)( 2) ( 2)( 1)

3 14 14
cos cos cos 57.69              

u v

u v

.                                                                            

�µZj»�Y{�]�Á{�¾Ì]�ÄËÁY�2 2  a i j kÁ5 3 2  b i j kÊ»�Y��ºÌ]ZË  

ل : ح  �,½Âq  

     . 22 25 3 2 38    b       ، 2 2 22 2 0 3   a  

��������������������������,�´Ë{�¥����Y  

.      2 5 2 3 1 2 2     a.b  

,�ºË�Y{��a  
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�2
cos

3 38
  

a.b

a b
  

�Y{�]�Á{�¾Ì]�ÄËÁY��¾ËY�]ZÀ]a�Áb�,�Y�d�Y�c�Z^�  

���84�� 1 2
cos 1.46

3 38
    

�Ê¸yY{�[���ÉZÅ�Ê³�ËÁ  

  

  

�µZj»�Ê»�½Z�¿�O��Z]�h¸j»�Ä¯�ºÌÅ{�ÉZÅ(1, 1,2)A  ,(3, 3, 8)B ��Á(2, 0,1)C �ºWZ«�h¸j»�®Ë��d�Y�ÄËÁY�·Y  

���¶u��Ê»�[Z�u�Y��h¸j»��¸��Ä��µÂ��Y|f]Y��ºÌÀ¯  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

(2 3) (0 3) (1 8) 59

(2 1) (0 1) (1 2) 3

(3 1) (3 1) (8 2) 56

BC

AC

AB

a

b

c

       

       

       

  

�ÂÀÌ�¯� ½Â¿Z«� ª^�� ºË�Y{� ZÅ2 2 2 2 cosAa b c bc  �d·Zu� ¾ËY� �{2 2 259 3 56a b c    ��ÄnÌf¿� �{� ,

2 cosAbc�|ËZ]0�,¾ËY�]ZÀ]��|�Z]cos 0A �Y~·�Á90A  ºWZ«�h¸j»��a�,��d�Y�ÄËÁY�·Y  

�¾Ë�¼e��O��Ä]�h¸j»�Ä¯�|ÌÅ{�½Z�¿�ZÅ�Y{�]��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]ÉZÅ( 1,1),(2, 5)Á(10, 1)�ºWZ«�®Ë��d�Y�ÄËÁY�·Y  

�ÂÀÌ�¯�É{ZÅ�ÉZÅ��Y{�]��³YA��{3�ÉZËYÁ��cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�Z],�Á��ÃZ´¿M�,{�Z�]  

Â cos i cos j cos k      

dÆm��{�Ä°Ë��Y{�]�®ËA��ÄnÌf¿��{�-d�Y  

2 2 2cos cos cos 1      

{Y|�Ycos,cos�Ácos ��ÂÀÌ�¯É{ZÅ�ÉZÅA���|¿�Y{�¹Z¿  

2

(1) . .

(2) .( ) . .

(3) . | |

(4) . . . 1

(5) . . . 0

(6) 0, 0, . 0 then 

AB B A

A B C AB AC

AA A

i i j j k k

i j i k j k

A B AB A B



  



  

  

   

  

     

  

    

    

    
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x



1

2

3

2 2 2 2
2 2 2 1 2 3

2 2 2 2

.
cos( )

| | . | | | |

.
cos( )

| | . | | | |

.
cos( )

| | . | | | |

| |
cos ( ) cos ( ) cos ( ) 1

| | | | | | | |

aAi

A i A

aA j

A j A

aAk

A k A

a a a A

A A A A







  

 

 

 

      

 

 

 

 

 

 



   

  

  

  

  

  

  

  

��{��Y{�]�Á{�Êm�Zy�[��3 :�Y{�]�Á{��Å�ÉY�Y�Ä]uÁv�{3Êm�Zy�[���¶�Zu�,u v  �Ä]���vÀ»��Y{�]

Ê»�©|������Ä���{�Ä¯�d�Y�É{�§��|À¯  

1.  0 u v u.�Á  0 u v v.  

2 .sin u v u v½M��{�Ä¯�,¾Ì]�ÄËÁY�uÁv�d�Y  

3.u،vÁu vÄ��®ËÊ»�¶Ì°�e�d�{�d�Y��ÊÆmÁ�|ÀÅ{  

  

  

  

  

�Zu�ÉZÅ�Êm�Zy�[���ÃZ³�Å  1¶مولفه 2 3u u u  u i j kÁ1 2 3v v v  v i j k�ÃZ´¿M�,  

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ) ( ) ( )u v u v u v u v u v u v      u v i j k  

�¶°��.  �Y{�]�ÉÁ{��Å��]Á�d�Y�{Â¼�

É�YÂf»�duZ�»�ÉÁZ�»�Ê·Â��ÁÄËZ���Ô�ÓY{�Y{��Y{

u vuv

y

z




A


http://www.pixelplanet.com/download/index.html


�Ê�ZË���Ê»Â¼��         (                                                   �¾ËÁ|e�Á�Ä¼m�e²]�kÁY��¨ m  
�

�µZj»  Ê»�½Z�¿�Y��ZÆ¿M��Z�Y��]��Y{�]�Á{�Á�¥�Z f»�ÉZÅ�Y{�]�Êm�Zy�[���ºÌÅ{  

حل:  

, ,

, ,

, ,

      

     

      

i i 0 i j k j i k

j j 0 j k i k j i

k k 0 k i j i k j

  

(2 3 ) (2 5 ) (1)(5) ( 2)( 3) ( 3)(0) (2)(5) + (2)( 2) (1)(0) -i 10j - 4k                             i j k j k i j k  

½ZÀÌ»�e{Ã{Z��ÉY�]�ZÅµÂ»�§�Ê� ]�½{�¯Ä¨·Â»��ËZ¼¿�|À¿Z»�ZÅ¶�Zu�ÉY½ZÀÌ»�e{�,Êm�Zy�[���ÉZÅ2 2Á3 3

Ê»�Ê§� »�Y�Ã�Y|¿Y�Ze��z]�¾ËY��{�ºÌÀ¯dÌ�Zy��Y�ÉY½ZÀÌ»�e{�ÉZÅÊ»��¯}�ZÅµÂ»�§�Ê� ]��{�ZÆ¿M��Y�½YÂf]�Ze�ºÌÀ¯-

  Y|�Y��Y��Ë�eZ»��Ê ]�»�ÄËY�M�®Ë��Y�É��ZÀ���Y�\¯�»�d�Y�Êe�Z^��½ZÀÌ»�e{��{�¯�Ã{Z¨f�Y�Ã|ÌrÌa�ÉZ}��ه

½ZÀÌ»�e{2 2{Y|�Y��Y�ÄËY�M���a b
c d

     
Ê»�½Z�¿��f¿Y�a�ÉZm�Ä]�ºWZ«��y�Á{�¾Ì]�ÄËY�M�½{�Y~³�Z]�Y�{|��ºÅ���Y|¬»�,ºÌÅ{

ad bcÊ»ÊÀ Ë�,|�Z]  

a b
ad bc

c d
   

¶�Zu�¾ËY¶�Zu�ÉZÆÀ»�ÄËY�M�¾ÌËZa�Ä]�Á����«��{���ZÀ��[���¶°��,|À¿Z»�ÓZ]�Ä]�Á����«��{���ZÀ��[��Ë��ÉZÅر

,µZj»�½YÂÀ��Ä]��d�Y  

1 2
(1)(4) (2)(3) 2

3 4
     

ÄËY�M�®Ë�½ZÀÌ»�e{�,\Ìe�e�¾Ì¼Å�Ä]3 3Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]�{Y|�Y��Y��{Â�  

a b c

d e f aei bfg cdh gec hfa idb

g h i

       

Ê»�Ä�uÔ»¶�Zu�����Y�®Ë��Å�Ä¯�|ÌÀ¯�®Ë�d��{�Á������Å��Y���À��®Ë�¶»Z��d��{�½ZÀÌ»�e{��Y|¬»��{�[��

¶�Zu�Ä¸¼m��Å�,Y~·��d�Y�ÄËY�{�½Âf���Å��Y���À��d �Á�ÄËY�M��Y���«�®Ë��{���ZÀ��[���Á{��Y�°e��Y�¶�Zu�Äf§ZË

�¶°��|À¿Z»�¹Â��½Âf��d�Y��d¼���{�ÄËY�M�µÁY�½Âf�d�Y��Ë�Ê» .باشد  
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a b c a b

d e f d e

g h i g h
                         

a b

c d  

ZÀÌ»�e{�ÉY�]��Á��¾ËY�ÉZÅ4½  توجه. 4�{�Y|¿�ÊËY�Z¯��eÓZ]�Ä^e�»�ZË

¶�Zu��Â¼n»�½ZÀÌ»�e{��Y|¬»[��Ê»�ÓZ]�Ä]�Á����«�Ä���Ì�¿��Â¼n»�ÉZÆÀ»�¾ÌËZa�Ä]�Á����«�Ä���Ì�¿�ÉZÅد. با باش

Ê»�¾Ë�¼e¶�Zu�¾ËY�|Ì¿YÂe[����|ÌÅ{�¶Ì°�e�Äf§ZË�d �Á�ÄËY�M�¾f�Â¿�½Á|]�Y��É��«�ÉZÅ  

�½ZÀÌ»�e{���]Äf�{�µÁY�������ZÀ���Y�É�Ì³�Âf¯Z§�Z]�Y��½ZÀÌ»�e{���]�cÔ¼m��³Y�{�Ä]�,ºÌÀ¯�É|À]Ê»�dºË�ÁM  

( ) ( ) ( )

a b c

d e f a ei fh b di fg c dh eg

g h i

e f d ed f
a b e

g ih i g h

     

  

  

½ZÀÌ»�e{ÉZÅ2 2¾ËY��{�Ã|���ÅZ�½ZÀÌ»�e{�ÉZÅ�ÂÀÌ»�¹Z¿�Ä]��Zm3 3u�½Âf��Á�����¥~u��Y��Ã|��Ã{Y{���À��ÉÁZ

½ZÀÌ»�e{��Y��Ì�¿3 3Ê»�d�{�Ä]�Ê¸�Y½ZÌ»�e{���]�,|ÀËM�§�¾ËY��|ËM3 3�¹Z¿�µÁY�����Ä]�d^�¿�ZÅ�ÂÀÌ»�\�u��]

�{�Y{  

��]�¾ËYÊ»�Y��ZÅ�ÂÀÌ»�\�u��]�ZÅ��Å��{�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe��{Y{�¹Zn¿Y�½Âf��ZË������Å�Ä]�d^�¿�½YÂeÂÀÌ»�Ä¯�Ä¸¼m��Y�½M��

����¥~ui½Âf��Á�¹jÊ»�d�{�Ä]�¹Á�|ËMi jÊ»��ÅZ��ZÆÀ»�d»Ô��d�Y�{�§�É{|��½ZÀÌ»�e{�,µZj»�½YÂÀ��Ä]��{Â�

Ê»�Y��©Â§��]��Ë���Y�«�Ä]�¹Á{�½Âf��Ä]�d^�¿�Á�ZÅ�ÂÀÌ»�\�u��]�½YÂe��{Y{  

a b c
d f a c a c

d e f b e h bdi bfg eai ecg haf hcd
g i g i d f

g h i

           

Ô^«�Ä¯�d�Y�É�Y|¬»�½Z¼Å�¾ËY�Äf^·Y"�����������������������������������������������������������������������������|»M�d�{�Ä]

�µZj»�½ZÀÌ»�e{�®Ë���½ZÀÌ»�e{�Ä^�Zv»3 3Ê»�Ä^�Zv»�Y���ºÌÀ¯  

حل:          
1 4 2

4 2 1 2
3 1 0 3 1 3( 8) 1 25

2 3 2 3
2 2 3


 

      
 



  

Ã{Y{���]�¹Á{�����Ä]�d^�¿�Z»ºËY�®Ë�{ÂmÁ�Y�Ë��,�ÄË�Y{ صفر|À¯�Ê»��e�Ã{Z��Y��cZ^�Zv».  
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¶�Zu�½ZÀÌ»�e{��Y|¬»�Ze�|¿Â��[���ºÅ��{�|ËZ]�Y�Ë��|¿{|��0ÓÂ¼ »�½ZÀÌ»�e{�®Ë���ZÀ��½ZÀÌ»�e{�½YÂÀ��Ä]�Êm�Zy�[��

Ê»�ZÅ�Y{�]��Y�Z»Y��|ÀÅ{�d�{�Ä]�Y�½YÂe��\�u��]�Êf«Á��{�¯�Ã{Z¨f�Y�½ZÀÌ»�e{�®Ë��½Âf��ZË������®Ë���ZÀ��½YÂÀ��Ä]

Ê»���]��½Âf��ZË������½M�Ä]�d^�¿�ZÅ�ÂÀÌ»�Y���Y{�]�½M��·Z°�Y�[��»�Ä¯�d�Y�É{|���Y{�]���À���Å��ÂÀÌ»�,ºÌÅ{

Ê»�¾Ì »¶�Zu�µÂ»�§��{�Z��Êm�Zy�[��1 2 3u u u  u i j k��{1 2 3v v v  v i j k�Ê»�Y��ÓZ]��{��Â¯~»�Ä]�½YÂe

��d�Y{�½ZÌ]�µÁY�������ZÀ��½YÂÀ��Ä]�¥�Z f»�ÄËZa�ÉZÅ�Y{�]�Z]�½ZÀÌ»�e{�®Ë�c�Â��Ä]�Êf»Ô���Â�  

2 3 1 3 1 2

1 2 3
2 3 2 3 1 2

1 2 3

i j k

u v i j k
u u u u u u

u u u v v v v v v
v v v

      

¶�Zu�µÂ»�§Y�����Ä]�d^�¿�ZÅ�ÂÀÌ»�\�u��]�½ZÀÌ»�e{�¾ËY���]�½Z¼Å�ÓZ]��{��Â¯~»�Êm�Zy�[����d�Y�µÁ  

�µZj»��ÂW��Z]�h¸j»�duZ�»   2,5, 1 , 1, 4,6B A �Á 1, 1,1C �Ê»�d�{�Ä]�Y��ºË�ÁM  

�u��¶���ÉZÅ�Y{�]�Y|f]YAB

�ÁAC


�Ê»�¶Ì°�e�Y���ºÌÅ{  

�����������������������������3,1, 7 , 0, 5, 5AB AC     
 

  

,�Êm�Zy�[���Ä^�Zv»�Z]  

     
i

3 1 7 5 35 15 0 15 0 40 15 15 .

0 5 5

AB AC              

 

j k

i j k i j k
 

��������������������������������

h¸j»�duZ�»�½ÂqABC�ÉÁZ�f»�duZ�»�¦�¿�Y�Ã|��¶Ì°�e��Ô�ÓYAB

�ÁAC


�Ê»,�ºË�Y{�ÄnÌf¿��{���|�Z]  

����������������������   2 2 21 1 5 82
40 15 15

2 2 2
S AB AC       

 
  

� ��Y{�]� Ä�� �¸fz»� [��dÌ¼¯( )u v w.�¶�Zu� Y�Ä�� [��ÉZÅ�Y{�]� �·Z°�Y� Ä¿Z³u,vÁwÊ»� �|À»Z¿��Y{�]

( ) u v w�¶�Zu�®Ë�Y�Ä��[��Ê»�É�Y{�]�Ä¿Z³�ºÌ»Z¿  

�½ÂÀ¯YÉ�YÂf»�ºnuÄ¸Ì�Á�Ä]�Ã|��|Ì·Âe��sÂ��·Yu,vÁw�Ê»�Y�ºÌ]ZË��É�YÂf»�ºnu��Y�Ê°Ë�duZ�»�ÉÁZ�»�sÂ��·Y

É�YÂf»��Z¨e�Y��{�[���½M�ÃÂmÁ�{�Ä¯�sÂ��·Y�Ê»�Ã|ÌnÀ��ÄmÁ�½M��]�{Â¼��dÆmÄ¸Ì�Á�Ä]�Ã|��|Ì·Âe�ÄmÁ�0Ôj»��{Â�v

ÁwÉÁZ�»�ÄmÁ�¾ËY�duZ�»�,v w�½Âq��d�Yv w��Z¨e�Y�,d�Y�{Â¼��ÄmÁ�¾ËY��]h�Âf»É�Y�ª¸�»�|«�sÂ��·Y

�·Z°�Y��ËÂ�eu�{Y|f»Y��{v w�ÃZ³�Å��d�Y�¾Ì]�ÄËÁY�u�Áv w�É�YÂf»�ºnu�ÃZ´¿M�,|�Z]�Z]�d�Y�ÉÁZ�»�sÂ��·Y  

( ) = cos  u v w u v w.  

  

  

  

http://www.pixelplanet.com/download/index.html


�Ê�ZË���Ê»Â¼��         (                                                   �¾ËÁ|e�Á�Ä¼m�e²]�kÁY��¨ m  
��

�ສ
ઔध

߮ξध�భ�Ϧૌࡳબ�ϩ�πआ�ΓϷΧ߮ϊग़�߳ϞϩΧ  

Ä��ÉZ�§��{��Â�y�É| ]|ÌÀ¯���§0 0 0 0x y z  r i j kÄ�¬¿�dÌ �Á��Y{�]0PÁa b c  v i j k�®Ë

�]��Z»�{�§�Ä]���vÀ»��y�®Ë��|�Z]��¨�Z¿��Y{�]0PÉ�YÂ»�ÁvÃZ³�Å��{�Y{�{ÂmÁx y z  r i j k�Ä�¬¿�dÌ �Á��Y{�]

�´Ë{PÃZ´¿M�,|�Z]��y�ÉÁ�0r rZ]�Y~·�Á�{�Y{��Y�«��y�{Y|f»Y��{vYÂ»¶°��d�Y�É��-��Ê¬Ì¬u�É{|��ÉY�Y�Ä]�Y~·�,�

t ،0مانند t r r vÓÂ¼ »�Ä¯�Ä·{Z »�¾ËY��"�¶°��Ä]  

0 t r r v  

Ê»�Äf�Â¿Ê»�Y���y�ÉÁ���Z¬¿��Ì¼m�{�Y{�¹Z¿�ºÌ¬f�»��y�É�Y{�]�É�f»Y�Za�Ä·{Z »�,{Â��ÌÌ¤e�Z]�½YÂet�Y تا به

�Y{�]��{�ÁM�d�{vÊ»��y�É{ZÅ��Y{�]�®Ë�Y�Ä¨·Â»�Ä]�Y��É�Y{�]�É�f»Y�Za�cÓ{Z »��³Y��|À»Z¿�cÓ{Z »�,ºÌÀ¯�ºÌ�¬e��ËZÅ

Ê»�d�{�Ä]��y��·Z°�Y�É�f»Y�ZaËM: ند  

0

0

0

, ( )

x x at

y y bt t

z z ct

        
  

  

Ê�y�Ä·{Z »�Ä��ZÆÀËY�0Y�ÅZ�Ê»�Ê·Á�,|¿Y�f»Y�Za�¥~u�Z]�½YÂet�Y�Ê�y�Ä·{Z »�Á{�Ä]x،yÁz�ÃZ³�Å��|Ì��0a ،0b 

Á0c Ê»�ÃZ´¿M�-Ä]�d^�¿�Y���·Z°�Y�cÓ{Z »��Y�®Ë��Å�½YÂet�,{�ÁM�d�{�Ä]�Á�{�¯�¶u  

0 0 0x x y y z z

a b c

  
   

�]��Z»�ºÌ¬f�»���y�cÓ{Z »�Êe�Z¯{�¶°��Ä¯0 0 0( , , )x y zÉ�YÂ»�ÁvÄ¨·Â»��Y�Ê°Ë��³Y��d�YÉZÅv�¶°��,{Â���¨�

�³Y�Ä¿Â¼¿�ÉY�]��{{�³�¶Ë| e�|ËZ]�¥�Z f»0c ��|��|ÀÅYÂy�cÓ{Z »�,  

0 0
0,

x x y y
z z

a b

 
   

pÌÅ��ÄmÂe��vÀ»�ºÌ¬f�»��Â�y�ÉY�]�©Â§�cÓ{Z »��Y�®ËÄ�¬¿��Zy�[Zzf¿Y��]Ze�®Ë��Å�,|Àf�Ì¿�{�§�Ä]0 0 0( , , )x y z

Ê»�Ã�YÂ¼Å�,Ê¸¯��Â��Ä]��d�Y��y�ÉÁ��Ã{Z¨f�Y�ZÆ¿M�­�f�»�¶�§��ËZ¼¿�ÉY�]�É�YÂ»�Ì£�Äv¨��Á{�cÓ{Z »��Y�|Ì¿YÂe

���|ÌÀ¯

  

  

�¶°��-�  
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��µZj»�]��Z»�ºÌ¬f�»��y(1, 2, 3)Äv¨���]�{Â¼�2 4 5x y z  �ºWZ«��Y{�]�É�YÂ»2 4 i j k�Y~·��d�Y�Äv¨�

�É�Y{�]�É�f»Y�Za�Ä·{Z »�ÉY�Y{��y  

r i 2j 3k (i 2j 4k)t       

�d�Y��Ë���·Z°�Y�É�f»Y�Za�cÓ{Z »�ZË  

1

2 2

3 4

x t

y t

z t

     
  

  

�,d�Y�¾ÌÀq��Ì¿�cÓ{Z »�¥�Z f»�¶°�  

1 2 3

1 2 4

x y z  
 


  

  [�0PºÌ¬f�»��y�ZeL�]��Z»1P�¨�Z¿��Y{�]�É�YÂ»�Áv�Z]�d�Y��]Yفاصله نقطهفاصله نقطه تا خط :

0 1( )
s

 


r r v

v

�µZj»2)فاصله, 0, 3)1)تا خط 3 ) (3 4 )t t    r i j kÊ»�Y|Ìa�ºÌÀ¯  

1)خط 3 ) (3 4 )t t    r i j k�Y1 (1,1, 3)P  É�YÂ»�Á�Äf�~³3 4 v j kÄ¸�Z§��d�Y0 (2, 0, 3)P  �¾ËY�Ze

�Z]�d�Y�ÉÁZ�»��y  

 
2 2

(2 1) (0 1) ( 3 3) (3 4 )

3 4
( ) (3 4 ) 4 4 3 41

5 5 5

s
       




     
  

i j k j k

i j j k i j k

  

�¾Ë�¼e��y�Á{�¾Ì]�Ä¸�Z§�ÃYÂz·{.|Ì]ZÌ]�Y�  

cZv¨�Ä��ÉZ�§��{�É| ]��¨�Z¿�ºWZ«��Y{�]�Z]�Äv¨�A B C  n i j k�Ä�¬¿��]��Z»�Á0 0 0 0( , , )P x y z با

��Â»���Y{�]0r�d�Y��Ë��É�Y{�]�¶°��Ä]�Ä·{Z »�ÉY�Y{  

0
( ) 0 n r r.  

��Y�d�Y�c�Z^��½M��·Z°�Y�¶°��µ{Z »��Â��Ä]  

0 0 0
( ) ( ) ( ) 0A B Cx x y y z z       

Ê»�Y���·Z°�Y�¶°�Ã{Z��¥�Z f»�¶°��c�Â��Ä]�½YÂe،تر نوشت  
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A B C Dx y z    

½M��{�Ä¯0 0 0D A B Cx y z   .  

d�{�ÃZ³�Åd]Zi� �Y�Ê°Ë�º¯ÉZÅA،BÁC�y�Ä·{Z »� ÃZ´¿M� ,|�Z^¿� �¨�A B C Dx y z  �®Ë��ËZ¼¿� Ã�YÂ¼Å

�{�Äv¨�3
�³Y�,Ä¿Â¼¿�½YÂÀ��Ä]��d�Y0A ��]��Z»�Äv¨���ËZ¼¿�,نقطه/( , 0,0)D AºWZ«��Y{�]�Z]A B C  n i j k

��d�Y

Ê»�Ä�Ì¼Å�Y��Äv¨��®Ë�Ä]�ºWZ«��Y{�]���ÄmÂe\ËY����Y�½YÂex،yÁz�d]Zi�Ä¸¼m�ÃZ³�Å��{�¯�¾Ì »�Ä·{Z »��{D صفر

�{�~´]�LY|^»��Y�|ËZ]�Äv¨��ÃZ´¿M�,|�Z]

  

��µZj»Ä�¬¿��]��Z»�Äv¨�(2, 0,1)�Z¬¿��]��Z»�ºÌ¬f�»��y��]�{Â¼��Á(1,1, 0)�Á(4, 1, 2) ºWZ«��Y{�]�ÉY�Y{  

(4 1) ( 1 1) ( 2 0) 3 2 2          n i j k i j k  

��d�YÄ·{Z »�,¾ËY�]ZÀ],d�Y�¾ÌÀq��Y  

3( 2) 2( 0) 2( 1) 0x y z       

Ã{Z���Â��Ä]�ZË،3تر 2 2 4x y z  Ê».باشد  

�µZj»�Ä�¬¿�Ä���]��Z»�Äv¨��Ä·{Z »(1,1, 0)P ،(0,2,1)QÁ(3,2, 1)R  Ê»�Y���ºÌ]ZË  

حل:�Y{�]�d�Y�¹�ÓnÉZÅ�Y{�]��]�É�Y{�]�¾ÌÀq��ºÌ]ZÌ]�Y��Äv¨��Ä]�{Â¼�PQ    i j k


�Á

Ê»�,¾ËY�]ZÀ]��d�Y�{Â¼��{�¯�Ã{Z¨f�Y��Ë���Y{�]��Y�½YÂe  

  

Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ã|��Ã{Y{�Ä�¬¿�Ä���Y�Ê°Ë�cZ�fz»�Z]�ÃY�¼Å�ºWZ«��Y{�]�¾ËY��Y�½ÂÀ¯Y�ºÌÀ¯Ê»�Y��Äv¨��Ä·{Z »�Áن�Z]��ºÌ�ËÂ

�Ä�¬¿��Y�Ã{Z¨f�Y{Â]�|ÅYÂy�Ä·{Z »  

  

�ZË.  
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̶੾आ�άධ෈�̶਩߮ΐঃ�߳ϞϪ१  

Ê»�Ê�y��^m�Ê�y��^m�¶»Z¯�Ä ·Z�»��|�Z]�|Ì¨»��ZÌ�]�Ã�Ì¤f»�|Àq�¶Ì�¿Y�¨Ë{�[Z�u��{�ºÌÅZ¨»��Y�Ê� ]�½ZÌ]�ÉY�]�|¿YÂe

��Â�Â»�dÌ¼ÅY�Ä]�ÃZ´Æ³�Z»Y��d�Ì¿�¹�Ó�[Zf¯�¾ËY��{�É�Y|¬»��Z¯�¾ËY�ÉY�]��ºË�Y{��ZÌ¿�Ê�y�^m�ÃZ³|Ë{��Y�hv]�{�Â»

ÃZ´f�{�Á�Ê�Ë�eZ»�cZ^�Zv»�Ä]�Ä¯�ÊËZÆ¿M��Â�y�Ä]�,Ê�y�^m��Y�\¸�»�Á�sÔ��Y�Â]�»�Ê�y�cÓ{Z »�ÉZÅستند، ه

Ê»�½ZÌ]�Y���ºÌÀ¯  

�Ë�eZ»�Ê§� »�Ë�eZ»�®Ë�ZÅمانندÄËY�M��Y�Ê¸Ì�f�»�d�Y�ÉY�{�Ä¯�{|�Áس������ËY�M�½Âf

Äf§ZËÃZ³�Å��|¿Y�����{��«YÁ���À��½Âf��Á�¹�ÃZ´¿M�,|�Z]�¹Y  

  

Ê»��Z�fyY�Ä]�ÊÅZ³ºÌ�ËÂ¿d·Zu�¾ËY��{���YتاÁ�YتاÊ»�{Ây�Ä]�Y���³Y��{�Ì³ºÌËÂ³�,

��d�Y�Ê ]�»��Ë�eZ»�®Ë  

�Ë�eZ»�Ã{ZÆ¿Y�e،�Ë�eZ»،½Âf���ËZÅ����Ä¯�d�Y�Ë�eZ»�ÉZÅÊ»،باشند��ÊÀ Ë  

  

�Ë�eZ»�³Y�ºÌ»Z¿�½�Z¬f»�Y����eZ»��Ê»�Ã|Ì»Z¿�½�Z¬f»{Za�ÃZ³�Å�|¿Â���Ë�eZ»���«�ÉÁ����ZÀ�

�Ë�eZ»��|À�Z]��¨��|ËZ]�0Z»Á�·�½�Z¬f»{ZaÊ ]�»�|ËZ]�0Z»Á�·�½�Z¬f»{Za�Á�½�Z¬f»�ÉZÅÊ»�Ä�uÔ»��|À�Z]ÌÀ¯�ÉY�Y�Ä]�Ä¯�|

�Ë�eZ»��Å ،.  

� �É����Á�Ê¿Âf��ÉZÅ��Y{�]Ê»�\¸£Y�Y{�]�ºÌÅYÂyÉ| ]�Ë�eZ»�®Ë�Yبا����¿��{�½Âf��®Ë�Á����

ºË�Ì´]  

  

¾ÌÀqÊ»�Ê¿Âf���Y{�]�®Ë�Y��Éc�Â��¾ËY��{��ºÌ»Z¿Á�����®Ë�ÉY�Y{�,{�Y{�¹Z¿�É�����Y{�]�®Ë�Á�d�Y�½Âf�  
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Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂeÁمولفه½Z�°Ë��Y{�]�½YÂÀ��Ä]�Y~·�-|¿�Y{�½Z�°Ë�ÉZÅ��³Y�Êfu�|¿Y�Ë�eZ»�c�Â��Ä]eÁZ¨f»�ÉZÅ�Ê

Ê»��ÅZ� .شوند  

�Ë�eZ»�[���Ë�eZ»�É|À»{Â���Y�É{ZË���z]���ZÅ�½YÂe�Z»�Ä]�Ä¯�,d�Y�Äf�]YÁ�Ê�Ë�eZ»�[����Y��Ë��¦Ë� e�Ä]�ZÅ

Ê»�ÉÂv¿�Ä]�Y��ÄËY�M�®Ë�Ä]�¶Ë|^e�Á�ÄËY�M�Á{�\Ì¯�eÊ»��¨u�Ê�y��]YÁ��Ä¯�|Å{                              .شوند  

�[���Ë�eZ» : هاÃZ³�Å�Ë�eZ»�®ËÁ�Ë�eZ»�®Ë¶�Zu�ÃZ´¿M�,|�Z][��

�Ë�eZ»�®Ë،��|¿�Ë��c�Â��Ä]����ZÀ��Ä¯�d�Y  

  

ÊÀ ËحاصلÄ�¬¿�[������ÉY¹½Âf��Á¹ÉZÅ�Y{�]�Á{��Å�Ä¯��É| ]Ê»��|¿Y.باشد  

�Ë�eZ»�d¨m��Y�Ê� ]��¬§�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂeÊ»�Y��ZÅ��{�¯�[���ºÅ��{�½YÂeحاصل[���Ã|��¦Ë� e�Êf«Á��¬§

½Âf��{Y| e�Ä¯�d�Y,ÉZÅÉZÅ����{Y| e�ÉÁZ�» .باشد  

�µZj»�Ë�eZ»�Á{�[��  

  

ÉY�Y{�`q�¶»Z�Á����ÉY�Y{�d�Y��¶»Z��Á�d�Y�½Âf�Á����Ê»�½Âf�¶�Zu�,Y~·��|�Z]�ÉY�Y{�[��

�Á����Ê»�½Âf�¶�Zu�¹Â��½Âf��Á�µÁY�������À���|�Z]ÊÀ Ë�,[��،حاصلÄ�¬¿�[��ÊÀ Ë�,µÁY�����ÉY

ÊÀ Ë�,µÁY�½Âf���{�`q�¶»Z��,Ê»�¹Á{�¶»Z��,،باشد  

  

Ä]�¾Ë�¼e�Ê¼¯�Z]Ê»�Ê¿Z�M¶�Zu��Ë�eZ»�ÉZÅ��À��|Ì¿YÂe�`q�d�{�Ã�Z�Y�d�´¿Y�Ä¯�|ÌÀ¯�[Z�u��Â��¾ËY�Y��[��

a�Ä]�ÓZ]��Y�Y��{Ây�d�Y��d�{�Ã�Z�Y�d�´¿Y�Á�`q�¶»Z��ÉZÅ����{Y|f»Y��{�Y��{Ây½Âf��ÉÁ��¾ÌËZ�d�Y��¶»Z��ÉZÅ

¶�Zu�Á�|ÌÅ{�d¯�u�½Z»�¼Å[��Ä�¬¿�ÉZÅ��|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�Y��ÉY  

�µZj»حاصل�Ë�eZ»�®Ë�[���d�Y�Ê¿Âf��É| ]�Ä���Y{�]�®Ë�Ê¿Âf��É| ]�Ä���Y{�]�®Ë��{  
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�Ä°ÀËY��]��Á��»�،Á¶�Zu�Z]��Z³�Z��É{Z ]Y[���ÉZÅ¾f�Â¿�,¾ËY�]ZÀ]���|À�Z]�Äf�Y{�¦¸fz»��{�Y{�ÊÀ »

�ËÂ e�Ê�Ë�eZ»�[���Z»YÃZ³�Å�,�«YÁ��{� �d�Ì¿��Ë~a�Ë�eZ»�®ËÁ��Ë�eZ»�®Ë�ÃZ´¿M� ,|�Z]

�Zu�Ê·Á�d�Y�Ã|��¦Ë� e[����´»�d�Y�Ã|�¿�¦Ë� e�³Y�Êfu��Á�Ë�eZ»�ÉZÅ¶��]�حاصل

�0Z»Á�·�,|À�Z]�Ã�Y|¿Y�®Ë�Z]�Ê ]�»بر��d�Ì¿��Y�«  

�µZj»��Ë�eZ»�Á{�[���É�Ë~aZ¿��ËÂ e��ËZ¼¿  

  

Ä¯�Ê·Zu��{       

Ê»� �ÄmÂe¶�Zu� �³Y� ,Ä¯� |ÌÀ¯�ªÌ¬ve�|Ì¿YÂe[��¶�Zu� Ã{ZÆ¿Y�e� ,|�Z]� Ã|��¦Ë� e¶�Zu�ÉÁZ�»�[���[��

Ã{ZÆ¿Y�eهاÊ»��°��[���\Ìe�e��´Ë{�c�Z^��Ä]��,�{Â�  

½ZÀÌ»�e{�Â° »�Á�ZÅ�Ë�eZ»�ÉZÅ��{�ZÅµÁY�¶�§½ZÀÌ»�e{ÉZÅÁ�Ä]��Â]�»�É�^m�cY�Z^��c�Â��Ä]�Y�

ÄËY�MÊ ]�»�ÉZÅÁÊ»�,Ê¸¯��Â��Ä]� �ºË{�¯�Ê§� »�{Y|�Y��Y�½ZÀÌ»�e{�½YÂe��Ë�eZ»�®Ë�ÉY�]�Y�

�Ë�eZ»�ÉY�]��{�¯�¦Ë� e�Ê ]�»،Ê»�Ä»Y{YÊ»�Á�ºÌÅ{,ºÌ�ËÂ¿  

  

�µZj»½ZÀÌ»�e{�®Ë ،  

  

��µÂu�ZÅ�ÂÀÌ»�\�u��]�Y�Ã{Y{���]��{�Y{��f�Ì]��¨���¹Á{�½Âf½ZÀÌ»�e{�Á{�Á�ºËYÃ{�ÁM�d�{�Ä]�Ê·ÁY��b���ºËY

����������������������������������d�Y�Ã|��Ã{Y{���]�¹Á{�½Âf��Ä]�d^�¿�É�´Ë{�Á�¹Á{�����Ä]�d^�¿  

dÌ�ZyÉZÅ�½ZÀÌ»�e{�ºÆ» :�ÃZ³�ÅÁ�Ë�eZ»�Á{��ºË�Y{�ÃZ´¿M�,|À�Z]  
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�           .  

�       .  

�{�¨À»��Ë�eZ»Ê ]�»��Ë�eZ»�³Y�,d�Y�{�¨À»�³Y��ºÌËÂ³�,�Â° »�ZË�{�¨À»Z¿��Ë~a

��d�Y  

ÃZ³�Å�Ë�eZ»�®ËÃZ´¿M�,|�Z]حاصلÄ��[��ÉZÅ�����·Z°�Y�Ä¿Z³�ºnu�½M�ª¸�»�|«�Á�,d�Y

É�YÂf»Ä]�Ã|��|Ì·Âe�sÂ��·Y¾ËY�]ZÀ]��d�Y�ZÅ����½M�Ä¸Ì�ÁÉ�YÂf»�®Ë��ËZÅ�����³Y��¬§�Á��³Y�d�Y�{�¨À»Z¿-

Ê¼¿�Ä¼Å�É����ÉZÅ�Y{�]�-|ÀËZ¼¿�|Ì·Âe�d^j»�ºnu�Ä]�sÂ��·YÊ»�Y��Äf°¿�¾Ì¼Å��|¿�Ì³��Y�«�É|uYÁ�Äv¨���{�|À¿YÂeت�½YÂ

½Âf��{�Â»��{ÉZÅ��d�Y{�½ZÌ]  

�Ê�y�Ê´f�]YÁ�Á�µÔ¬f�Y�Ë�eZ»�®Ë�,Ê¸¯��Â��Ä]Âf��ZË��ZÅ�����³Y�d�Y�{�¨À»½�Ä]�Ä¯�½M��ÉZÅ

Ã|���Zv·��Y{�]�c�Â��¶°��Ä]�Ê�y�Ä·{Z »�|Àq�ZË�®Ë��{�|¿Y  

  

�¨�Z¿�\Ë���®Ë�º¯�d�{�Ä¯�Äf�]YÁ�Y��Ê�y�Ä·{Z »�¾ÌÀq��{�©{Z��ÉZÅ�Y{�]��Y�Ä�Â¼n»�®Ë��|ÀËZ¼¿�©|��,{�Y{

Ê»�Ä�Ì¼Å�Y��ZÅ�Y{�]��Y�Ê°Ë�Y�Ë��|À»Z¿�Ê�y�ÃZ³�Å�-{�¯�½ZÌ]�¾Ë�ËZ���Y�Ê�y�Ê^Ì¯�e�c�Â��Ä]�½YÂe�ÃZ´¿M�,  

  

�Y�Ê�y�Äf�]YÁ�Ä�Â¼n»�®Ë��{�ZÅ�Y{�]�Ê�y�cZ^Ì¯�e�Ä¼Å�{��Y{�]�Y��f¼¯�| ]�Z]�ÊËZ�§��Ë���{�|ËZ]��Y�«

��|À�Z]�Äf�Y{  

Ê¿Z¼Å��Ë�eZ»�Ë�eZ»  

  

Ê¸�Y���«�ÉÁ����Â»��Å��{�Ä¯�d�Y""��´Ë{���Â»��Å��{�Á""Ä¯�d�Y�t�YÁ��ºË�Y{�Ë�eZ»��Å�Z]

Ê»��ËÂ e��{Â�  

  

�¾ÌÀr¼Å{|��Ä¯�{�Y{�Ê�Ë�eZ»��^m��{�Ê�¬¿�½Z¼Å�Ê¿Z¼Å��Ë�eZ»��Ê»�Z¨ËY�[Z�u��{�¨�Z¿�{|���|À¯

½Á�YÁ�ÉY�Y{Ä¯�É�Â��Ä]�d�Y�Ë�eZ»�ÉY�]����Â° »��d�Y��Y�«�]�ÊÆ]Z�»�dÌ �Á�Ê ]�»�ÉZÅ
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Ê»|Ë��Y .cZ«ÁYÉ{ZËما��{Ê³|¿�ZÅ�Ê»,ºËÂمچاله�Ê»ºËÂ�ÁباºÌ¼�eÊËZÅÄ¯Ê»ºË�Ì³ÁÊi{YÂuÄ¯به¡Yما��Ê»ËMندÃ{Â·M

Ê»ºËÂ� .Áما�°§Ê»ºÌÀ¯Ä¯Ê]���YÃ|�ºËYZ»YpÌÅÊfÌ¼ÅY{�Y|¿Ä¯چهÉ�Ìq©Z¨eYÃ{Zf§YZËچهÉ�Ìq©Z¨eY|ÅYÂyf§Y{Z .شما

. Y�d�Á{|¿�Y{�ZÌ�]|À¼���Y|Ìf�Åشما¯�ÂÀÅÉY�]Ê¿Z�¯Äشما}���Y{ÂyY��Yd�{Ê¼¿|ÌÅ{ .¦Ìj¯ZËÄ·Zr»,�Ì¼eZË¾Ìq�Yهرگز

���Yما�{É�Z¯Ä¯¹Zn¿YÊ»ºÌÅ{ZËÊ�¯Ä¯Ê»ºÌ�ZÀ�Ê¼¿|ËM���Yما�{¾ËYجملهd�YÄ¯ :ماÄ¯.ºÌf�ÅpÌÅd«Á�Â»Y�§

|ÌÀ°¿Ä¯شماÊËZÀjf�Y|Ìf�Å  
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�ສ
ઔध

� Ϋ̵΋Χୀ�ψভ΋Ϫ৔�߳ϞΫ߮Ϩघ  

�ÉZ�§��Y�Ä¯�d�Y�Ê ]Ze�É�Y{�]��]ZenR�ÉZ�§�Ä]mR��Å�Ä¯�É�Â��Ä]�,{Â��Ê»�¦Ë� en �Ä�Â¼n»�Ë���Y�\e�»�ÊËZe

�|À¿Z»�ÉYD ��Y���]YÂe�ÄÀ»Y{�nR��Y��Y{�]�®ËmR�{{�³�Ê»��Â]�»  

�|À¿Z»�É�Y{�]��]Ze��Å( ) : ( 1,2,3)n mr t R R n ��ËZ¼¿��Ë��ÉZÅ�c�Â��Ä]�Y��|ÀÅ{�Ê»  

( ) (f( ), ( ), h( ))r t t g t t  

( ) ( ) i ( ) j ( )r t f t g t h t k  
  

  

�É�Y{�]��]YÂef( ), ( ), ( )t g t h t�|Àf�Å�É{|��Ê ]YÂe  

�µZj»�,pÌa�Z»�®Ë�É�Y{�]��]Ze  

     cos sinr t t i t j tk    

Ê¬Ì¬u��Ë{Z¬»�¹Z¼e�ÉY�]t��d�Y�Ã|��¦Ë� e  

�É�Y{�]��]Ze�ÄÀ»Y{:Ä¨·R»��]YÂe�ÄÀ»Y{�­Y�f//�YÊ»�¶Ì°//�e�Y��É�Y{�]��]Ze�ÄÀ»Y{�,��ZÀf»�ÉY¿Z//�M�Ä]�Ä¯��|Å{�Z]�Ê

  �Ê¸^«�ÉZÅÊ»�¾Ì »�{Âتجربه

�µZj»Ê»�Y���Ë��É�Y{�]��]Ze�ÄÀ»Y{ºÌ]ZË  ،  
   3, ln 3 ,t t t t r  

: حل�É�Y{�]��]Ze�ÄÀ»Y{r�Ë{Z¬»�Ä¼Å�¶»Z�t  Ê»Ä¨·R»�½M��{�Ä¯�|�Z]�ÉZÅ  3f t t ،   ln 3g t t 

Á h t tÃ|��¦Ë� e,ÊÀ Ë�,|¿Y  

 


     , 3 0, 0,3tD      
 

r  

�É�Y{�]��]YÂe�Ê´f�ÂÌa�Á�|u|ÌÀ¯���§       r t f t i g t j h t k  Á�É�Y{�]��]Ze�®ËL��|�Z]��Y{�]�®Ë

Ä¯�Ê»Z´ÀÅ�c�Â��¾ËY��{t0بهtÊ»�²Ë{�¿Ê»�{Â�|u�ºÌËÂ³r�]Y�]LÊ»�Á�d�Y��ºÌ�ËÂ¿  

 
0

lim
t t

Lr t


  

É�Y{�]��]Ze r tÄ�¬¿��{0t t�³Y�d�Y�Äf�ÂÌa��Á�¼¸«��{��«YÁ   
0 0limt t r t r t �Äf�ÂÌa�Ê»Z´ÀÅ��]Ze�Á�|�Z]

�|�Z]�Äf�ÂÌa�{Ây�Á�¼¸«��Y�Ä�¬¿��Å��{�Ä¯�d�Y  

�µZj»�³Y     cos sinr t t i t tk  ½M�ÃZ³  

 
4 4 4 4

lim (lim cos ) (lim sin ) (lim )
t t t t

r t t i t j t k
      

    
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                                              2 2

2 2 4
i j k


    

�µZj» تابع     cos sinr t t i t j t  Y�Ë��d�Y�Äf�ÂÌasin , cost tÁtÄf�ÂÌa�|¿Y  

�É�Y{�]��]YÂe�ªf�»É�Y{�]��]Ze       r t f t i g t j h t k  Ä�¬¿��{0t t�³مشتقY�d�Y��Ë~a,g fÁh�{

0tمشتق¾ÌÀr¼Å��|À�Z]��Ë~arªf�»�Y�Ê»��Ë~aªf�»�{Ây�Á�¼¸«��Y�Ä�¬¿��Å��{��³Y�ºÌËÂ³Ä�¬¿��|�Z]��Ë~aÄ¯�ÉYr��{

ªf�»�½M��d�Y��Ë��c�Â��Ä]��¬f�»�,|�Z]��Ë~a  

   
0

lim
t

r t t r tdr df dg dh
i j k

dt t dt dt dt 

 
   


  

��­�vf»�®Ë�[Zf��Á�d�����Y{�]�³YrÃ�}�dÌ «Â»Ê»�d¯�u�Z�§��{��YÂ¼Å�ÊÀvÀ»�µÂ���{�Ä¯�|�Z]�ÉY�,|À¯

½MÄ�v·��{�d����ÃZ³t�ÊÀ Ë V t{Â]�|ÅYÂy  

 V
dr

t
dt

  

�Y�Ä�v·��Å�ÉY�]��d�Y�ÊÀvÀ»��]��Z¼»�,d�����Y{�]tجهتV�d����ªf�»�Á�Ã�}�É|Àe�Ã�Y|¿Y�Á�d¯�u�dÆm

ÊÀ ËVda
dt

�d�Y�Ã�}�[Zf���Y{�]�,|�Z]�{ÂmÂ»��³Y  

��Y{�]
( )

( )
| ( ) |

V t
T t

V t
  ��Y{�]�Á��|uYÁ�Ä°Ë��Z¼»��Y{�]�Y�

/
N( )

/

T

T

d dt
t

d dt



�|À»Z¿�Ê»��|uYÁ�Ä°Ë�ºËZ«��Y{�]�Y�  

�µZj»ÊÀvÀ»2 3t t t  r i j k� Y�|Ë�Ì´]���¿��{Ä�¬¿���{� Y��ÊÀvÀ»�¾ËY�[Zf��Á�d����ÉZÅ�Y{�]��(1,1,1)�Y|Ìa

Ê»��ºÌÀ¯  

: حل  Ä�v·��Å��{�[Zf��Á�d����ÉZÅ�Y{�]t����Y�|Àe�Z^�  

22 3 , 2 6
d d

t t t
dt dt

      
r v

v i j k a j k  

�Ì�¿�ÊÀvÀ»�ÉÁ�1t(1,1,1)نقطه ��Y�|Àe�Z^��\Ìe�e�Ä]�Ä�¬¿�¾ËY��{�[Zf��Á�d����ÄnÌf¿��{�,d�Y2 3  v i j k

Á2 6 a j k.  

�µZj»��Y{�]�d�{�Ä]�Y���Ë��pÌa�Z»�Ê�Z¼»�Ä°Ë�|Ë�ÁM  

     cos sinr t t i t j tk    

: حل  

                  sin cosV t i t j k     
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     2 22sin cos 1 2V t t      

                               sin cos 1

2 2 2

V
T

V

t t
i j k      

É�Y{�]��]YÂe�ÉY�]�ªf�»�¾Ì¿YÂ«:  

���]Ze�½Â¿Z«0Cd
dt

d]Zi��Y{�]��Å�ÉY�]��d]ZiC(  

�³YUÁVªf�»�É�Y{�]��]YÂe�Y��Ë~at½M�,|À�Z]�ÃZ³  

�·Z°�Y�[���¾Ì¿YÂ« 
dud cu c

dt dt
{|���Å�ÉY�]�c(  

 
d df du

fu u f
dt dt dt

 هر تابع مشتق)�·Z°�Y��Ë~a f t(  

���¼m�½Â¿Z« 
V

V
d du d

u
dt dt dt

    

��¶�Z¨e�½Â¿Z« 
V

V
d du d

u
dt dt dt

    

��Ê¸yY{�[���½Â¿Z« . . .
V

V V
d du d

u u
dt dt dt

   

��Êm�Zy�[���½Â¿Z« 
V

V V
d du d

u u
dt dt dt

      

Ã�Ìn¿���|�Z«�³Y��ÉYrتابع مشتق�Y�É�Ë~atÁtتابع مشتق�Y�É�Ë~as½M�,|�Z]�ÃZ³dr dr dt

ds dt ds
  

�É�Y{�]��]YÂe��Y�É�Ì³�µY�´f¿Y¾Ì »Z¿�µY�´f¿Yrنسبت بهtمجموعهcZ¬f�»�{Za�Ê»Z¼e��Y�ÉYr�Ä]�Ä¯�d�Y

c�Â� r t dtÊ»�Ã{Y{��ËZ¼¿�³Y��{Â�R�Y�ªf�»{Za�®Ër½M�,|�Z]�ÃZ³  

   R Cr t dt t   

µY�´f¿Y�ÉY�]�cZÌ�ZË��µÂ¼ »�|�YÂ«Ê»��Z¯�Ä]�¾Ì »Z¿�ÉZÅ�|¿Á�  

Ä¨·Â»��³YÉZÅ       r t f t i g t j h t k  Ä¸�Z§�ÉÁ� ,a bµY�´f¿Y|À�Z]��Ë~arµY�´f¿Y��Ì¿�µY�´f¿Y�Á�d�Y��Ë~a

¾Ì »r�Yaتاb��d�Y��Ë��c�Â��Ä]  

       ( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
r t dt f t dt i g t dt j h t dt k       

�µZj»|ÌÀ¯�Ä^�Zv»�Y���Ë��µY�´f¿Y  

 
0 0 0 0

( cos 2 ) ( cos ) ( ) ( 2 )t i j tk dt tdt i dt j tdt k
   

         
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                       2
00 0

sint i t j t k
        

  

                2 20 0 0 0i j k         
  

                    2j k    

�ÊÀvÀ»�µÂ��YÂ¼Å�ÊÀvÀ»�®Ë�µÂ�        ,r t f t i g t j h t k a t b    �ËY�§Y� Z]� �Z^°Ë� 0Z¬Ì«{� Ä¯t�Y

t aبهt bÊ»�ºÌ��e��Z]�d�Y��]Y�]�{Â�  

  2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
L

df dg dydh dx dzdt dt
dt dt dt dt dt dt

        

���fz»�¶°��Ä]�ÊÀvÀ»�µÂ��µÂ»�§
b

a
L V dt �d�Y�½ZÌ]��¶]Z«��Ì¿  

�µZj»�|Ì]ZÌ]�Y���Ë��pÌa�Z»��{�³��Á{�®Ë�µÂ�  

     cos sinr t t i t j tk    

: حلÄ¯�Ê»Z´ÀÅt�Y02تاÊ»��ÌÌ¤eÊ»�¶»Z¯��Á{�®Ë�pÌa�Z»�|À¯�{�Z�  

     
2 2 22

0
sin cos 1

b

a
L V dt t t dt


       

                                       
2

0
2 2 2dt


   

2®Ë�µÂ���]Y�]Ã�ËY{��Y��Á{Äv¨���{�ÉYxy�d�Y�Äf§�³��Y�«�½M�ÉÁ���]�pÌa�Z»�Ä¯�d�Y  

�LZÀv¿Y�®Ë��ÊÀvÀ»  

3

| |

| |

V a
k

V


  

�µZj»�©Â§�Ä·{Z »��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�ÉZÀv¿Y�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y���Ë��pÌa�Z»  

      2 2cos sin , , 0 , 0r t a t i a t j btk a b a b       

: حل�Y|f]Y�Ä^�Zv»�ÉY�]ºÌÀ¯�Ê»�Ä^�Zv»�Y��[Zf��Á��Z¼»��Y{�]:  

        sin cosV a t i a t j bk     

              cos sina a t i a t j    
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                       2sin cos sin cos

cos sin

V

O

i j k

a a t a t b ab t i ab t j a k

a t a t

     

 

2 2 2 2 2 2 4 2 2| V a | ( sin ) ( cos ) ( )ab t ab t a a b a a b a         

2 2

3 2 22 2 3

| |

| | ( )

V a a a b a
k

V a ba b

 
  


  

�Ô¯��{��Z¯:�Z ��Ä]�Ã�ËY{�®Ë�ÉZÀv¿Y�|ÌÅ{�½Z�¿a�]Y�]1
ad�Y.  

��ZÀv¿Y�Ä^�Zv»�ÉY�]��´Ë{�ÉZÅ�µÂ»�§  

�ÊÀvÀ»�ÉY�]( )y f x�Ä¯Äv¨���{,Ã|��¦Ë� e�ºÌÀ¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y��Ë��µÂ»�§��Y  

3
2 2

| |
( )

(1 )

y
k x

y





  

�É�f»Y�Za�ÊÀvÀ»�ÉY�]
( )

( )

x x t

y y t


 

�ºÌÀ¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y��Ë��µÂ»�§��Y�,Ã|��¦Ë� e�Äv¨���{�Ä¯  

3
2 2 2

| |
( )

( )

x y x y
k t

x y

   


 
  

�ÊÀvÀ»�ÉY�]( )r f �Ä¯�Äv¨���{�,Ã|��¦Ë� e�ºÌÀ¯�Ê»�Ã{Z¨f�Y��Ë��µÂ»�§��Y  

2 2

3
2 2 2

| r 2 rr |
( )

(r )

r
k

r


  




��ÊÀvÀ»�®Ë�[Ze|ÌÀ¯���§B T N ��Z]�d�Y��]Y�]��YÂ¼Å�ÊÀvÀ»�ÉY�]�ÊÀvÀ»�[Ze��]Ze��|�Z]  

  

  

  

2
.

B
N

V

x y z

x y z

x y zd

ds a

   



  

ZÀv¿Y�¥Ôy��]kÊ¼¿�Ê¨À»��³�Å�Ä¯[Ze�,{Â��|�Z]��¨��ZË�Ê¨À»�,d^j»�d�Y�¾°¼»  

��Zf��ºËZ«�Á]�مولفهZ¼»�ÉZÅ:گيرد هنگامی که جسمی توسط جاذبه، پرتاب، احتراق موتور راکت و ... شتاب می

به Vای را برایتوان قاعده زنجيره، چقدر است. میTمعمولاً مايليم بدانيم که شتاب در جهت مماس بر مسير، يعنی

  صورت زير به کار برد.
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V T
dr dr ds ds

dt ds dt dt
    

  گيری از طرفين معادله داريم :با مشتق

                                
2

2
( )

V T
T T

d d d s ds ddsa
dtdt dt dt dtdt

     

                      
2 2

2 2
( ) ( )TT T N

d s ds d s dsd ds dsk
ds dt dtdt dtdt dt

     

               
2

2
2

( )T N
d s dsk

dtdt
   

T NT Na a a  که در آن  

                            2 2( )N Vdsa k k
dt

 و
2

2T V
d s d

a
dtdt

   

  های اسکالر قايم و مماسی شتاب هستند.مولفه

  

��ºÆ»�ÉZÅ�µÂ»�§�Ä�Ôy  

��Ê�Z¼»�Ä°Ë��Y{�]V
T

V
                                  ��Ê¸�Y�ºËZ«��Y{�]/

/

T
N

T

d dt

d dt
  

��¹Á{�ºËZ«B T N                       

��ZÀv¿Y    
2 2

3 3 3 3
2 2 2 2 22 2 2

| | | | | r 2 rr |
    ( )    ( )    ( )

(1 ) ( ) (r )

V
T

V

a y x y x y rdk k x k t k
dt

y x y r


         

    

     

  

��[Ze
2

.
B

N
V

x y z

x y z

x y zd

ds a
   



  

  

  
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|Àf§��{Zf�Y��Ìa�Ä]�d�Y�°Ëက�Äf§���Æ���Y�k�Zy�Ê�Á���º�Y�»�®Ë�Ä]�\�Ë{�Ä¯�|¿{�¯�s��»��Â�ÀËY�{Zf�Y�Z]�Á��Ä¸X�»
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حل:Ä¯�Êf«Á( , ) (0, 0)x y ÃZ´¿M�
x y  Ê»�¶Ì»��¨��Ä]�{�Y��k�z»�Á�c�Â���|ËZ¼¿x y�[��
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lim

x y

y

x y 

̀.
2

2 2( , ) (1,2)

2
lim

4x y

x xy

x y





�Äf°¿Ä^�Zv»��{�Êf§��Ìa�Ä]�ºÌ¿YÂf¿�¾Ë�e�Z¯�cZ�fz»��{��³Y( , ) (0,0)lim ( , )x y f x y�Ê^�«�cZ�fz»��Y�
ºË{�³�¶WZ¿

Ê»�Ã{Z¨f�Y|ÌÅ{��Y�«��ºÌÀ¯siny r ,cosx r ½{Y{�¶Ì»�Z]�Á0r �|Ë�Ì´]�|u�¶�Zu�c�Z^���Y  

�Ã�ÌÌ¤f»�Á{��]YÂe�Ê´f�ÂÌaتابع ,f x yÄ�¬¿��{ 0 0,x yÄÀ»Y{��Yf  Ê»�Ã|Ì»Z¿�Äf�ÂÌa�³Y�,{Â�  

http://www.pixelplanet.com/download/index.html


�Ê�ZË���Ê»Â¼��         (                                                   �¾ËÁ|e�Á�Ä¼m�e²]�kÁY��¨ m  
��

   
   

0 0
0 0

, ,
lim , , ,

x y x y
f x y f x y


  

�ÄÌuZ¿�ÉÁ��ÁfD D�³Y�,d�Y�Äf�ÂÌafÄ�¬¿��Å��{ 0 0,x y�YD�|�Z]�Äf�ÂÌa  

��µZj»��Ë���]Ze�|ÌÅ{�½Z�¿  

2 2

2
, ( , ) (0, 0)

( , )

0 , ( , ) (0, 0)

xy
x y

x yf x y

x y

   
 

  

d�Y�Äf�ÂÌa�O|^»��m�Ä]�Ä�¬¿��Å��{.  

: تابعحلfÄ�¬¿��Å��{( , ) (0,0)x y �Y�ÊËZËÂ³��]Ze���Âe�½M��Ë{Z¬»�Y�Ë��d�Y�Äf�ÂÌaxÁyÊ»�d�{�Ä]��|ÀËM  

�{(0, 0)Ê»�Z�{Y�Z»Y�
d�Y�Ã|��¦Ë� e��]ZeÊf«Á�ºÌÀ¯Ä¯( , ) (0, 0)x y �ºÌÅYÂy�®ÀËY�Ä¯�Ä¿Â´¿Z¼Å�Y�Ë���{�Y|¿�|u��]Ze

Ê»�®Ë{�¿�O|^»�Ä]�¦¸fz»�ÉZÅ�Ì�»��Y�Êf«Á�|Ë{Ê»�d�{�Ä]�ÊeÁZ¨f»�lËZf¿�
ºËÂ��Y|¬»��Å�ÉY�Y�Ä]��|ËMmتابع ,f�ÉY�Y{

ÉÁ��Êf]Zi��Y|¬» خط, 0y mx x Ê»باش�Y�Ë��
|  

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 ( )2 2 2( , )
( ) 1y mx

y mx

x mxxy mx mf x y
x y x mx x m x m



   
   

  

Êf«Á�¾ËY�]ZÀ]Ä¯( , )x y (0,0)به سمتÊ»�¶Ì»��y�{Y|f»Y��{|À¯f��{Â]�|ÅYÂy�|u�¾Ì¼Å�ÉY�Y{  

2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
???

2lim ( , ) lim ( , )
1y mxx y x y

y mx

mf x y f x y
m 



     
  

�ÌÌ¤e�Z]�|u�¾ËY��Y|¬»mÊ»��ÌÌ¤e�
Êf«Á�Ä¯�{�Y|¿�{ÂmÁ�É{�§�Ä]���vÀ»�{|��¾ËY�]ZÀ]��|À¯Ä¯( , )x yÊ»�¶Ì»�O|^»�Ä]�|À¯

|u�Y��{|��½M�ºÌ¿YÂf]f��d�Ì¿�Äf�ÂÌa��]Ze�Á�{�Y|¿�{ÂmÁ�|u�¾ËY�]ZÀ]��ºÌ»ZÀ]  

���Ô¯��{��Z¯|ÌÅ{�½Z�¿( , , )f x y z x y z  ½Âq�Ä�¬¿��Å��{( , , )x y z�d�Y�Äf�ÂÌa  

��ÊË�m�cZ¬f�» وقتی که تمام متغيرهای يک تابع به جز يک متغير را ثابت نگه داريم و نسبت به اين متغير مشتق

  ايم.بگيريم آنگاه مشتق جزيي به دست آورده

)مشتق جزيي , )f x yنسبت بهx0در نقطه 0( , )x y: عبارت است از  

00 0

0 0 0 0
0

( , )

( , ) ( , )
( , ) lim

x xx y

f x h y f x yf d f x y
dx hx 

 
 


(  

  در نظر بگيريد.)dرا شکلی ازدر صورتی که اين حد موجود باشد. (

ÊË�m�ªf�»( , )f x yنسبت بهyÄ�¬¿��{0 0( , )f x y���Y�d�Y�c�Z^�  
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0

0 0 0 0
0

00

( , ) ( , )
( , ) lim

hy yh

f x y h f x yf d f x y
dy hx 

 
 


  

�|�Z]�{ÂmÂ»�|u�¾ËY�Ä°¿M�Ä]��Á��»  

�Ä^�Zv»�ÉY�]Ê»�½Z�¿�µÁY�Ä·{Z »�Ä¯�Ä¿Â´¿Z¼Å
|Å{f
x




ªf�»�Z]�µÂ¼ »�ªË���Ä]�Y��Y�É�Ì³fنسبت بهxÄ¯�Ê·Zu��{

yÃ{�¯���§�d]Zi�Y�Ê»�Ä^�Zv»�
ºËYÊ»�½Z�¿�¹Á{�Ä·{Z »�Ä¯��Â�¿Z¼Å��ºÌËZ¼¿Ê»�
|Å{ºÌ¿YÂef
y




ªf�»�Z]��Ì¿�Y��É�Ì³

�Yfنسبت بهy¾f�Y{�Ä´¿�d]Zi�Áx��ºÌÀ¯�Ä^�Zv»  

�µZj»مطلوب است مقاديرf
x




fو
y




,4)در نقطه 5): هرگاه  

2( , ) 3 1f x y x xy y     

: برای محاسبهحلf
x




  گيريممشتق میxثابت باشد و نسبت بهyکنيم, فرض می

2( 3 1) 2 3 1 0 0 2 3
f

x xy y x y x y
y y

            
 

  

fمقدار
x




,4)در 5)(4)2برابر است با 3( 5) 7   .برای محاسبهf
y




yثابت باشد و نسبت بهxکنيمفرض می

  گيريم. مشتق می

2( 3 1) 0 3 1 1 0 3 1
f

x xy y x x
y y

            
 

  

fمقدار
y




,4)در 5)(4)3برابر است با 1 13  .

�Ê·Â¼ »�cZ¬f�»�ZÆ¿M��d�Y�Ã�Ì¤f»�Á{��]YÂe�¦Ë� e�ÄÌ^��¶¬f�»��Ì¤f»�Á{��Y��Ì]�Z]��]YÂe�ÊË�m�cZ¬f�»�¦Ë� eتوجه:

Ê»��Ì¤f»�®Ë�Ä]�d^�¿Ê·Zu��{�
|À�Z]Ã|��Äf�Y{�Ä´¿�d]Zi�ZÅ�Ì¤f»��ËZ��Ä¯��|¿Y  

�Äf°¿تابع( , )f x y�½Á|]Ä�¬¿��{�Ä°ÀËYÊ»�|�Z]�Äf�ÂÌa�ÉY�Ì¤f»�Á{��Å�Ä]�d^�¿�Ä�¬¿�½M��{�|¿YÂexÁy�cZ¬f�»�ÉY�Y{

ªf�»�Ã�Ì¤f»�®Ë��]YÂe�{�Â»��{�Y�Ë��
Ã�Ì¤f»�®Ë��]YÂe�Z]��ËZ¤»�d�Y�ÊfÌ�Zy�¾ËY��|�Z]�ÊË�m]Ze�É�Ë~a�½M�Ê´f�ÂÌa�
�

Ê»�[ZnËY�Y�ÊË�m�cZ¬f�»��³Y�{ÂmÁ�¾ËY� Z]��|ËZ¼¿( , )f x y�¯�»�Ä]�Ê°�Ë{���Y����{�Á�Ã{Â]�{ÂmÂ»0 0( , )x y�Äf�ÂÌa

ÃZ´¿M�|À�Z]f�{0 0( , )x y{Â]�|ÅYÂy�Äf�ÂÌa .��Ë���]Ze  

0 , 0
( , )

1 , 0

xy
f x y

xy

 
 

  

�{(0, 0)|u��d�Ì¿�Äf�ÂÌafÄ¯�Êf«Á( , )x y�y�{Y|f»Y��{y x(0,0)بهÊ»�¶Ì»Ê·Á�d�Y��¨���]Y�]�|À¯(0,0) 1f 

ÊË�m�cZ¬f�»xfÁyf��{�Á{��Å(0, 0)��|¿Y{ÂmÂ»  
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��¹Á{�Ä^e�»�ÊË�m�cZ¬�»�]Ze��Y�Ä¯�Êf«Á( , )f x yÊ»�ªf�»��Z]Á{�Ä]�Y��½M�¹Á{�Ä^e�»�ªf�»�d¬Ì¬u��{�
ºË�Ì³

Ã{�ÁM�d�{Ê»��z�»��Ë��ºWÔ��Z]�0ÓÂ¼ »�cZ¬f�»�¾ËY��ºËY: شوند  

)f�Ë|¿Yxx(xxfÁ{�|¿���ZËfبهx��Á{
2

2

f

x




  

)f�Ë|¿Yyy(yyfÁ{�|¿���ZËfبهy��Á{
2

2

f

y




  

)f�Ë|¿Yyx(yxfÁ{�|¿���ZËfبهx,y(
2f

x y

 

  

)f�Ë|¿Yxy(xyfÁ{�|¿���ZËfبهy,x(
2f

y x

 

  

��d�Y�¶Ë}�s���Ä]�©Â§�ÉZÅ{Z¼¿�¦Ë� e  

2 2

2
, ,

f f f f
x x x y x yx

                      
  

ªf�»�\Ìe�e�Ä]� ��yM�Ê·Y�Á��|Ì�Z]�Äf�Y{�ÄmÂe�É�Ì³
2f

x y

 

Ä]�\f�¿� Y|f]Y�Ä°¿M�ÊÀ ËyÄ]�d^�¿��b��Áx مشتق

Ê»�ºË�Ì³( )yx y xf f��d�Y�¹ÂÆ¨»�½Z¼Å�ÉY�Y{

�µZj»�³Y( , ) cos xf x y x y ye �ÃZ´¿M  

2

2

2

cos

sin

x

x

x

f
y ye

x

f f
y e

y x y x

f f
ye

x xx


 



           

       

  

�¾ÌÀr¼Å  

2

2

2

sin

sin

cos

x

x

f
x y e

y

f f
y e

x y x y

f f
x y

y yy


  



           

        

  

�Äf°¿��ÄfzÌ»M��¹Á{�Ä^e�»�ÊË�m�cZ¬f�»
2f

x y

 

   ���Á
2f

y x

 

  |Ë�Ì´]���¿��{�Y��]YÂe�ÃZ³�Å��xyf,yf,xf,fÁyxf

{Z¬»�¾ËY�ÃZ´¿M�|À�Z]�Äf�ÂÌaË��|À�Z]�½Z�°Ë�|ËZ]��  
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Ã�Ìn¿��Ã|�Z«ÉYÊË�m�cZ¬f�»:®Ë�c�Â�Ã�Ìn¿��Ã|�Z«�Ã�Ì¤f»�ÉY�]�ÉY ( , )f g x y½M��{�Ä¯�,f®Ë�ZÆÀe

ªf�»�Z]�Ã�Ì¤f»f Ä]�,d�YÊ»��Z¯��{Á�  

   

   

1

2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

f g x y f g x y g x y
x

f g x y f g x y g x y
y










  

�µZj»d�Y�[Â¸�»
r



Á

s



  rÁs�ÃZ³�Åبرحسب

22 , ln , 2
, 2

rx y z x s z r
s y rh

      


  

yx z
r x r y r z r
          

      
  

                                         1(1) (2)(2 ) (2 )(2)r zs    

�Ì¤f»�ÉY�]z�����|ÌÀ¯�¾Ì�¿Zm                                                                 1 14 (4 )(2) 12r r rs s      

yx z
s x s y s z s
          

      
  

                    2 2
1 2(1) (2) (2 )(0)r rzs ss s

        

���Ô¯��{��Z¯  

d�Y�[Â¸�»
x



ÃZ³�Å2 2 2x y z   Á2 2z x y .  

مطلوب است
,y z

f
y

     
2اگر sinx y z t    وx y t .  

�¶¯�¶Ì�¿Y�¨Ë{0اگر از نقطه 0( , )x y0به نقطه مجاور 0( , )x dx y dy حرکت کنيم, ديفرانسيل حاصل درf برابر

  است با :

0 0 0 0( , ) ( , )x ydf f x y dx f x y dy   

  نامند.میfرا ديفرانسيل کلfاين تغيير در تقريب خطی

�½ZË{Y�³��Y{�]��]Ze�ÊË�m�cZ¬f�»��³Y( , )f x y�Ä�¬¿��{0 0( , )x y�c�Â��Ä]��]Ze�½ZË{Y�³��Y{�]�,|À�Z]�{ÂmÂ»

�{Â��Ê»�¦Ë� e��Ë�  

0 0 0 0( , ) ( , )( ) | i ( ) | jx y x yf f f
x y

 
  

 

  
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�ÊfÆm�ªf�»��³Yu


�]Ze�ªf�»�,|�Z]�|uYÁ��Y{�]�®Ëf�Ä�¬¿��{0 0(x , y )��Y{�]�dÆm��{�Áu


�Ä]��Ë��Ä�]Y���Y

�|ËM�Ê»�d�{  

.uD f f u

 
  

�µZj»ªf�»�d�Y�[Â¸�»( , ) cos( )yf x y xe xy Ä�¬¿��{(2, 0)dÆm��{A 3i 4j  .  

: جهتحلAºÌ�¬e�Z]AÃ�Y|¿Y�]Ê»�d�{�Ä]��Y��|ËM  

A A
A

3 4u i j
5 5 5

     

ÊË�m�cZ¬f�»f�{(2, 0)���Y�|¿Y�c�Z^�  

0
(2,0)

0
(2,0)

(2, 0) ( sin( )) 0 1

(2, 0) ( sin( )) 2 2 0 2

y
x

y
y

f e y xy e

f xe x xy e

    

     
  

½ZË{Y�³f�{(2,0)���Y�d�Y�c�Z^�  

(2,0) (2,0)i (2,0)j i 2jx yf f f u       

ªf�»�¾ËY�]ZÀ]f�{(2, 0)dÆm��{A��Z]�d�Y��]Y�]  

(2,0)

3 4 3 8u=(i 2j) i j 1
5 5 5 5

. .f
        

  

�Ã�ÌÌ¤f»Á{��]YÂe�º»�f�¯Y��Z¬¿�Ä^�Zv»�ÉY�]�Ê�Z¬¿�ÉÂnf�m��{�
Ã�Ì¤f»�®Ë��]Ze�Ê �Â»�º»�f�¯Y��Ë{Z¬»

�Ê �Â»�º¼Ë�¯Z»�ºË�Y{��Z�f¿Y�Ä¯�d�Y�Ê�Z¬¿�¾ÌÀq��{��d�Y�Ê¬§Y��Z¼»��y�ÉY�Y{��Z¬¿�½M��{��]Ze��Y{Â¼¿�Ä¯�ºÌf�Å

Ê»�ZËÃ�Ì¤f»�Á{��]Ze�ÉY�]��|À�Z]�{ÂmÂ»�¦����Z¬¿�ZË�Ê �Â»�º¼Ì¿( , )f x yÄËÁ��Ä¯�ºÌf�Å�Ê�Z¬¿�µZ^¿{�Ä]( , )z f x y

Ê»�
Ê �Â»�º¼Ë�¯Z»�Ä¯�ºË�Y{��Z�f¿Y�Ê�Z¬¿�¾ÌÀq��{�¾ËY�]ZÀ]��|�Z]�Ê¬§Y��Z¼»�Äv¨��ÉY�Y{��Z¬¿�½M��{¼Ì¿�Ê �Â»�º

|¿Â��d§ZË�ÊÀË���Z¬¿�Á.  

Ê �Â»�º»�f�¯Y��Ë{Z¬»�ÉY�]�µÁY�ªf�»�½Â»�M :اگر( , )f x yدر يک نقطه درونی چون( , )a b از دامنه

نيمم موضعی باشد و اگر مشتقات جزيي مرتبه اول تابع در اين نقطه موجود باشند, تعريف تابع دارای ماکزيمم يا می

)آنگاه , ) 0xf a b ,( , ) 0yf a b .  

�]Ze�ÄÀ»Y{��Y�Ê¿Á�{�Ä�¬¿�®Ë( , )f x yÉÁ{��Å�½M��{�Ä¯xfÁyfÁ{��Å�ZË�Ê°Ë�½M��{�ZË�|À�Z]��¨�xfÁyf�{ÂmÂ»

Ê¿Y�v]�Ä�¬¿�Y��|À�Z^¿fÊ»نامند.  
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)تابعتنها نقاطی که  , )f x yباشند. شبيه توابع در آن نقاط احتمالاً مقادير اکسترمم دارد نقاط بحرانی و نقاط مرزی می

ر يک متغيره پذيپذير يک متغيره, اين طور نيست که هر نقطه بحرانی يک اکسترمم موضعی باشد. تابع مشتقمشتق

  پذير دو متغيره ممکن است دارای نقطه زينی باشد.مشتقممکن است دارای يک نقطه عطف باشد. تابع 

º»�f�¯Y�ÉY�]�¹Á{�ªf�»�½Â»�MÊ �Â»�ÉZÅ :|ÌÀ¯���§( , )f x y��]�½M�¹Á{�Á�µÁY�Ä^e�»�ÊË�m�cZ¬f�»�Á

�¯�»�Ä]�®�Ë{�®Ë���Ze��( , )a bÃÁÔ��Ä]�Á�|À�Z]�Äf�ÂÌa( , ) ( , ) 0x yf a b f a b ��c�Â��¾ËY��{  

Ä�¬¿��{��³Y( , )a bºÌ�Z]�Äf�Y{0xxf Á2 0xx yy xyf f f ÃZ´¿Mf�{( , )a b��d�Y�Ê �Â»�º¼Ë�¯Z»�ÉY�Y{  

Ä�¬¿��{��³Y( , )a bºÌ�Z]�Äf�Y{0xxf Á2 0xx yy xyf f f ÃZ´¿Mf�{( , )a bÊ»�ÉY�Y{��d�Y�Ê �Â»�º¼Ì¿  

Ä�¬¿��{��³Y( , )a bºÌ�Z]�Äf�Y{2 0xx yy xyf f f �ÃZ´¿M�Áf�{( , )a b��d�Y�ÊÀË��Ä�¬¿�ÉY�Y{  

Ä�¬¿��{��³Y( , )a bºÌ�Z]�Äf�Y{2 0xx yy xyf f f �{�ÃZ´¿M�Á( , )a bÊ¼¿�[YÂm�½Â»�M�]�
d·Zu�¾ËY��{��|Å{Y�É

�Zf§��¾ÌÌ ef��{( , )a b�{�¯�Ânf�m�|ËZ]�É�´Ë{�ÃY�  

µZj» :��Ë���]Ze�Ê �Â»�º»�f�¯Y��Ë{Z¬»�d�Y�[Â¸�»  

2 2( , ) 2 2 4f x y xy x y x y       

: حل�Å�ÉY�Y�Ä]��]ZexÁyªf�»�Á�Ã|��¦Ë� eÊ»��Ë~a�É��»�Ä�¬¿�½M�ÄÀ»Y{�Á�|�Z]��{��¬§��]Ze�¾ËY�]ZÀ]��{�Y|¿

Ä¯�Ê�Z¬¿xfÁyfÊ»��¨���]Y�]�0Z»YÂe��Z¬¿�½M��{�ÄnÌf¿��{��d�Y�º»�f�¯Y�ÉY�Y{�|¿{�³  

2 2 0 , 2 2 0x yf y x f x y         

�ZË  

2x y    

Ä�¬¿�¾ËY�]ZÀ]( 2, 2) نها نقطهتÄ¯�d�Y�ÉYfÊ»�½M��{��Ë��cZ^�Zv»�
ÄnÌf¿�Ä�uÔ»�ÉY�]��|�Z]�Äf�Y{�º»�f�¯Y�|¿YÂe

Ê»�¹Zn¿Y�Y���ºÌÅ{  

2 , 2 , 1xx yy xyf f f      

ÉZf·{f�{( , ) ( 2, 2)a b   ��Z]�d�Y��]Y�]  

2 2( 2)( 2) (1) 4 1 3xx yy xyf f f         

�Ä°ÀËY��]ZÀ]�ÄnÌf¿�{  

0xxf    ���Á2 0xx yy xyf f f   

f�{( 2, 2) �Y|¬»��d�Y�Ê �Â»�º¼Ë�¯Z»�ÉY�Y{fZ]�d�Y��]Y�]�Ä�¬¿�¾ËY��{( 2, 2) 8f    .  
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�µZj»مطلوب است مقادير اکسترمم موضعی تابع( , )f x y xy .  

: چونحلfتوان در آنها مقادطر اکسترمم را تصور کرد عبارتند از تنها نقاطی که میپذير استهمه جا مشتق

  نقاطی که در معادلات زير صدق کنند. 

0 , 0y xf x f y     

ود شتواند در آن اکسترمم داشته باشد, برای تعيين نوع اين اکسترمم, ملاحظه میمیfای است کهبنابراين, مبدأ تنها نقطه

  که :

0 , 0 , 1xx yy xyf f f    

  بنابراين مبين به صورت زير است :

2 1xx yy xyf f f   

,0)طهباشد. بنابراين نقکه منفی می )يک نقطه زينی تابع است. در نتيجه(0 , )f x y xyر اکسترمم موضعی دارای مقادي

  باشد. نمی

�cZÀË�¼eرا به دست آوريد. ۱-۱۰های های موضعی و نقاط زينی توابع مذکور در تمريننيممها و میتمامی ماکزيمم

۱.2 2( , ) 4 6 2f x y x xy y y      

۲.2 2( , ) 3 3 6 3 6f x y x xy y x y       

۳.2 2( , ) 2 5 2 4 4 4f x y xy x y x y       

۴.2 2( , ) 2 5 2 4 4f x y xy x y x      

۵.2( , ) 3 2 5f x y x xy x y      

۶.2( , ) 2 2 2f x y y xy x y      

۷.2( , ) 5 7 3 6 2f x y xy x x y      

۸.2 2( , ) 3 3 4f x y x xy y x y       

۹.2 2( , ) 2 2 3 4f x y xy x y x      

۱۰.2 2( , ) 2 6 7 2 4f x y x xy y x y    

  

���¿Y�³Ó�\ËY����Á��,�Á��»�ÉZÅ�º»�f�¯Y�|ÌÀ¯���§( , , )f x y zÁ( , , )g x y zªf�»�Ê ]YÂe��|À�Z]��Ë~a

�Ä]�ÉY�]Ê»�Á�º¼Ì�¯Z»�½{�ÁM�d�{º¼Ì¿Ê �Â»�ÉZÅf|Ì«�Ä]�ÄmÂe�Z]( , , ) 0g x y z �Y�É�Ë{Z¬»�,x،y،zÁ�½ZÀq�Y�

��Â��Ä]�Ä¯�|Ë�ÁM�d�{�Ä]��|ÀËZ¼¿�©|���Ë��cÓ{Z »��{�½Z»�¼Å  

( , , ) 0g x y z    ���Áf g    

Ê»��Ë��c�Â��Ä]�©Â§�cÓ{Z »�,Ã�Ì¤f»�Á{��]YÂe�ÉY�]: باشند  

( , ) 0g x y    ���Áf g    
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��µZj»Ê»�Á�º¼Ì�¯Z»��Ë{Z¬»�d�Y�[Â¸�»�º¼Ì¿تابع( , ) 3 4f x y x y Ã�ËY{��]2 2 1x y  .  

: حل�¿Y�³Ó�\ËY����Á��®¼¯�Ä]  

2 2( , ) 3 4 , ( , ) 1f x y x y g x y x y      

�Y�É�Ë{Z¬»�Áx،yÁÊ»�Y��|ÀÀ¯�©|���Ë��cÓ{Z »��{�Ä¯�ºÌÅYÂy  

2 2

: 3i 4j 2 i 2 j

( , ) 0 : 1 0

f g x y

g x y x y

       

   
  

Ê»�[ZnËY�½ZË{Y�³�Ä·{Z »Ä¯�|À¯0 �ÄnÌf¿��{�Á3 2,
2

x y
 

   

Ä¯�d�Y�½M�cÓ{Z »�¾ËY�lËZf¿� �Y�Ê°ËxÁyÊ»�d»Ô��ºÅÉY�]� �Ë{Z¬»�¾ËY� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� �|À�Z]x� ÁyÄ·{Z »� ,

( , ) 0g x y Ê»�¶Ë|^e��Ë��c�Â��Ä]��{Â�  

   
2 2

3 2 1 0
2 

    

¾ËY�]ZÀ]
2 2

9 4 1
4 

 ،29 16 4 ،24 25 Á5
2

  �\Ìe�e�¾Ë|]��3 3 2 4,
5 52

x y
 

       

�]Ze� Á( , ) 3 4f x y x y �{�º»�f�¯Y� �Ë{Z¬»�ÉY�Y{ 3 4( , ) ,
5 5

x y  Ê»� �Y|¬»�Ä^�Zv»� Z]� �|�Z]3 4x y�Z¬¿� �{

 3 4,
5 5

Ê»�Ä�uÔ»Ê»�Á�º¼Ì�¯Z»��Ë{Z¬»�Ä¯�{Â�Ã�ËY{��]�º¼Ì¿2 2 1x y ���Y�|Àe�Z^�  

       3 4 25 3 4 253 4 5 , 3 4 5
5 5 5 5 5 5

          

®Ë�ZÀ��Z¯dË�Ë|»½Z»��{µZuصحبتÉY�]ÉZÅ|��Y,½ZËÂn�¿Y{Ê·Zj»به{�]�Z¯.ÁY®ËÃ�Â¯½ZÅ{{Z�³Y��Y�Ë��Ì»½Á�Ì]  {�ÁM

Áسپس��{|�ÃÂ¸«سنگY�®Ëبه®Ë½Á�{Ã�Â¯|Ìq.Êf«ÁÃ�Â¯شدپرÁ�´Ë{pÌÅÊ´À��{½MجاÊ¼¿-گرفت�Y½ZËÂn�¿Y{

|Ì��a:ZËMÃ�Â¯پرÄ¼Å�.d�Yبله:گفتند.  

: }Y}خپاس}d�YÊ°Ë�Y½ZËÂn�¿Y.پر¯dzË�.�Z]�´Ë{|Ì��aZËMÃ�Âسنگها�Y�ÉÁشن�ÁMÁÉ�Y|¬»�Y}شنسطلZf�Y®Ë}سپس

ÓZ¼fuYنه!!  

ÁYسپس.خوبستگفت®Ëماسهسطل{�ÁMÁ¶yY{Ã�Â¯dzË�.�Z]�´Ë{|Ì��a:ZËMÃ�Â¯پر.d�Y¾ËY�Z]Ê�¯Ê]YÂm{Y|¿Á{Zf�Y®Ë

o�Za[M{�ÁMÁ¶yY{Ã�Â¯dzË�.  

�به�ÁسپسÔ¯{�¯Á|Ì��a :چهÊ�¯Ê»�|¿YÂe|ËÂ´]Äf°¿¾ËYµZj»�{چه.{Â]  

Ê°Ë�Y½ZËÂn�¿Y{گفت:¾ËYµZj»Ê»�|ÅYÂyمابه|ËÂ´]Ä¯برنامهÊ¿Z»هرما��|¬qهمÄ¯Ã{��§،�³باشدYسخت�ÔeÌÀ¯مÄ�Ì¼Å

Ê»-ºÌ¿YÂeÉZÅ�Z¯É�f�Ì]�{½MºÌ¿ZnÀ´].  

{Zf�Yپاسخ{Y{:نه!Äf°¿¾ËYd�Ì¿.Êf¬Ì¬uÄ¯¾ËYµZj»مابهÊ»�{�Â»M¾ËYd�YÄ¯�³YÉZÆ´À�±��]Y�µÁY,|Ë�Y~´¿ÌÅفرصتچوقت

¾fyY{�aبهZÆ¿MY�|ÌÅYÂz¿d§ZË.ÉZÆ´À�±��]Ê³|¿شما�ZÆ»Y|¯هستند :.½Zf¿Y|¿��§.½Zf¸Ì�ve.½ZfËZÅZËÁ�.Êf»Ô�…  

  .ZÆ¿Md�{|ÌÅYÂz¿d§ZËبهZËÄf�Y{|Ì�Z]Ä¯Y|f]Y¾ËYÉZÆ´À�±��]Y�|Ë�Y~´]�{�Ì£¾ËYc�Â�ÃZ´rÌÅ}به

  ¯|À»Y|.من�¿|Ã�YÂ¼Å�Y{Ây|Ì��b]ÉZÆ´À�±��]Ê³پس
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�ສ
ઔध

ϛ΋ඟࢂΖষ΋�߳ϟ
ॳ࡫

�̵୓�ΨϤফଡ̳߮  

�|ÌÀ¯���§�Ä¯D��Äv¨���{�cZ�fz»�ÉZÅ�Âv»�É�YÂ»��Ô�Y�Z]�Äf�]�¶Ì�f�»�®Ëxy�Áf��]��Y|¿Y�¯��]Ze�®ËD�

�³Y��|�Z]D��Z¬¿��Y( , )x y�½M��{�Ä¯�|�Z]�Ã|��¶Ì°�ea x b ��Ác y d �Y�§Y�,P��YD�¶Ì�f�»�Ä]��®qÂ¯�ÉZÅ

Ê»�Y���Å�ºÌ�¬e�Z]�½YÂeÃ�Z][ , ]a b�Á[ , ]c d���Z¬¿�Z]  

0 1 2 1

0 1 2 1

m m

n n

a x x x x x b

c y y y y y d





      

      




  

¶Ì�f�»� Ä]�Y�§Y� c�Â�� ¾ËY� �{� �{Y{� ¶Ì°�e� ®qÂ¯� ÉZÅP��YD��Ymn����À�� ¹Z¿� Ä]� ®qÂ¯� ¶Ì�f�»

(1 ,1 ) ijRi m j n   ���Z¬¿��Y�\¯�»( , )x y�Ä¯1i ix x x  �Á1j jy y y  ��¶°���d�Y�Ã|��¶Ì°�e���  

  

  

  

  

  

  

¶Ì�f�»�Ä¯�d�Y�ÊÆË|]ijR�duZ�»�ÉY�Y{1 1( )( )ij i j i i j jA x y x x y y       ����«�Á��Ë�����«�µÂ��ÊÀ Ë�

�d�Y  

2 2 2 2
1 1

diam( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ij i j i i j j

R x y x x y y
 

         

�Y�§Y�®Ë��Ã�Y|¿Y�ZË��¹�¿P�¶Ì�f�»�Ë��¾ËY�ÉZÅ��«�º¼Ë�¯Z»��ÊÀ Ë�,d�Y�ZÅ  

1 , 1
max diam( )

ij
i m j n

P R
   

  

¶Ì�f�»��Å��{�µZuijR�ÃYÂz·{�Ä�¬¿( , )ij ijx y �Ê»��ZÌfyY�Y�Ê»�¶Ì°�e�Y���Ì¿�½Z¼Ë���Â¼n»�Á�ºÌÀ¯,ºÌÅ{  

1 1

( , ) ( , )
m n

ij ij ij
i j

R P Af f x y 

 

   

��Â¼n»�Ä¯mn�¾ËY��{��d�Y�Ä¸¼m�¼m�ZmÊ»�½Z�¿�¦�Z�»�É|À]Êf«Á�Ä¯�|Å{i��Y1�Zem�Ê»�Ä¸¼m��Â¼n»�{Á�m�

Ê»�½Z�¿�Y��Ä¸¼m�Êf«Á�d�Y�Ê�Â¼n»�{Ây�®Ë��Å�Ä¯�|Å{j��Y1�ZenÊ»��ÌÌ¤e��³Y��|À¯( , ) 0ij ijf x y  ��Ì�¿�Ä¸¼m�,

¶Ì�f�»ijR�Ã|�Z«�Ä¯�d�Y�¶Ì�f�»�\ °»�Ä^ m�ºnu�YijR���Y|¬»���Z¨e�Y�Á�Ã{Â]f��{( , )ij ijf x y �Ê»¶°���|�Z]��

Ä]�,¾ËY�]ZÀ]���d^j»��]YÂe�ÉY�Yf½Z¼Ë���Â¼n»�,( , )R Pf��ÉÓZ]�ºnuD��Y{Â¼¿�Ë��Áf�Ê»�\Ë�¬e�Y��|À¯  

�¶°������Y�§Y�®ËD�¶Ì�f�»�Z]®qÂ¯�ÉZÅ��e

(1 ,1 )
ij

R i m j n   

�¶°������aÂe�ÄÌuZ¿S�Á�¼¸«�ÉÓZ]D�  

Äv¨���{xy�t����Ë��Á( , )z f x y�  
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¦�Z�»�µY�´f¿YfÉÁ�D�Â¼n»�¾ËY�|uÊ»�¦Ë� e�½Z¼Ë��ÉZÅ�ÃÂv¿��Y�¶¬f�»�Êf«Á�|u�Ä°ÀËY��]��Á��»�{Â�[Zzf¿Y

�Z¬¿( , )ij ijf x y ,Ä¯�d�Y0P �|�Z]�{ÂmÂ»  

  

  

( , )R P If    

�Ä¿Z³Á{�µY�´f¿Y�Ä^�Zv»�ÉY�]�ÊÀÌ]Â§�ÄÌ�«�³Yf¶Ì�f�»�ÉÁ�   , ,D a b c d ��ÃZ´¿M�,|�Z]�Äf�ÂÌa  

     , , ,
D

d b b d

c a a c
Af x y d f x y dxdy f x y dydx       

��YÂy¦�Z�»�µY�´f¿Y:  µY�´f¿Y��YÂy��Y�Ê� ]ÄÌ^��Ä¿Z´Ë�¾Ì »�µY�´f¿Y��YÂy�Z]�¦�Z�»�ÉZÅ|¿Y .هÃZ³�fÁ

gÉÁ�DµY�´f¿YÁ�Ã{Â]��Ë~aLÁM���ÃZ´¿M�,|À�Z]�d]Zi  

��³Y���¨��Ã�YÂ¼Å��D,|�Z]��¨��duZ�»�ÉY�Y{( , ) 0
D

Af x y d  .  

��ÄÀ»Y{�duZ�»����duZ�»��1
D

A Dd Ã|�Z«�Ä]�Ä¿YÂf�Y�®Ë�ºnu�Y�Ë��D�Z¨e�Y�Á1��d�Y  

��]�ÃZ³�Å���ºnu��DºÌ�Z]�Äf�Y{( , ) 0f x y �ÃZ´¿M�,( , ) 0
D

A Vf x y d  Ä]�Ä¯�d�Y�Ê¼�m�ºnu�ºWZ«��Â�

ÉÓZ]D�t����Ë��Á( , )z f x y  ��{�Y{��Y�«  

��ÃZ³�Å���ºnu�ÄÀË�«��برDºÌ�Z]�Äf�Y{( , ) 0f x y ÃZ´¿M�,( , ) 0
D

A Vf x y d   ،VÄ]�Ä¯�d�Y�Ê¼�m�ºnu��Â�

�Ë��ºWZ«Dt���ÉÓZ]�Á( , )z f x y�d�Y��«YÁ  

�]Ze�ºÌËÂ³f¶Ì�f�»�ÉÁ�DµY�´f¿Y�¦�Z�»�µY�´f¿Y�ÉY�Y{�Á�Ã{Â]��Ë~a  

( , )
D

I Af x y d   
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3اي از فضايبه طور خاص به تابعی كه قلمرو و برد آن زيرمجموعه
 نامند. ميدان برداريميدان برداريباشد را يك

Fبه هر نقطه ،( , , )x y zآن برداردر دامنهF( , , )x y zسازد. سه مولفهرا مربوط ميF(يا حقيقي) 1توابع اسكالر( , , )F x y z،

2( , , )F x y z3و( , , )F x y zباشند. همچنين تابعميF( , , )x y z3ي متعارف درهاتوان برحسب پايهرا مي
صورت زير به

  نوشت :

   1 2 3F( , , ) ( , , )i ( , , )j ( , , )kF F Fx y z x y z x y z x y z    

  هاي يك بردارد هستند نه مشتقات جزيي).ها نمايش مولفهجا زيرنويس(توجه كنيد كه در اين

)3هرگاه  , , ) 0F x y z 1و همچنينF2وFمستقل ازzباشند، آنگاهFشودصورت زير محدود ميبه  

1 2F( , ) ( , )i ( , )jF Fx y x y x y   

  نام دارد.ميدان برداري مسطحيا يك xyکه يك ميدان برداري در صفحه

معرفي شده زير، يک ميدان برداري Fباشند ، تابعxyاز صفحهDدر ناحيهyوxتوابع دو متغيره بر حسبQوPاگر

2صفحهدرDروي
باشد.می  

     , , ,P Qx y x y x y F i j  

  در حالت کلي تر ميدان برداري در فضا به شکل ،

       , , , , , , , ,P Q Rx y z x y z x y z x y z  F i j k  

متناظر اي توابع مؤلفهباشند، بهميxyzاز فضايDدر ناحيهzوx،yبر حسب RوP،Qباشد که توابع سه متغيره مي

  هستند.معروف

شوند. ما فقطها در رياضيات كاربردي ظاهر ميهاي برداري در بسياري از حالتميدانمعرفي چند ميدان برداري نمونه 

  كنيم :به بعضي از آنها در اينجا اشاره مي

)Fميدان جاذبه.۱ , , )x y zدر موضع اي است كه جسم بر جرم واحد واقعناشي از يك جسم، نيروي جاذبه( , , )x y z  وارد

  كند. مي

)Eميدان نيروي الكتروستاتيك.۲ , , )x y zار اي است كه جسم بر بناشي از يك جسم با بار الكتريكي، نيروي الكتريكي

)واحد در موضع , , )x y zدافعه باشد) .كند ( اين نيرو ممكن است جاذبه يا وارد مي  

)V. ميدان سرعت ۳ , , )x y z(يا جسم) متحرك سرعت حركت ذره در موضعدر يك سيال( , , )x y z است. هرگاه حركت

Vباشد، يعنينباشد، آنگاه ميدان سرعت تابعي بر حسب زمان ميپايدار V( , , , )x y z t.  

  هاي گراديانميدان.۴
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ميدان برداري گراديان تابع  2 3,f x y x y y هاي ترازيابيم . اين ميدان را همراه با منحنيرا ميfكنيم. رسم مي  

  ميدان برداري گراديان به صورت :   حـل :

                        2 2, 2 3
f f

f x y xy x y
x y

 
     

 
i j i j  

  دهد. ، با ميدان برداري گراديان را نشان ميfترازباشد. شكل  نقشه مي

  

  

  

  

  

  

  

  

کنيد كه بردارها در جاهايي كه باشند. ملاحظه ميهاي تراز عمود ميتوجه كنيد كه بردارهاي گراديان به منحني

يان تر هستند، زيرا طول بردار گرادشوند كوتاهشوند، بلندتر و جاهايي كه از هم دور مينزديكتر ميهاي تراز به هم منحني

تر دهنده نمودار با شيب تندهاي تراز نزديك به هم نشانباشد. توجه داشته باشيد که  منحنيميfجهتيمقدار مشتق 

.باشندمي

                            ■  

اند. هر دو در تمام نقاط xyهاي برداری در صفحههايي از ميدانمثال̂وr̂يكهبردارهاي شعاعي يكه و متقاطع.۵

  اند. صفحه جز مبدأ تعريف شده

É�Y{�]�½Y|Ì»1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3F( , , ) ( , , ) i ( , , ) j ( , , )x x x M x x x N x x x P x x x k  
  

�ºË�Ì³�Ê»���¿��{�Y�  

��µ5{��´¸¼��ºÌÀ¯�Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]��  

1 2 3

i j k
x x x

  
   

  

  
  

�|¿Â��Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]�µ�5¯�Á��¿Y��ÂË{�c�Â�ÀËY��{  

1 2 3

.F ( ) (M) i (N) j ( )div F P k
x x x

  
    

  

   
  

1 2 3

F ( ) det

i j k

curl F
x x x

M N P

 
 
     

   
 
  

  

  

��{�½ZË{Y�³�½Y|Ì»�®Ë2
  
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��[Â��Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä}�عملگر ÔaÓ

2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

i j k
x x x

  
   

 

  

���³Y( , , )f x y z�¾Ì�ÔaÓ�ÃZ´¿M�,|�Z]��·Z°�Y��]Ze�®Ëf�{Â��Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]  

2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

i j
f f f

f k
x x x

  
   

 

  
  

�µZj»اگر  2, ,x y z xz xyz y  F i j k،باشدcurl Fيابيم.را مي  

  داريم :با استفاده از معادله فوق  ل :ح

                                                  
2

curl
x y z

xz xyz y

  
  

  



F F

i j k

  

                          
2 2y xyz y xz

y z x z

                       
i j  

                         xyz xz y z x x yz
x y

           
k i j k                                       

  

�Ô¯��{��Z¯� :�Ä�¬¿��{�Y���Ë��É�Y{�]�½Y|Ì»��¿Y��ÂË{�Á�µ�¯(1, 2,3)�|Ì]ZÌ]  

2 2 3
1 2 3 1 1 2 1 2 3F( , , ) 3 i 5 jx x x x x x x x x k  

  
  

�Ô¯��{��Z¯� :�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y���Ë���·Z°�Y��]Ze�¾Ì�ÔaÓ  

2 2( , , ) 3 2 7 8f x y z x xy x y z      

  

�½Y|Ì»��Zf�ËZa�É�Y{�]گوييمFيک ميدان برداری پايستار  درDاست،  هرگاه در دامنهD. داشته باشيم  

F( , , ) ( , , )x y z x y z   

  ناميم.میDبر ناحيهFبرای ميدان برداري  پتانسيل  تابعرا تابع اسکالر
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��µZj»2اي ازکنيم كه ميدان برداري زير بر زير مجموعهمعين ميباشد، يا خير.، پايستار مي  

         2 3, 3x y x y x y F i j  

  در اينجا داريم :  حل :

  2 33 ,P Qx y x y   

  هاي جزيي عبارتند از :و مشتق
2 23 , 3

P Q
x x y

y x

 
 

 
  

xچون xP Q0، جز وقتي كهx 1ياy 2، اين ميدان برداري بر هيچ زيرمجموعه بازي از.گراديان نيست ،  

��Äf°¿فرضP Q R  F i j kپذير روي يك ناحيه همبند ساده، يك ميدان برداري به طور پيوسته مشتقD

D ،curlباشد، اگر داخل 0F آنگاهF2باشد. چون كلپايستار مي3و همبند ساده هستند، پس اگر روي کل

23يا،Fشود.پايستار مي  

��]Ze�¾ÌÌ e��µZj»��¶Ì�¿Zfa تابع پتانسيل ميدان     2 2, 3 2 3x y xy x y   F i jيابيم.را مي  

��[YÂm                                      2 3, 3f x y x x y y k     

  

���y�µY�´f¿Yدانيم طول منحنيميCروي بازه 0,a t 0كهa t b :برابر است با ،  

 
0 22

0 ( ) ( )
t

a

dydx
dt dt

t dts    

چون ,f x yرويCكند، باقرار دادن  مختصـــات پارامتريعمل مي x x tو y y tدر تابع ,f x y انتگرال

  آيد.گانه زير درميخط  به صورت يك انتگرال يك

          
2 2

, ,
b

C a
f x y ds f x t y t x t y t dt     

  تر زير نوشت:توان به صورت برداري فشردهدر حالت کلي مي

   ( )
b

C a
f ds f t t dt  r r  

�µZj»انتگرال 22
C

x y dsكنيم كهرا ارزيابي ميC2نيمه بالايي دايره 2 1x y باشد. مي  

  نويسيم. را ميCدايره بالاييابتدا معادله پارامتري نيمحل :

cos , sin , 0x t y t t      

  داريم: اکنون با استفاده از فرمول      
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                                     2 2 2 2

0
2 2 cos sin

C
x y ds t t x t y t dt


       

       2 2 2

0
2 cos sin sin cost t t tdt


    

      
3

2

00

cos
2 cos sin 2

3
[ ]

t
t t dt t


     

                                                    2
2

3
   

�µZj»انتگرال 
c

x y dsرا كهC مثلث شكل�Ëنماييم.است، محاسبه مي�  

  

2اي هموار بسته از سه تكه خط هموارتكهCچون مثلث   حل : 1,C C3وCشود، پس داريم :تشكيل مي  

       
1 2 3C C C C

x y ds x y ds x y ds x y ds           

1C،0yچون روي انتگرال ،fيابد، يعني:گانه كاهش ميبه انتگرال يك  

                                       
1

1

0

1
0 1 0

2C
x y ds x dx       

1y، ولي ازy-به انتگرال يک گانه روي محور، چون3Cرويfبه همين ترتيب انتگرال 0بهy  كاهش

  يابد.مي

                                     
3

0

1

1
0 0 1

2C
x y ds y dy        

  ، پارامتري نمود :tيا برحسب يك پارامتر سومy، برحسبxتوان برحسبرا مي2Cولي انتگرال روي مرز
                                               , 1 , 0 1y t x t t       

  كه با اين عمل داريم :

                                 
2

1
2 2

0
1 1 1 1

C
x y ds t t dt         

  پس جواب نهايي به صورت زير است. 

                                                            
1 1

1 1
2 2C

x y ds      

  

��µZj ـــط نيروي« جام شــــده توس 2xكار ان xyF i j    له برداري عاد با م يك ذره روي ربع دايره  كت  در حر

  cos sint t t r i j،0
2

t


 يابيم.را مي  

cosxچون معادله پارامتري مسير حـل :   t،siny tداريم :باشد.  با توجه به فرمولمي  

0x 
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������������������������������������������������������������    
C C

d t t dt F F. r r . r  

����������������   22

0
cos cos sin sin cost t t t t dt



    i j . i j��������  

������������������������������
3

222

0

cos 2
2 sin cos 2

03 3

t
t tdt



    ��  

��¾Ë�³�ÄÌ� «Ŷǀƴĩ�ƉźƟC�ƶƨţ�ƶŤƀ ŝ�ƵŵŚſ �ƾƴŰƴƯ�ƦƿƶŝźƤƗ�Ɲǈų��ŢŞŨƯ�ŢƸū�Śŝ�ŹřƺưƷ�ƽř�ƪƯŚƃ ��ŢƗŚſ �ƽŚƷ

ƾƬųřŵ�ƶǀůŚƳD�źĭř��Ŷƃ Śŝ�ƶŰƠƇ �ŻřP�ƹQ�ƢŤƄ Ư�ƽřŹřŵŻŚŝ�ƶǀůŚƳ�ŻźƯ�ƽƹŹ�ƹ�ƱƹŹŵ�ƶŤſ ƺǀě�Ʃƹř�ƾƿżū�ƽŚƷD���Ŷƴƃ Śŝ

��ƵŚĮƳō  

����������������������  curl
C

D D

Q PP Qdx dy dA dA
x y

 
 

      F. k  

��µZj»ƩřźĮŤƳř4

C
x dx xydy�ƶƧC�ŽřŹ�Śŝ�ŦƬŨƯ�ƽŚƷ 0, 0� 1, 0�ƹ 0,1��ƾƯƾƯ�ƾŝŚƿŻŹř��řŹ�ŶƃŚŝ��ƮǀƴƧ  

���ƪººººůƾƯ�ƶƔůǈƯ�ƪƨƃ�Źŵ�ƶſ�ƽƹŹ�řŹ�Ǝų�ƩřźĮŤƳř�ŶƿŚŝ�ƮǀƿŚưƳ�ƪů�řŹ�ƩřźĮŤƳř�ƮǀƤŤƀƯ�ƁƹŹ�Żř�ƮǀƷřƺŴŝ�źĭř�ƶƧ�ŶǀƴƧ

�ƮǀƴƧ�Ɩưū�ƮƷ�Śŝ�ƹ�ƮǀƿŚưƳ�ƶŞſŚŰƯ�ƶƳŚĭřŶū�ƖƬƋ  

  

  

  

  

  

  

�ƶǀůŚƳ�ƪƨƃ�ƢŝŚƐƯ�Ʊƺģ�ŚƯřD�ŻźƯ�Śŝ�ƶŤƀŝ�ƶǀůŚƳ�ƦƿC��ƾƯ�ŢŞŨƯ�ŢƸū�Śŝ�ƮƿŹřŵ�Ʋƿźĭ�ƶǀƌƣ�ƦưƧ�ƶŝ�ŶƃŚŝ  

���������   
1 1

4

0 0
0

x

C
D

Q Px dx xydy dA y dydx
x y

 
 

         

��������� 3
11 1

1
06 6

x    
11 1

22

0 00

1 1
1

2 2

y x

y

y dx x dx
 



 
   

    
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