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  اعداد و توابع: فصل اول

  

} نشان مي دهيم و   � مجموعه اين اعداد را با نماد        :اعداد طبيعي   توجه داريم كه اين مجموعه نـسبت بـه   �=...,1,2,3{

1معادلات .  بسته است× و +اعمال  1x + 1 و = 0x +   . در اين مجموعه جواب ندارند=

} نشان مي دهيم و � مجموعه اعداد صحيح را با نماد       :اعداد صحيح  }..., 2, 1,0,1,2,...= − مجموعـه اعـداد   .  مي باشد�−

  . است+ و عد صفر عضو خنثي عمل × عضو خنثي عمل 1عدد .  بسته است− و ×، +صحيح نسبت به اعمال 

تـوان  يك به يك وجود دارد، درواقع ميتوان گفت كه به بيان رياضـي مي               يك تناضر  � و   �در بين دو مجموعه      :نكته

  . و پوشا بين اين دو مجموعه برقرار كرد1-1يك تابع 
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�⊃با توجه به اينكه     كمتر است؟� از اعضاي � است، آيا مي توان گفت تعداد اعضاي �

2معادله  1 0x −   . نيز بايد تكميل شود� داراي جواب نيست پس � در =

, نشان مي دهيم كه      � اين مجموعه را با نماد       : گويا داعدا , , ( , ) 1
m
m n m n

n

 = ∈ ∈ = 
 

� � اين مجموعه نـسبت     . �

1عضو  .  بسته است  − و   ×،  +به اعمال   

a
2معادله  .  مي گوييم  a را وارون ضربي      2 0x −  ريشه ندارد، بنـابراين    � در   =

  .اين مجموعه كاملي از اعداد نيست و نياز به تكميل دارد

توجه داشته باشيد كه اعداد گويا يك مجموعه چگال را تشكيل مي دهند، يعني بين هر دو عدد گويـا يـك عـدد گويـا                          

  !وجود دارد

2اما با توجه به اين كه معادله        . ر باشند به بيان ديگر هيچ دو عدد گويا را نمي توان يافت كه كنار همديگ              2x  در ايـن    =

  .مجموعه داراي جواب نيست، اين مجموعه با وجودچگال بودن داراي رخنه هايي نيز هست

داشـته  ) اصم(  ابتدا بايد تعريفي از غير گويا        � نمايش مي دهيم، براي معرفي       � مجموعه اين اعداد را با       :اعداد حقيقي 

�=c. باشيم كه مجموعه اين اعداد با اعداد گويا مجموعه اعداد حقيقي را تشكيل مي دهند �∪�  

 به   اين تعريف  .شان نامتناهي بوده و داراي هيچ دوره گردشي نباشد        اعدادي هستند كه بسط اعشاري    : اعداد اصم يا غير گويا    

همانطور كه مي دانيم در نمايش بسط اعشاري يك عدد، اگر عدد داراي             .  عدد گويا حاصل مي شود     طور مستقيم ازتعريف  

  . اعشاري متناهي بوده و يا داراي دوره گردش باشد، آن عدد يك عدد گويا استبسط
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2مثلاً اعداد  π...3.141522 و =...1.144213   . اعداد اصم مي باشند=

  . گويا باشدβα بياوريد بطوريكه β و αدو عدد اصم : مثال

22α =          2β =              2 2 2(2 ) 2 4βα = = =  

 

  �خواص جبري 

  

,: (  داراي خواص زير است× و + با دو عمل �مجموعه ,x y z∀ ∈�(  

A1)  ( ) ( )x y z x y z+ + = + +         ( ) ( )x yz xy z= )شركت پذيري(       

A2)  x y y x+ = +          xy yx= )جابجايي(         

A3)  'x x x+ =     *x x x× =         ( *   '     x x x∀ ∈ ∃ ∈ ∃ ∈� � � ) 

A4)  ' 0x x+ =      * 1x x× = )عضو قرينه و وارون ضربي  (           

A5)  ( )x y z xy xz+ = + )پخش ضرب نسبت به جمع(           

  :اعمال تفاضل و تقسيم را به صورت زير تعريف مي كنيم

( )x y x y− = + −          
1

x y x
y

÷ = ×  

0. :  نشان دهيد:سوال 0x =       x∀ ∈�  

3 0 0 0

5 .0 (0 0) .0 .0

4 '     .0 ' 0

A

A x x x x

A y x y

⇒ + =

⇒ = + = +

⇒ ∃ ∈ + =�

 

  بنابراين

0 ' .0 ( .0 .0) ' .0 ( .0 ') .0 0 .0y x x x y x x y x x= + = + + = + + = + =  

  

  خواص ترتيبي

  

ه در خواص زير صدق مي كند، اين         كه شامل تمام اعدادي است ك      �+زير مجموعه اي دارد و       � مجموعه اعداد حقيقي  

  .عه تمام اعداد حقيقي مثبت ناميده مي شودمجموعه، مجمو

  : ، فقط يكي از معادلات زير درست استxبه ازاي هر عدد حقيقي . 1

  ;    0  ,  x x x+ +∈ = − ∈� �  

x,اگر . 2 y x آنگاه �∋+ y ++ ∈�  
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  : تعريف كرد�مي توان يك رابطه ترتيبي بصورت زير را در .  موجود است�+اگر فرض كنيم كه 

,  ,  x y if y x x y+∀ ∈ − ∈ ⇒ <� �  

   است و y كمتر از xيعني 

,  ,  x y if y x x y+∀ ∈ − ∈ ⇒ >� �  

  . استy بيشتر از xيعني 

  : را به صورت زير نمايش داد�+ي اعداد حقيقي مي توان با توجه به اين نمادگذاري و خواص جبر

{ }0x x+ = ∈ >� �  

  : دقيقاً يكي از عبارات زير صحيح استx , y براي هر عدد حقيقي -3

      ;            ;      x y x y x y> = <  

, اگر -4 ,x y z x باشد، بطوريكه �∋ y< و y z< آنگاه x z<  

, اگر -5 ,x y z x باشد، بطوريكه �∋ y< آنگاه x z y z+ < +  

x اگر -6 y< 0 وz xzاشد، آنگاه  ب< yz< 0 و اگرz xz آنگاه > zy>  

  

1نشان دهيد : مثال 0>  

1 ، 3طبق رابطه  1 يا <0   . است>0

  : خواهيم داشت6 طبق رابطه

   0 1 1 0 ( 1)( 1) 0 ( 1) 1 0if > ⇒ − > ⇒ − − > × − ⇒ >  

0كه با فرض  1بنابراين .  در تناقض است<1   . است<0

  

  

  

  

  

  

  

  



 �

  مجموعه هاي كراندار و بي كران

  

  . باشد� يك زيرمجموعه Sفرض كنيد 

* S از بالا كراندار است، اگر   

       ,   x S xα α∃ ∈ ∋ ∀ ∈ ≤�           

  . يك كران بالا ناميده مي شودαو 

* S پايين كراندار است، اگر  از  

       ,   x S xβ β∃ ∈ ∋ ∀ ∈ ≥�  

  . يك كران پايين ناميده مي شودβو 

* S در غير اين صورت . اندار باشد يك مجموعه كراندار ناميده مي شود، اگر از بالا و پايين كرS  يك مجموعه بي كران

  .است

  . نشان دهيد مجموعه تهي يك مجموعه كراندار است:سوال

دار بنابراين كران .  باشد  مي ∅ هيچ عضوي ندار، دو عدد حقيقي يك كران بالا و يك كران پايين براي                ∅از آنجايي كه    

  .است

}  مجموعه:سوال }2 2S x x= ∈   .  را كران پايين در نظر گرفت-2 را كران بالا و 2مي توان .  كراندار است�>

1βهر عدد ) چرا؟.( از پايين كراندار است اما از بالا كراندار نيست�مجموعه : مثال ان به عنوان كران پايين  را مي تو≥

  .در نظر گرفت

1مجموعه  : مثال 1
1, , ,...

2 3
S

 =  
 

1αهر عدد حقيقي    .  كراندار است   0β يك كران بالا و هر عـدد حقيقـي           ≤  يـك   ≥

  .كران پايين آن مي باشد

  

  )زبرينه (Supremumكوچكترين كران بالا يا 

  :اگر.  ناميده مي شودS كوچكترين كران بالاي Mعضو .  باشد� يك زير مجموعه Sرض كنيد ف

1 (M يك كران بالاي S                                                 باشد، يعني    x S M x∀ ∈ ≥   

M باشد، آنگاه Mن بالاي  يك كراαاگر ) 2 α≤  

  : نمايش مي دهيمsup Sرا با نماد  كه آنفرد است منحصر بSupremum كران بالا مي توان ديد كه با توجه به تعريف

supM S=  



 �

  )زيرينه (infimumبزرگترين كران پايين يا 

  :اگر.  ناميده مي شودS بزرگترين كران پايين m باشد، عضو � يك زيرمجموعه Sفرض كنيد 

1 (m يك كران پايين Sيعني                  .  باشد   x S x m∀ ∈ ≥  

mβ باشد، آنگاه S يك كران پايين βاگر ) 2 ≤  

  

}اگر : مثال }0 1S x x= ∈ < inf باشد، آنگاه �≥ 0S S= sup و ∌ 1S S=   . است∋

  

S فرض كنيد :سوال ⊆ } باشد، آنگاه نشان دهيد � }sup infS S m− − = =  

                 

inf                                                                         

    

S m S m S m

m S

if m m if mβ β β β β β

∀∆∈ ≤ ∆ ∀∆∈− − ≥ −∆ ∀−∆∈− − ≥ −∆  
  

= ⇒ ⇒ ⇒  
  ≤ ∆⇒ ≥ − ≥ −∆⇒ − ≤ − − ≥ −∆⇒ − ≤ −  

 

}عبارت فوق تعريف  }sup S−يعني.  مي باشد  

{ } { }sup sup infm S m s S− = − ⇒ = − − =  

   )Maximum , Minimum(حداكثر و حداقل 

supSاگر *  S∈حداكثر  باشد، آن را S مي ناميم و با نماد maxSنشان مي دهيم .  

infاگر *  S S∈ باشد، آن را حداقل S  مي ناميم و با نمادminSنشان مي دهيم .  

  

  اصل كامل بودن

  

  . مي باشدSupremumهر زيرمجموعه ناتهي از اعداد حقيقي كه از بالا كراندار باشد، داراي 

  . مي باشدinfimumهر زيرمجموعه ناتهي از اعداد حقيقي كه از پايين كراندار است، داراي عضو : گزاره

}تعريف مي كنيم    : اتاثب }1S S= −∆ خاصيت كامل بودن داراي عضو      از بالا كراندار است و بنا به         1Sبنابراين   . ∋∆∀

sup1حال بايد ثابت كنيم .  مي باشدsup infS S−   . مي باشد كه قبلاً ثابت شده است=

  

  

  



 #

   اعداد حقيقي خاصيت ارشميدسي" گزاره "

  

n وجود دارد، بطوريكه n ، عددي طبيعي مانند xبه ازاي هر عدد حقيقي  x>   

      x n n x∀ ∈ ∃ ∈ ∋ >� �  

nفرض كنيد حكم درست نباشد، يعني       : اثبات x≤ .    ـ   x. ( نداين بدين معني است كه اعداد طبيعي از بالا كراندار مي باش

1فرض كنيد   .  مي باشد  sup داراي   �بنابراين بنا به خاصيت كامل بودن،       ) يك كران بالاست   supM< =  بنـابراين   �

1M M> 1M و از اين رو      − n نيـست پـس عـددي ماننـد          � يك كـران بـالاي       −  وجـود دارد، بطوريكـه      �∋

1n M+ 1nاما بدين معني است كه . < + 1M و �∋ n<   . در تناقض استM بودن sup كه با +

  نتايج خاصيت ارشميدسي

  

x    :   1نتيجه m m x∀ ∈ ∃ ∈ ∋ − <� �    

1:    2نتيجه
0    n

n
ε ε∀ > ∃ ∈ ∋ <�  

1فرض كنيم : اثبات
x

ε
  . و خاصيت ارشميدسي را بكار ببريد=

,  : 3نتيجه    x m n m x n∀ ∈ ∃ ∈ ∋ − < <� �  

m  كه در نامساوي هاي    kن عدد صحيح    بزرگتري: 4نتيجه k n− ≤ k و   ≥ x≤      صدق مي كند، جزصحيح x     ناميـده مـي 

]شود و با نماد  ]xنمايش داده مي شود .  

[ ] [ ] [ ]    ,   1x x x x∈ ≤ < +�  
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  توان

nبراي هر عدد حقيقي و    : تعريف مي كنيم�∋

* na a a a= × × ×�  

* 0 1
1  ,    0

n

na a a
a

−  = = ≠ 
 

 

  

  :اص جبري اعداد حقيقي و تعاريف فوق نتيجه مي شوند.خواص مقدماتي زير، نتايجي هستند كه از خ

1- ( )1 2 1 2 1 2 1 2      ,   , , 0   0
n n na a a a n a a a a if a= ∀ ∈ ∈ ≠ ≤� �  

 

2- ( )    .        ,   ,
n

m mn m n m na a a a a m n a+= = ∀ ∈ ∈� �       ( 0a ≠ 0n باشد و  ≤ 0m يا  ≤ اگر (   

 

3- 1 2 1 2 1 2     ,    ,   0 n nif n b b b b b b∈ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤� �  
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  مجموعه اعداد مختلط :فصل دوم

  

2معادله   1 0x +  در مجموعه اعداد حقيقي داراي ريشه نمي باشد، يعني بر روي محور اعداد حقيقي نقطه اي را نمي توان                    =

1iحال فرض كنيد    . يافت كه در معادله فوق صدق كند       = 2بنـابراين   )  بي معنـي اسـت     �هر چند در     ( − 1i =  و  −

2معادله فوق داراي جواب  2x i=خواهد بود .  

2معادله : مثال 7 0x +   : را در نظر بگيريد=

2 27 7x i= − =              7x i= ±  

)همواره به صورت يك زوج مرتب       يك عدد مختلط     , )z x y=   كه ,x y )بـه صـورت نمـادين       .  است �∋ ,0)x  بـه 

(0,1)عنوان يك عدد حقيقي و  i=به عنوان يك عدد مختلط در نظر گرفته مي شود .  

aيك عدد مخـتلط بـه صـورت       ib+     تعريـف مـي شـود كـه در آن a و b   دو عـدد حقيقـي و I   را واحـد موهـومي 

  )Imaginary unit.(گويند

{ }:   ,  ,  ,  1z z a ib a b i= = + ∈ = −� �  

2 ريشه هاي معادله :سوال 4 6 0x x+ +    را بيابيد؟=

2 4 6
2 2 2 2

1
x i

− ± −
= = − ± − = − ±  

  

0b عدد مختلط  توجه داشته باشيد، اگر در يك:نكته �⊃بنابراين .  باشد، عدد حاصل يك عدد حقيقي مي باشد= �  

z اگر :نكته a ib= )Re را با z باشد، قسمت حقيقي + )z نشان داده و قسمت موهومي آن را با Im( )zنشان مي دهند .  

Re( )z a=         Im( )z b=  

 اين مجموعه داري خاصيت ترتيبي نمي باشد، يعني نمي توان اعضاي آن را بر حسب بزرگي يـا كـوچكي مرتـب                       :نكته

  )بر خلاف اعداد حقيقي(كرد

  

  عمليات جبري بر روي اعداد

  

  ط تساوي دو عدد مختل-1

1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2

  ,  
z a ib

z z a a b b
z a ib

= + 
⇒ = ⇔ = =

= + 
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  :جمع و تفريق دو عدد مختلط -2

1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2

                          z ( )

z a ib

z a a i b b

z a ib

= +

⇒ ± = ± + ±

= +

  

  

  :ضرب دو عدد مختلط -3

1i = −     2 1i = −      3 2. 1i i i i= = − − = −      4 2 2. 1i i i= = +       5 2 3. 1( )i i i i i= = − − =   

1            4

            4 1

1         4 2

         4 3

n

n k

i n k
i

n k

i n k

=
 = +

= 
− = +

− = +

 

 

 

1 2

1 2

1 1 1

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2

                    z . ( ) ( )a a a

b b b

z a ib

z aa bb i ab a b a b i ab ab a b

z a ib

= =
=− =

= +

⇒ = − + + → + + − + = +

= +

  

  :تقسيم دو عدد مختلط -4

توجه داشته باشيد كه در تعريف عمل تقسيم در دستگاه اعداد حقيقي، ابتدا عضو وارون ضربي را بـراي دو عـدد حقيقـي                    

ل سوال طبيعي اين است كه چگونه مي توان حا.صورت عمل ضرب تعريف نموديم  ريف كرديم و سپس عمل تقسيم را ب       تع

   را به صورت ضرب تعريف كرد؟�عمل تقسيم در 

  .براي انجام اين كار، نياز به تعريف مفهومي به نام مزدوج يك عدد مختلط خواهيم داشت

  

  مزدوج يك عدد مختلط

  

zاگر   a ib= z مزدوج آن را به صورت        يك عدد مختلط باشد،    + a ib= با توجه به تعريف مزدوج     .  تعريف مي كنيم   −

  :عدد مختلط تقسيم دو عدد مختلط به صورت زير تعريف مي شود

1 1 1

1
1 22 2

2 2

2 2

1 1 ( )( )
                     ( ) ( ) , ( 0)

( )( )

z a ib

z c di a bi c di
z a bi a bi z

z z c di c di c di c d

z a ib

= +

− + −
⇒ = × = + = + = ≠

+ + − +

= +
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2 مقدار !توجه 2.z z a b= a  كنند و با نمـاد  تعريف ميz عدد مختلط )mod (  را قدرمطلق يا مدول+ ib z+ = 

  .نمايش مي دهند

    z a ib= −            2 2.z z a b= + ∈ �          

                
2

Re( )

Im ( )

1 1

a z

b z

i i

 =


=


= − ⇒ = −

z a ib= +  

  .آن موهومي محض گويند اگر قسمت حقيقي يك عدد مختلط صفر باشد، به :نكته

1 حاصل عبارت :سوال

2

i
z

i

+
=

+
   را به صورت جبري بنويسيد؟

1 2 3 1
.

2 2 5 5

i i
z i

i i

+ −
= = +

+ −
 

  

1  اگر:سوال 3 2z i= 2 و − 1z i= − 1 باشد، آنگاه حاصل +

2

z

z
   را بدست آوريد؟

3 2 1 1 5 1 5

1 1 2 2 2

i i i
i

i i

− − − − +
× = = − +

− + − −
  

  

 براي نمايش شدت جريان اسـتفاده مـي شـود، عـدد     i از نماد  در علوم فيزيك و زير شاخه هاي آن، از آنجايي كه          : نكته

1jپس .  نمايش مي دهندj را با −1موهومي  = −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ١١

  روابط اعداد مختلط

  

2. 1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z+ + = + +  1. 1 2 2 1z z z z+ = +  

4. , , ( ) 0z z z z∀ ∈ ∃− ∈ + − =� �  3. 0 , , 0z z z∃ ∈ ∀ ∈ + =� �  
6. 1 , ,1  ,   (1 (1,0))z z z∃ ∈ ∀ ∈ = =� �  5. 1 2 2 1z z z z=  

8. 1 2 1 2. .z z z z=     يا   
1 1

m m

i i

i i

z z
= =

=∏ ∏  
7. 1 2 3 1 2 1( )z z z z z z z+ = +  

10. ( )n i n n inz re r eθ θ= =  
9. 11

2

2 2

    z 0
zz

z z
= ≠  

12. 1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ +  
11.

1 1 (2 )
(2 )    0,1,2,..., 1

i k
n

i kn n nz re r e k n
π θ

π θ
+

+ = = = −   

14. 1
1 2

2

arg( ) arg( ) arg( )
z

z z
z

= −  13. 1 2 1 2arg( . ) arg( ) arg( )z z z z= =  

16. 1 2 1 2z z z z± = ±  15.
nnz z=  

18. ( )
2

z z
Re z

+
=   17. 1 2 1 2. .z z z z=      يا       

1 1

m m

i i

i i

z z
= =

=∏ ∏  

 
19. Im( )

2

z z
z

i

−
=  

  

  تعريف اعداد مختلط به صورت زوج مرتب

  

)از نقطه نظر منطقي تعريف عدد مختلط به صورت يك زوج مرتب              ),x y     از اعداد حقيقي x   و y       معـادل تعريـف عـدد 

)مختلط است، اگر شرايط زير براي  ),x yبرقرار باشند .  

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1

( , ) ( , ) , 

( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) (1,0) (0,1)

x y x y x x y y

x y x y x x y y

x y x y x x y y x y x y

m x y mx my

x y x y

= ⇔ = =

+ = + +

= − +

=

= +

  

  

 

                                            1 (1,0)     i (0,1)

 ( , ) (1, 0) (0,1)

if z x iy

and x y x y

= +

⇒ ≡ ≡

= +
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   اعداد زير را به صورت زوج مرتب بنويسيد؟:سوال

2

3

2 2(1,0)

(0,1)(0,1) 1(1,0) 1

(0,1)(0,1)(0,1) 1(0,1)

i

i i

− = −

= = − = −

= = − = −
 

  

  تعبير هندسي اعداد مختلط و نمايش قطبي آن

  

ورت يك زوج مرتب از اعداد حقيقي نمايش داد، مي توان صورت قطبي             از آن جايي كه هر عدد مختلط را مي توان به ص           

  .اين زوج مرتب را به عنوان صورت قطبي عدد مختلط در نظر گرفت

  
cosxمي توان يك زوج مرتب را به صورت قطبي به شكل r θ= و siny r θ= كه در آن نشان داد  

2 2
r x y= +                             tan

y

x
θ =  

  :حال مي توان شكل قطبي عدد مختلط را به صورت زير نوشت

cos sin (cos sin )z x iy r ir r i rcisθ θ θ θ θ= + = + = + =  

)mod     : گفتبا توجه به رابطه بالا مي توان )r z=             a rg ( )        0 2zθ θ π= ≤ ≤  

  . آرگمان گويندθ طول يا مدول عدد مختلط و به r به :نكته

 نوشته شود، منظور تمام آرگمان هاي عدد مختلط است ولي اگر به صورت          argاگر آرگمان يك عدد به صورت        !توجـه 

Argنوشته شود، فقط آرگمان اصلي مد نظر است .  

  . داردarg هر عدد مختلط داراي يك بخش حقيقي و يك بخش موهومي و يك طول است ولي تعداد بي شماري :نكته

  :براي مثال ميتوان معادله دايره را به صورت قطبي بيان كرد

{ }2 2 2=1  A= 1 , 0 2A x y r θ π= + → = ≤ ≤  

  



 ١٣

  رابطه اويلر

sin
2

i ie e

i

θ θ

θ
−−

=       cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

  

    
( 2 )

( 2 )

cos sin

cos sin

i i k

i i k

i e e

i e e

θ θ π

θ θ π

θ θ

θ θ

+

− − +

 + = =


− = =
     رابطه اويلر 

  

    . (cos sin )z x iy x iy xe e e e e y i y+= = =   در حالت كلي: +

  

cos

                   cos sin (cos sin )

sin

i

x r

if z r ir z r i z re

y r

θ

θ

θ θ θ θ
θ

=


⇒ = + → = + ⇒ =
 =

  توجه!    

   

1z صورت قطبي :سوال i=    را بنويسيد؟−

1 , 1x y= = −  
2 2 2

7
tan 1  =2 -

4 4

r x y

y

x

π π
θ θ π

= + =

= = − ⇒ =
  

7
2

4
z cis

π
   صورت قطبي :=

  

z يك عدد مختلط باشد، طول و آرگمان z اگر :سوال ie    چقدر است؟+

( 1) ( 1).
1

x

x iy i x i y x i y i r e
e e e e re

y

θ

θ
+ − + + +  =

= = ≡ ⇒ 
= +
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  قضيه دموآور

  

1اگر  1 1 1 1z x iy rcisθ= + 2 و = 2 2 2 2z x iy r cisθ= + 1 باشد، آنگاه = 2 1 2 1 2. ( )z z r r cis θ θ= +  

  :اثبات

[ ] [ ]
[ ]

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

. (cos sin )(cos sin ) (cos cos sin sin (sin cos sin cos )

cos( ) sin( )

z z r r i i r r i

r r i

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

= + + = − + +

= + + +

  

  .هم جمع كنيم ها را باθها را در هم ضرب و rدر ضرب دو عدد مختلط در صورت قطبي،كافي است  :نكته

  .ها را از هم كم كنيمθها بر هم تقسيم و rدر تقسيم دو عدد محتلط در صورت قطبي، كافي است  :نكته

1 اگر !توجه 2z z z= 2 آنگاه = 2 2

1 2. ( ) 2z z z rcis r cisθ θ= = =.  

  

  صورت كلي قضيه دموآور

  

1اگر  2, ,..., nz z zاعداد مختلط با شند، آنگاه خواهيم داشت :  

1 2 1 2 1 2. ... ... ( ... )n n nz z z r r r cis θ θ θ= + + +  

1حال اگر  2 ... nz z z z= = =    باشد، آنگاه=

1 2. ... ( ) ( )n n

nz z z rcis r cis nθ θ= =  

  

z x iy rcisθ= + =                ( )z x iy rcis θ= − = −  

  

1)12ارت  حاصل عب:سوال ) (2 2 3 )i i+    را بدست آوريد؟+

12 12

1 1

2 2

1 2

(1 ) 2   ( 2 ) 64 3 64
4 4

2 2 3  4
3

4
. (64 3 )(4 ) 256

3 3

z i cis z cis cis

z z cis

z z cis cis cis

π π
π

π

π π
π

= + = ⇒ = = = −

= + ⇒ =

= =
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3 در رابطه :سوال 2 5 7 5x iy ix y i+ − + =    را بيابيد؟y و x مقدار +

3 5 7

3 5 (2 ) 7 5                     1, 2

2 5

x y

x y i y x i x y

y x

+ ≡


+ + − = + ⇒ ⇒ = − =
 − ≡

  

  

sinهاي مثلثاتي   نسبت:سوال 3θرا برحسب  sinθ و cosθبدست آوريد؟   

3 3 3 3 3 3( ) (cos sin ) (cos3 sin 3 )z rcis z r cis r i r iθ θ θ θ θ θ= ⇒ = = + = +  

3 2 2 2 3 3

3 2 2 3

cos 3cos sin 3cos sin sin

cos 3sin cos 3cos sin sin cos3 sin 3

i i i

i i i

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

+ + +

= + − − = +
 

3 2

2 3

cos 3cos sin cos3

3sin cos sin sin 3

θ θ θ θ

θ θ θ θ

− =

− =
 

  

zاگر  !توجه x iy rcisθ= + ) و = )z x iy rcis θ= − =    آنگاه−

2 2 2 2. ( )z z r cis r x yθ θ= − = = +  

1 عبارت :سوال

1

i

i

+
−

   را به صورت قطبي بنويسيد؟

1 2
( )

1 4 42

i
cis i

i

π π+
= + =

−
  

 1 1 1 1 2

1 1 2

i i i
i

i i

+ + − +
× = =

− +
  روش ديگر:  

  

  ريشه هاي اعداد مختلط

  

zاگر   rcisθ=   آنگاه ( )n nz r cis nθ=  ط را به صـورت     با استفاده از اين رابطه مي توان ريشه يك عدد مختل          .  مي باشد
1

  n nnz u cis z u cisnϕ φ ϕ φ= = ⇒ =   :، كه در آن حساب كرد=

cos cos

2
                          2        ( k=0,1,...,n-1)

sin sin

n nr r

n

k
n k

n

n

ϕ ϕ

φ θ
π θ

φ π θ φ

φ θ

= ⇒ =

=

+
⇒ = + ⇒ =

=
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1: پس به طور كلي مي توان گفت

2
 n

k

k
u r cis

n

π θ
+

+
=  

1

2

3

0

2
1

4
2

2( 1)
1

n

n

n

n

n

k u rcis
n

k u rcis
n

k u rcis
n

n
k n u rcis

n

θ

π θ

π θ

π θ

= ⇒ =

+
= ⇒ =

+
= ⇒ =

− +
= − ⇒ =

�

 

1

2
   (2 )n n nn

if k n u rcis rcis rcis u
n n n

π θ θ θ
π

+
= ⇒ = = + == =  

  

2 ريشه پنجم :سوال 2i+ريد؟ را بدست آو  

5

5 5 10

10
1

2
2 2 4 4 2 2     ,   tan 1

2 4

2 2 8 8

2
48        k=0,1,2,3,4k

z i r

k

u cis
n

π
θ θ

ϕ
π

π
+

= + → = + = = = ⇒ =

= = =

+
=

  

10 ، رئوس يك پنج ضلعي منتظم محاط در دايره اي به شعاع �2اين پنج ريشه بر روي صفحه    . مي باشد8

  

   معادلات زير را حل كنيد؟:سوال

3 1 0t −   الف(  =

3

3

1

1          1 , 0 , 1

0   1 1

2
        (k=0,1,2)

3
k

t x y r

k
u cis

θ ϕ
π

+

= = = =

= = =

=

  

  

2 1 0t −   ب(  =

1

1           1 , 0 , 1

0   1 1

( )        (k=0,1)k

t x y r

u cis k

θ ϕ
π+

= = = =

= = =

=

  

  

  



 ١٧

6z= i  )ج  

6

1

0, 1, 1

   1 1
2

2
2         (k=0,1,2,3,4,5)

6
k

x y r

k

u cis

π
θ ϕ

π
π

+

= = =

= = =

+
=

  

  

3 1 1z i i= −   د(  +

2 3 66 6

12

12
1

(1 ) (1 ) ( 2 )(2 2 ) 4 4

4, 4, 16 16 32

tan 1            32
4

2
432            (k=0,1,2,3,4,5)

6
k

i i i i i

x y r

k

u cis

π
θ θ ϕ

π
π

+

− + = − − = +

= = = + =

= ⇒ = =

+
=

  

  

4 مكان هندسي :سوال 2z z+ =    چه شكلي است؟−

2 2 2 2 2 2 2 24 2 ( 4) ( 2) ( 4) ( 2)

12 12 1

x iy x iy x y x y x y x y

x x

+ + = + − ⇒ + + = − + ⇒ + + = − +

⇒ = − ⇒ = −
  

1xمكان هندسي مورد نظر خط  =   . مي باشد−
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  ومدتمرينات فصل 

  

  درستي هريك از موارد زير را نشان دهيد؟: تمرين

1. 1 2 2 1. .z z z z=  

 
2. 1 2 1 2.z z z z=  

 

3. 11
2

2 2

    0
zz

z
z z

= ≠  

 
4. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 
5. 1 2 1 2z z z z± ≥ −  

 
6. 1 2 1 2 1 2. Re( . ) .z z z z z z− ≤ ≤  

 

  . ضلعي منتظم را تشكيل مي دهند-n رئوس يك ،ام واحدnريشه  nنشان دهيد : تمرين 

  

1ريشه اي از معادله  0zاگر : تمرين

1 1 0( ) ...n n

n nf z a z a z a z a−
−= + + + باشد، آنگاه مزدوج آن نيز ريشه اين چند  +

ia(. جمله اي است ∈�(  

  

2ام واحد باشد،آنگاه nيكي از ريشه هاي  w اگر:تمرين 11 2 3 ...
1

n n
w w nw

w

−+ + + + =
−

  . است

  

3 معادلهنشان دهيد،: تمرين 3 10z z+ + −   .ضي است ، معادله يك بي=

 .هريك از موارد زير را ثابت كنيد: تمرين

1. Im( )
2

z z
z

i

−
=  

 

2. 
nnz z=  

 
3. z z=  
 

4. Re( )
2

z z
z

+
=  

 
5. 0 0z z= ⇔ =  



 ١٩

 

6. 2 Re( ) Im( )z z z≥ +  

)Re اگر :تمرين ) 0z )، آنگاه < ) 0Arg z z+ =.  

  

1ريشه چهارم : تمرين 3

1 3

i
z

i

−
=

+
   را حساب كنيد؟

  

  ريشه معادلات زير را بدست آوريد؟: تمرين
1. 4 24 16 0z z− + =  
 
2. 6 4 2 5 31z z z z z z+ + + = + +  
 
3. 4 3 24 7 6 3 0z z z z+ + + + =  

0wريشه سوم واحد باشد و  w اگر :ينتمر   : نشان دهيد≠
1. 21 0w w+ + =  
 
2. 2 4(1 )w w+ =  

 
3. 2 2(1 )(1 ) 4w w w w− + + − =  

  .ثابت كنيد: تمرين
1 tan 1 tan

( )
1 tan 1 tan

ni i n

i i n

α α
α α

+ +
=

− −
  

  

   را بيابيد؟zمكان هندسي : تمرين

1. { }: 1 1 3z z i z i∈ − + + + − =�  

 

2. { }: 4 1 1 6z z i z i∈ ≤ − + + + − ≤�  

3ثابت كنيد : تمرين 3 1
sin sin sin 3

4 4
θ θ θ= −  
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  تابع: فصل سوم
  

F.(زير مجموعه اي از حاصل ضرب دكارتي است A B⊆ ×(  

1

1

1( )       ( , )    ,    (y,x) f

f f

f f

y f x x y f

D R A

R D B

−

−

−= → ∈ ∈

= ⊆

= ⊆

  

  

1 2 1 2( ) ( )f x f x x x= ⇒   شرط يك به يك بودن : =

  

 :

f

f A B

R B

→

=
  تابع پوشا :  

  

   بررسي كنيد كدام يك از توابع زير پوشا و يك به يك هستند؟:سوال

  
{ }

2

: 0

( )

f

f x x

− +→

=

� � ∪
)   4  )   3

2

:

( )

f

f x x

+ →

=

� �  )   2
2

:

( )

f

f x x

+→

=

� �  )   1
2

:

( )

f

f x x

→

=

� �
 

  .پوشا و يك به يك هست
پوشا نيست ولي يك به 

  .يك است

پوشاست ولي يك به يك 

  نيست
  .پوشا و يك به يك نيست

  

  

( ) ( )

f fx D x D

f x f x

∈ ⇒ − ∈

− =
  تابع زوج :  

  

( ) ( )

f fx D x D

f x f x

∈ ⇒ − ∈

− = −
  تابع فرد :   

  

( )( ) ( ( ))   :  { | ( ) }f g ffog x f g x D x D g x D= = ∈   تركيب توابع :  ∋

  
1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( )( )h x fog x h x g of x− − −= →   معكوس تركيب توابع :  =
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1 اگر :سوال
(arcsin( )) 2

1

x
f x

x

−
= +

+
) باشد، مقدار  )f xرا بيابيد؟   

1 1 sin
arcsin( ) (1 sin ) 1 sin

1 1 sin

1 sin 3 sin 3 sin
( ) 2 ( ) ( )

1 sin 1 sin 1 sin

x t
t x t t x

x t

t t x
f t f t f x

t t x

− +
= ⇒ − = + ⇒ =

+ −
+ − −

= + ⇒ = → =
− − −

 

  

] برد تابع :سوال ]2 2 1y x x= − +    را بيابيد؟+

[ ] [ ] [ ]0 1 0 2 2 2 1 2 2 1 3 1 3

[1,3)f

x x x x x x y

R

≤ − < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − + < → ≤ <

⇒ =
 

  

1 معكوس تابع :سوال
ln( )

1

x
y

x

+
=

−
   را بيابيد؟

1

1 1
( 1) ( 1) ( 1) 1

1 1

1
( )

1

y
y y y y

y

x

x

x e
e x e x e x e x

x e

e
f x

e

−

+ +
= ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ =

− −
+

⇒ =
−

 

  

)ln نمودار معكوس تابع     :سوال )y x x=  را (3,5) تـا  Aقطـع كنـد، فاصـله نقطـه      A، نيمساز ناحيه اول را در نقطه      +

  بيابيد؟
ln

                       ln ln 0 1, 1

y x x

x x x x x y

y x

= +


⇒ + = ⇒ = → = =
 =

 

 
(1,1)A     '(3,5)A  

2 2' (3 1) (5 1) 20AA = − + − =  
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  :ومستمرينات فصل 

  

  رون هر يك از توابع زير را پيدا كنيد؟وا: تمرين

1. 
2

( )
2

x
f x

x

−
=

+
 

 

2. 
2

( )
1

x
f x

x
=

+
 

 
3. [ ]( )f x x x= +  

 

4. 
2

     0
( )

3      0

x x
f x

x x

− − ≤
= 

+ >
 

  

   هردو تابع فرد باشند، زوج يا فرد بودن توابع زير را بررسي كنيد؟g و  fاگر :تمرين

  
7. gofog  6. fogof  5. gof  4. fog  3. , 0

f
g

g
≠  2. .f g  1. f g±  

  

  

)نشان دهيد كه وارون تابع : تمرين )f x x x= 1 برابر+ 21 1
( ) ( )

4 2
f x x− = +   .    است−

  

  تابع بودن يا نبودن  توابع زير را بررسي كنيد؟: تمرين
1. 3y y x+ =  

 
2. 3y y x− =  
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  دنباله: فصل چهارم
  

a:هر تابع مانند     →� }جملات اين نباله را با      .  يك دنباله نامتناهي ناميده مي شود      � }a       و  نمايش مـي دهـيمna  را 

  . ام دنباله مي ناميمnجمله عمومي يا جمله 
( )

:

lim

n

n
n

f n a

f

a L
→∞

=

→

=

� � 

  

 ، جملات دنباله به يك عدد نزديك و نزديك تر مي شـوند         n آن دسته از دنباله هايي كه با افزايش          :همگرايي دنباله هـا   

  .واگراستدر غير اين صورت دنباله . مي گوييم آن دنباله همگرا يا متناوب است) حد وجود داشته(

} دنباله :تعريف همگرايي دنباله }a را همگرا به عدد L مي گوييم و با نماد lim n
n

a L
→∞

   نمايش مي دهيم، هرگاه=
  

0 nM n M a Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <�  
  

 ثابت كنيد:سوال
2

1
na

n
   به صفر ميل مي كند؟=

2

2

1
lim 0

1 1 1
0 0 1

n n

M n M n M
n

ε ε
ε ε

→∞
=

 
∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < ⇒ > ⇒ = + 

 
�

  

  

) اگر :سوال 1)nna =   آيا اين دنباله همگراست؟،  باشد−

  :فرض كنيم اين دنباله همگرا باشد، آنگاه خواهيم داشت
0 ( 1)

2 :    1 1 1 1 1 2 0

 1 ( 1) 1

2 1:   1 1 1 1 1 0 2

n

n

M n M L

n k L L L

if L

n k L L L

ε ε

ε

∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − − <

 = − < ⇒ − < − < ⇒ > >


= ⇒ − − < ⇒ 
 = − − − < ⇒ − < − − < ⇒ > > −

�

  

  .كه اين يك تناقض است

  

1 ثابت كنيد :سوال
lim 1
n

n

n→∞

+
=  

1 1 1 1 1
1n

n n n
a L n

n n n n
ε ε

ε
+ + −

− < ⇒ − = = = < ⇒ >  

1
1M

ε
 = +  
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  .گرا حد منحصر به فرد دارد هر دنباله هم:قضيه

  :فرض كنيم. اثبات

1 1 1 1

2 2 2 2

lim :  0 
2

lim :  0 
2

n n
n

n n
n

a L M n M a L

a L M n M a L

ε
ε

ε
ε

→∞

→∞

 = ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <

 = ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <


�

�

  

1حال اگر  2max( , )M M M=باشد و اگر n M≥پس.  آنگاه هر دو رابطه بالا برقرار است:  

1 2 1 2 1 2
2 2

n n n nL L L a a L a L a L
ε ε

ε− = − + − ≤ − + − < + =  

  :در نتيجه

1 2 1 2 1 20 0 0M L L L L L Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≤ − < ⇒ − = ⇒ =�  
  

} ثابت كنيد دنباله :سوال }2 4n n−واگراست .  
20    4M n M n n Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − − <�  

2 2 21 4 1 1 4 1 3 ( 2) 5 5 2n n L n n L L n L n Lε = ⇒ − − < ⇒ − < − − < ⇒ − < − < + ⇒ < + +  

  .رابطه فوق يك تناقض است، زيرا نشان مي دهد كه اعداد طبيعي از بالا كراندار است

  

0L  ثابت كنيد كه عدد:سوال  حد دنباله =
2

2

2

2 9

n

n

 −
 

− 
  . نيست

0Lاگر     حداين دنباله باشد، آنگاه =
2

2

2
0    

2 9

n
M n M

n
ε ε

−
∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ <

−
�  

2 2
2 2 2

2

1 2 1 2 9
 , 3 1 2 4 2 9 4 9

2 2 9 2 9

n n
n n n n

n
ε

− −
= ≥ ⇒ < ⇒ − < ⇒ − < − ⇒ − < −

−
.كه يك تناقض است     

  

  . با استفاده از تعريف حد دنباله ثابت كنيد:سوال

2 ( 1)
lim 0

2

n

nn→∞

+ −
=  

1 13 3

2 2

2 ( 1) 2 ( 1) 2 1 3
log log 1

2 2 2 2

n n

n n n n
n Mε εε ε

− −+ − + − +  < → < = < ⇒ > ⇒ = +   

  :بنابراين

2 ( 1) 3 2 ( 1)
0    

2 2 2

n n

n n n
n Mε ε ε

+ − + −
∀ > ≥ ⇒ < < ⇒ <  
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lim نشان دهيد :سوال 0
!

n

n

a

n→∞
  .) بيشتر استna از n!يعني رشد  ( =

. . . . ( )( )
! 1 2 3 1 2 3 1

na a a a a a a a a a a
n k

n n k k n
> ⇒ = =

+
� � �  

 

حال فرض كنيد:    
1 1

2  ,  1
2 1 2( 1) 2 2

k a k a
k a a l k

k k l
> ⇒ < < < ⇒ < ⇒ ≥ +

+ +
 

 

1 1
( ) (2 ) ( )

! 2 2

n
k n k k na
a a

n

−< =  

 

مي دانيم:    
1 1

lim( ) 0 0    ( )
2 2 (2 )

n n

kn a

ε
ε

→∞
= ⇒∀ > <  

 

           0 lim 0
! (2 ) !

n n

k n

a a

n a n

ε
ε

→∞
⇒ < ∀ > ⇒ =  

  

  اعمال روي دنباله ها
  

}اگر  }na و { }nb دو دنباله باشند، دنباله هاي { }n na b± ،{ }n na b و n

n

a

b

 
 
 

  . را مي توان دنباله جديد تعريف كرد

  

1 اگر :قضيه

na L→ 2 و

nb L→همگرا باشند، آنگاه   

1
2

2

         ( 0, 0)n
n

n

a L
b L

b L
→ ≠ ≠) 3   1 2.n na b L L→) 2  1 2n na b L L± → ±) 1  

  :1اثبات 

1 2lim lim limn n n
n n n

c a b L L
→∞ →∞ →∞

= + = +  

  

1 1 1 1

2 2 2 2

lim :  0 
2

lim :  0 
2

n n
n

n n
n

a L M n M a L

b L M n M b L

ε
ε

ε
ε

→∞

→∞

 = ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <

 = ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <


�

�

  

1حال اگر  2max( , )M M M=و  باشد n M≥ ،آنگاه داريم باشد:  

1 2 1 2 1 2( )
2 2

n n n n n na b L L a L b L a L b L
ε ε

ε+ − + = − + − ≤ − + − < + =  

  :بنابراين

1 2lim( )n n
n

a b L L
→∞

+ = +  

cosدنباله : مثال 1n n

n n

π + + 
 

  . همگراست، زيرا مجموع دو دنباله همگراست
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} اگر :نتيجه }na همگرا و { }nb واگرا باشد، دنباله هاي { }n na b± ،{ }n na b و n

n

a

b

 
 
 

  . واگرا خواهند بود

اثبات:   

if   converges     also converges     n n n n n n nc a b c a c a b= + ⇒ − − = .  واگراست      nb  اما طبق فرض 
 

if     converges     also converges
0

n
n n n n

n

c
c a b b

a
= ⇒ =

≠
.  واگراست         nb  اما طبق فرض 

 

if     converges   
0

n
n n n n

n

a
c c b a

b
= ⇒ × =

≠
.         همگراست na طبق فرض طبق فوق واگراست، اما   

  

} اگر دو دنباله   :نكتـه  }na و { }nb  واگرا باشند، در مورد جمع و تفريق، ضرب و تقسيم آن ها حكم كلي وجود نـدارد و 

  .حاصل همواره مي تواند همگرا يا واگرا باشد

  

  . استr دنباله اي از اعداد گويا وجود دارد كه همگرا به r بازاي هر عدد حقيقي :قضيه

limn n
n

x x r
→∞

∃ ∈ ⇒ =�  

  .اثبات
1

nr x r
n

− < <  

  :طبق قضيه فشردگي خواهيم داشت
lim n
n

x r
→∞

=  

  

  :5 مي توان با استفاده از كسر هاي مسلسل تقريب برخي اعداد را بدست آورد، مانند !توجه
1

1  
1

1
1 ...

A+ =
+

+

  

  

21 1 5
1 1 5 2 1

2
A A A A A

A

+
+ = ⇒ = + ⇒ = ⇒ = −  
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  كرانداري و يكنوايي
  

} دنباله }na               كراندار از بالا ناميده مي شود، اگر         nnU a U∃ ∈ ∋ ≤ ∀ ∈�  يك كران بالاي آن ناميـده       U  و    �

  . مي شود

nnL        ين دنباله كراندار از پايين ناميده مي شود، اگر                هم چنين ا   a L∃ ∈ ∋ ≥ ∀ ∈�  يك كران پـايين آن    L و   �

  .مي باشد

  .دنباله را كراندار گوييم هرگاه هم از بالا و هم از پايين كراندار باشد
    max( , )n nL a U K L U a K≤ ≤ = ⇒ ≤  

 

  :نكته
  )جملات صعودي يا ثابت(غير نزولي

  

  )ت نزولي يا ثابتجملا(غيرصعودي

1

1

n n

n n

a a

a a

+

+

≥

≤

  

  

   صعودي,
  

   نزولي,

  

1

2 1 2 1

1

( ) ( ) 1

n n

n n

a a

x x f x f x n n

a a

+

+

>


> ⇒ > → + > ⇒ 
 <

  

  :نكته

1 0n na a+ − > 1    يا     1n

n

a

a

+ >  دنباله صعودي        

    1 0n na a+ − < 1    يا     1n

n

a

a

+ <  دنباله نزولي        

  

  . گويندsup an و كوچكترين كران بالا را inf an بزرگترين كران پايين را !توجه

  

  . هر دنباله همگرا كراندار است:قضيه
  

limفرض كنيم : اثبات n
n

a L
→∞

   باشد، آنگاه=

{ }1 2 1

0   

   

max , ,..., ,

n

n n n

M n

K a K

a a L L a L L L n M

K a a a L a K

ε

ε−

∃ > ∋ ≤

= − + ≤ − + < + ∀ ≥

= + ⇒ ≤

  

  

  .اله اي كه كراندار نباشد، واگراست هر دنباله همگرا كراندار است و دنب:نتيجه

  

)دنباله : مثال 1)nna =   . كراندار است ولي همگرا نيست پس عكس قضيه برقرار نمي باشد−
  



 ٢٨

sinn آيا دنباله :سوال
n

π 
 
 

  . چون دنباله همگراست پس كراندار نيز است كراندار است؟

sin
lim sin lim
n n

nn
n

n

π
π

π π
π→∞ →∞

= =  

  . هر دنباله يكنوا و كراندار همگراست:قضيه

  

 ثابت كنيد كه دنباله :سوال
2

2n
n 

 
 

   همگراست؟

2

2 2 21
1

2 2 1 2 2

1 2 3 4 5

( 1)
2 ( 1) ( 1) 2 12 1

2 2 2

2

1 9 25 9
 , 1 ,  ,a =1 , =  ,... 0

2 8 32 8

nn
n

n

n
n

n

n
a n n n n

na n n n

a a a a a

+
+

+

+
+ + + +

= = = = <

= = = ⇒ < <

 

  .چون اين دنباله يكنوا و كراندار است پس همگراست

  

  آزمون مقايسه

0اگر  n na b≤   : باشد، آنگاه داريم>

  . نيز همگراستna همگرا باشد، آنگاه nbاگر ) الف

  . نيز واگراستnb واگرا باشد، naاگر ) ب

  

  عمل ضرب

1naاگر   L→   2 وnb L→ 1  باشد،آنگاه 2n na b L L→  حال اگر   . مي شودna k≤) 0و  ) كراندارnb  باشـد، آنگـاه     →

0n na b →  
  

  قضيه فشردگي در دنباله ها
  

naاگر  L→ و nb L→ و n n na c b< nc باشد، آنگاه > L→خواهد بود .  

  .اثبات

1 1lim :  0 n n n
n

a L M n M a L L a Lε ε ε ε
→∞

= ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < ⇒ − < < +�  

2 2lim :  0 n n n
n

b L M n M b L L b Lε ε ε ε
→∞

= ∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − < ⇒ − < < +�  

1حال اگر  2max( , )M M M=باشد، آنگاه خواهيم داشت :  

n n n n n nL a c b L L c L c L c Lε ε ε ε ε− < < < < + ⇒ − < < + ⇒ − < ⇒ →  
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 نشان دهيد :سوال
2

sin
n

n
a

n
   واگراست؟=

  فرض كنيم اين دنباله همگرا باشد، آنگاه: برهان خلف
2

1 1

22

2

0 
sin

sin 0 sin sin sin sin

sin sin 0 sin sin sin sin

n
M n M L

n

n n n L n n n L nn
L

n n n n L n n n L n

ε ε

ε ε
ε ε

ε ε

∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <

 ≥ ⇒ < + ⇒ < +
− < − < ⇒ 

< ⇒ > + ⇒ > +

�

 

  .كه اين يك تناقض است، پس فرض غلط و حكم ثابت است
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  :هارمچتمرينات فصل 

naاگر دنباله : تمرين a∗→و nb b   :،ثابت كنيد باشد→∗

2. { }n
n n

n

a a
c c

b b

∗

∗= → →  1. { }.n n n nc a b c a b∗ ∗= → →  

  

  همگرايي،يكنوايي و كرانداري هريك از دنباله هاي زير را بررسي كنيد؟: تمرين

1. 
1 1 1

...
1 2

na
n n n n

 = + + + 
+ + + 

 

 

2. cos
2

na
n

π =  
+ 

 

 

3. 
1

(1 )cos
2 2

na
n n

π = − 
+ + 

 

  ي دنباله هاي زير را بررسي كنيد؟همگراي: تمرين

1. cos
1

n
n

n
π 

 
+ 

 

 

2. 
1

cosn
n

π 
 
 

 

 

3. 
2 2 2

1 1 1
...

1 2n n n n

 
+ + + 

+ + + 
 

 

4. 
[ ] [ ] [ ]2 ...x x nx

n

 + + +
 
 

 

 

5. 
[ ] [ ] [ ]

2

2 ...x x nx

n

 + + +
 
 

 

 

6. 
[ ] 2 ... n

n

x x x

x

    + + +    
 
  

 

 

7. 
1

n
n

  
    

 

 

8. 
[ ]kn

n
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  حد و پيوستگي: فصل پنجم
  

)فرض كنيد    )y f x=         0 تابعي باشد كه براي تمام مقادير نزديكx x=  0 مگر خودxمي گوييم حد .  تعريف شده باشد

)تابع  )f xوقتي ،x   0به سمتx نزديك مي شود، برابر Lاست و مي نويسيم :  

  

0
0lim ( )     0 0 0 ( )

x x
f x L x x f x Lε δ δ ε

→
= ∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − <  

  

  .با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد: سوال
1. 

1
lim3 4 1
x

x
→

− = −  

 

1

0 0 0 1 3 4 1

3 4 1 3 3 3 1 1
3 3

0 0 0 1 1
3

x

x x

x x x x

x x

δ

ε δ δ ε

ε ε
ε ε ε δ

ε
ε δ δ

− <

∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − + <

− + < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ − < → ≤

∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − <

 

:براي اينكه استلزام منطقي فوق هميشه صحيح باشد، بايد 
3

ε
δ ≤  

 
2. [ ]

1

5

lim 1
x

x
→−

= −  

 

[ ]1
0 0 0 1

5
x xε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < + < ⇒ + <

 

1در واقع هدف پيدا كردن يك همسايگي محذوف از نقطه           

5
x =  دلخـواه   ε مي باشد كه در اين همسايگي براي هـر           −

[ ] 1x ε+ 1توجه به نمودار تابع در اطراف با . >

5
x =   : داريم−

      
[ ] [ ]

1 1 1 1 1 2
0

5 5 5 5 5 5

1 1 0

x x x

x x

δ δ

ε

< + ⇒ + < < ⇒ + < ⇒ − < <

⇒ = − ⇒ + = <

 

       

      [ ]1 1
0 0 1

5 5
x xε δ δ ε∀ > ∃ < ∋ < + < ⇒ + <  
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  حد چپ و حد راست
lim ( )     0 0 0 ( )
x a

f x L x a f x Lε δ δ ε
+

+ +

→
= ∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − <  

 

lim ( )     0 0 0 ( )
x a

f x L x a f x Lε δ δ ε
−

− −

→
= ∀ > ∃ > ∋ − < − < ⇒ − <  

 
if   ( )L L f x L+ −= ⇒ →  

  

1      1ر  اگ:سوال
( )

3      1

x x
f x

x x

+ >
= 

− <
 باشد، آنگاه ثابت كنيد 

1
lim ( ) 2
x
f x

→
=  

 

بررسي حد راست:    1 10 1 1 2x xδ ε δ ε< − < ⇒ + − < ⇒ ≤  

 

بررسي حد چپ:    2 20 1 1x xδ ε δ ε< − < ⇒ − < ⇒ ≤  

 

{ }1 2min ,δ δ δ≤  

 

0 0 0 1 ( ) 2x f xε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − < .همواره برقرار است       
  

  . با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد:سوال
1-  2

2
lim 4
x

x
→−

=  

 
20   0  0 2 4x xε δ δ ε∀ > ∃ > ∋ < + < ⇒ − <  

  : تعيين كرد كه داشته باشيمxبايد بازه اي براي 

0 2 2
2

x x
x

ε
δ< + < ⇒ + <

−
 

 

2 را طـوري در ايـن بـازه پيـدا كنـيم كـه داشـته باشـيم                    Aاگر مقدار   
2

x A
x

ε
+ < <

−
 آنگـاه خـواهيم داشـت       

2
2

x
x

ε
+ <

−
، يعني بايد يك كران پايين براي 

2x

ε
−

2x تعيين كنيم كه در واقع معادل با حداكثر    . باشد−

 

1if  1 2 1 3 2 5 max( 2 ) 5x x xδ = ⇒ + < ⇒ < − < ⇒ − +  

پس:    min 1,
5

ε
δ  ≤  

 
 

يعني:    0   0  2 2
5 2

x x
x

ε ε
ε δ δ∀ > ∃ > ∋ + < ⇒ − < <

+
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  در واقع

0 2 1 2
5

0 2 2
5 2

x x

x x
x

ε

ε ε
δ


< + < ⇒ − <




 < + < ⇒ − < <

+

 

 

2- 
2

3

2
lim 7

2x

x

x→

−
=

−
 

 
2 42

7 3
2 2

xx
x

x x
ε

−−
− = − <

− −
 

 
2 2

3       min
4 4

x x
x A A

x x

ε ε− −
− < < =

− −
 

 

0.5 2 1.5

1 1 0.5 1
3                             min ,

2 2 1.5 3 2 3

0.5 4 1.5

x

x A

x

ε ε
δ ε δ

 < − <

  = ⇒ − < ⇒ ⇒ = = ⇒ ≤  

 
 < − <

 

  

  حد بي نهايت
  

                                
  

 
lim ( )      0   0   0 ( )

lim ( )      0   0   0 ( )

x a

x a

f x N x a f x N

f x N x a f x N

δ δ

δ δ
→

→

= +∞ ≡ ∀ > ∃ > < − < ⇒ >

= −∞ ≡ ∀ > ∃ > < − < ⇒ < −
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  . با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد:سوال

3

5
lim

3x

x

x→−

−
= +∞

+
 

 
5

0   0    0 3
3

x
N x N

x
δ δ

−
∀ > ∃ > ∋ < + < ⇒ >

+
 

5 55 1 1
3 3       min

3 5

x xx
N x x A A

x x N N N

− −−
> ⇒ + < ⇒ + < < =

+ −
 

if   1 4 2 4 5 5 2 5

9 5 7 7 5 9

x x

x x

δ = ⇒ − < < − ⇒ − − < − < − −

⇒ − < − < − ⇒ < − <
 

 

  حد در بي نهايت

  

  
  

 
lim ( )      0   0  ( )

lim ( )      0   0  ( )

x

x

f x L M x M f x L

f x N M x M f x N

ε ε
→+∞

→+∞

= ≡ ∀ > ∃ > ∋ > ⇒ − <

= +∞ ≡ ∀ > ∃ > ∋ < − ⇒ >
 

  

  . با استفاده از تعريف حد ثابت كنيد:سوال

lim 1
1x

x

x→−∞
=

−
 

 

0  0    1
1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 1

x
M x M

x

x x x
x x

x x x

x M M

ε ε

ε
ε ε

ε ε ε

∀ > ∃ > ∋ < − ⇒ − <
−

− +
− = = < ⇒ − > ⇒ − >

− − −

< − ⇒ − < − ⇒ > −

 

  

  
  
  



 ٣�

  )حد توابع و دنباله ها(قضيه هاين 
  

limفرض كنيد  ( )
x a
f x L

→
} و دنباله حقيقي = }na به a همگرا باشد، بطوريكه :    , n n fn a a a D∀ ∈ ≠  آنگاه دنباله �∋

{ }( )nf a نيز به Lهمگرا خواهد بود . 

اثبات:   

   فرض
lim ( ) 0  0   0 ( )     *

lim 0         **

x a

n n
n

f x L x a f x L

a a M n M a a

ε δ δ ε

ε ε

→

→∞

 = ⇔ ∀ > ∃ > ∋ < − < ⇒ − <


 = ⇔∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <

�

 

 

)    0    حكم )nM n M f a Lε ε∀ > ∃ ∈ ∋ ≥ ⇒ − <�  

 
** :   0 ( )n nn M a a f a aε δ δ ε→ = ⇒ ≥ ⇒ < − < ⇒ − < .حكم برقرار است       

:توجه كنيد كه چون    nn a a∀ 0 پس ≠ na a< −  

  . عدم وجود حد مي باشدقضيه فوق ابزاري براي اثبات
  

   پيدا كنيد، بطوريكه nb و na ، دو دنباله مانند a براي اثبات عدم وجود حد يك تابع در نقطه :نتيجه
    

   
    

n n f

n n f

a a a D
n

b b b D

≠ ∈
∀ ∈ 

≠ ∈
�  

}حال نشان دهيد كه دنباله هاي جديد .  همگرا باشدaو هر دو به  }( )nf a و { }( ( )nf bبه دو عدد متفاوت همگرا باشند .  
  

     1 ثابت كنيد تابع :سوال
( )

0     

x
f x

x

∈
= 

∉

�

�
  .  در هيچ نقطه اي حد ندارد

xفرض كنيد، بخواهيم حد اين تابع را در نقطه  a=دنباله ها داريمطبق قضاياي فصل.  بررسي كنيم :  

  

0

0

:    

( ) 1

                                                                1 0

( ' ) 0

' :    '

n n

n

n

n n

x x x

f x

f x

x x x

∃ ∈ →

→


⇒ ⇒ ≠
 →

∃ ∉ →

�

�

 

)بنابراين  )f xدر هيچ نقطه حد ندارد .  

  

1 اگر :سوال

2

     
( )

     

a x
f x

a x

∈
= 

∉

�

�
)2 باشد، تابع  ) ( 2) ( )g x x f x=    در چند نقطه حد دارد؟−

2 22 0 2 2x x− = ⇒ = ⇒ ±  
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] نشان دهيد تابع :سوال ]( )f x x x= 1 در نقطهx   . حد ندارد=

{ } 1
1 1na
n

 = + → 
 

            { } 1
1 1nb
n

 = − → 
 

               ,n n fa b D∈ = �  

 
1 1 1

( ) (1 ) 1 (1 ) 1    lim ( ) 1

                                                                                     1 0

1 1 1
( ) (1 ) 1 (1 ) 0    lim ( ) 0

n n

n n

f a f a
n n n

f b f b
n n n

 = + + = + × =  
≠

 = − − = − × =  

.حد ندارد        

 

1 ثابت كنيد :سوال
( ) sin( )

2
f x

x
0x در نقطه =   . حد ندارد=

1
0       ( ) sin 4 0

4
n na f a n

n
π

π
= → = →  

.حد ندارد                                                                                  
1

0     ( ) cos 4 1
4

n nb f b n
n

π
π π

= → = →
+

 

  

) نشان دهيد :سوال )
x

f x
x

0xقطه  در ن=   . حد ندارد=

{ } ( 1)
0

n

na
n

 −
= → 
 

               { } { } { }( ) ( ) ( 1)nn nf a f a= = −  واگراست      

پس 
0

lim ( )
x
f x

→
     . وجود ندارد

  

2 ثابت كنيد :سوال         

1     

x x
y

x x

∈
= 

+ ∉

�

�
1x در  1xت و در تمام نقاط بجز  پيوسته اس=   . ناپيوسته است=

 

  { }  1 ,   1n nn a a∀ ∈ ≠ →�        

2        

( )                               ( ) 2

1    

n n

n n

n n

a a

f a f a

a a

∈


= ⇒ →
 + ∉

�

�

 

بنا به قضيه هاين:    
1

lim ( ) 2 (1)
x
f x f

→
= = ⇒ . پيوسته است   1x =   تابع در 

 

1a    حال ≠  

 

{ }

{ }

1 2
        ( ) 2 2

                                                                                        2 1  as  1

2 2
       ( ) 1 1

n n

n

a a a f a a a
n n

a a a

b a a f bn a a
n n

 = + → = + → 
 

≠ + ≠

  = + → = + + → + 
  

 

  . پيوسته نيستa در fبنابراين 
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  عكس قضيه هاين
  

}اگر براي هر دنباله  }nx همگرا به a) : nn x a∀ }،كهداشته باشيم) ≠ }( )nf x  بهLآنگاه .  همگراستlim ( )
x a
f x L

→
=  

  

2 ثابت كنيد :سوال

2
lim 4
x

x
→−

=  

{ } { } { }2   2 ( )n n nn a f a a∀ ∈ → − ⇒ =�  

 
2 2 2lim (lim ) ( 2) 4n n

n n
a a

→∞ →∞
= = − =  
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  پيوستگي

}     تعاريفي براي تابع پيوسته } { }

0

0

0

1. lim ( ) ( )

2. 0  0  ( ) ( )

3. if ( ) ( )     lim ( ) (lim )

4. if ,  ,  ( ) ( )

lim ( ) ( )
5. lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

x a

n n
x a x a

f

x

x

x

f x f a

x a f x f a

a a f a f a f x f x

x y D f x f a x a

f x a f a

f x a f a
f x a f a

ε δ δ ε

+

−

→

→ →

+

→

−→

→





=


∀ > ∃ > ∋ − < ⇒ − <

→ ⇒ → =

∈ = ⇒ − ≤ −

 + =
+ = ⇒ 

+ =

� �












 

 

  . تعاريف بيان شده معادل هم هستند!توجه

  

]  را در فاصلهf تابع :نكته , ]a bپيوسته گويند، اگر   

) به ازاي تمام نقاط -1 , )a bپيوسته باشد  .( , ) lim ( ) ( )
x c

c a b f x f c
→

∀ ∈ → =  

lim.  پيوستگي چپ داشته باشدx=b به ازاي -2 ( ) ( )
x b

f x f b
−→

=  

lim.  پيوستگي راست داشته باشدx=a به ازاي -3 ( ) ( )
x a

f x f a
+→

=  

  

]: در بازه f اگر تابع :سوال , ]f a b → ] پيوسته باشد و � , ]x a b∈ و x∀ ) داشته باشيم �∋ ) 0f x    آنگاه=
[ , ] ( ) 0t t a b f t∀ ∉ ∋ ∈ ⇒ =�  

  .و هم براي اعداد اصم صفر شودتابع پيوسته بايد هم براي اعداد گويا : هدف

( ) 0

 

( ) (lim ) lim ( ) 0

n n

f x

n n
xx

x x t

f t f x f x =

→∞→∞

∃ ∈ ∋ →

= = →

�
 

  

تابع اگر : سوال
1 1

   0
( )

               0

x
f x x x

a x

  − ≠  =  
 =

   را طوري تعيين كنيد كه اين تابع پيوسته باشد؟a باشد، مقدار  

1 1
( )g x

x x

 = −   
 

 

{ } 1 1
( ) [ ] 0 0  ,   ( ) 0

                                                                                                          g(a ) ( )

1 1 1
{ } ( ) 0  ,   ( )

1 8 8

8

n n n

n n

n n n n

a g n n a g a
n n

g b

b g b n n b g b

n

= ⇒ = − = → → →

⇒ ≠

= ⇒ = + − = → → →
+

1

8

 

1پس  1

x x

 −   
  . وجود نداردaقطه حد ندارد، پس هيچ مقداري براي  در هيچ ن
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 را طوري تعيين كنيد كه تابع b و a مقدار :سوال

cot                    3
4

( ) 2                               3

2 cos 3       3
4

x x

f x b x

x a x

π

π

  <  
= =
  + >  

   پيوسته باشد؟x=3 در 

  

3
lim cot 1

4

1
                                 2 1

2

(3) 2

x
x

b b

f b

π
−→

  = −  

⇒ = − ⇒ = −

=

 

 

3

2
1 cos 2 2 cos 1 lim[ 2 cos ] 2

4 2 4 4

1
2 3 1

3

x
x x x

a a

π π π
+→

− < < − ⇒ − < < − ⇒ = −

− + = − ⇒ =

 

  

 روي اين دو تابع به شرط اين كه مخرج صفر نشود، همواره  عمل اصلي بر4 دو تابع پيوسته باشند و نتيجه g وf اگر  :نكته

  .پيوسته خواهد بود
  

آن ها ناپيوسته خواهـد بـود ولـي در مـورد              يكي پيوسته و ديگري ناپيوسته باشد، آنگاه جمع و تفريق          g و   f اگر   :نكته

  .ضرب و تقسيم چيزي نمي توان گفت
  

)2 تابع :سوال ) ( 1)f x x = − طه از بازه در چند نق(    ناپيوسته است؟−[1,1
2( 1) 1x k x k+− = ∈ ⇒ = ±�  

 

0 1k x= ⇒ =     1 2,0k x= ⇒ =      2 1 2k x= ⇒ = ±     3 1 3k x= ⇒ = ±         4 1 2k x= ⇒ = ±  

  

}(  نقطه در بازه مذكور بدست آمد        6بنابراين   }0,1,1 2,1 3 ( 1,1]± ± ∈ 1xولي اين تابع در نقطـه        ) −  كـه تـابع     =

  . نقطه تابع پيوسته نيست5بنابراين در . صفر مي شود، پيوسته است
  

limاگر : قضيه حد و تركيب توابع ( )
x a

g x b
→

fb و = D∈ باشد و f نيز در b پيوسته باشد، آنگاه   
lim( )( ) lim ( ( )) (lim ( )) ( )
x a x a x a

fog x f g x f g x f b
→ → →

= = =  

 

مثال:  
0 0

limcos(sin ) cos(limsin ) 1
x x

x x
→ →

= =  

  

lim همواره روي دامنه اش پيوسته است پس log چون تابع !توجه ( )
( )lim log log x a

f x
f x

x a

→

→
=  



 �٠

  

] در فاصله    f اگر تابع    :قضيه مقدار مياني   , ]a b ) پيوسته باشد و     �→ ) ( )f a k f b< ) باشـد، آنگـاه      > ) 0f x k− = ،

0. ( داردb و aحداقل يك ريشه بين  0[ , ]  ( )x a b f x k∃ ∈ ∋ =(  

  

  
)فرض كنيم . اثبات ) ( )g x f x k=    باشد، آنگاه−

( ) ( )

                              ( ) ( ) 0

( ) ( )

g a f a k

g a g b

g b f b k

= −

⇒ <

= −

 

] فاصله  درfاگر تابع  , ]a b پيوسته باشد و ( ) ( ) 0f a f b ]، آنگاه بين > , ]a bحداقل يك ريشه است .  

  

 شرايط قضيه مقدار مياني را براي تابع :سوال
2

1      0
( )

       0

x x
f x

x x

− ≥
= 

<
]  در بازه  2,    بررسي كنيد؟−[2

 

  پس شرايط اوليه قضيه برقرار نسيت ولي ريشه وجود دارد، در نتيجه عكس

  .قضيه درست نيست

   

  

  

  

  

] روي بازه fاگر  , ]a b پيوسته باشد و ( ) ( ) 0f a f b ) آنگاه معادله > ) 0f x ] در = , ]a bشه دارد حداقل يك ري.  

  

  



 �١

]2 كه تابع k بيشترين مقدار :سوال ]y x= 2,2] روي بازه [k+پيوسته باشد را بيابيد؟   

(2) 4f =         ( 5) 5f =  

 
24 5 4 5 2 5x x x≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

 

2 5 5 2k k+ = ⇒ = −  

 

  

) فرض كنيد    :لسوا )y f x=   پيوسته باشد و براي هر  [0,1] روي x 0 در اين بازه ( ) 1f x≤  باشد، در ايـن صـورت   ≥

) به طوري كه [0,1] متعلق به بازه cثابت كنيد، وجود دارد نقطه  )f c c=مي باشد؟   

(0)اگر   0, (1) 1f f=   :حال فرض كنيم.   حكم ثابت است=

. .

(0) 0

(0) (0) 0

                ( ) ( )                            [ , ]  ( ) 0

(1) (1) 1 0

(1) 1

I V P

f

h f

h x f x x c a b h c

h f

f

>

= >


⇒ = − → →∃ ∈ ∋ =
 = − <

<

 

 
( ) ( ) 0 ( )h c f c c f c c= − = ⇒ =  

)0 به طوري كه 0xپس بنا به قضيه مقدار مياني وجود دارد  ) 0f x =.  
 
 

,  فــرض كنيــد :ســوال , , ,a b c d λ∈�    باشــد، بــه طــوري كــه a b c d< <  باشــد،ثابت كنيــد معادلــه   >

( ) ( )( ) ( )( )f x x a x c x b x dλ= − − + −   . ريشه حقيقي دارد−

  .پيوسته مي باشدروي اعداد حقيقي  چند جمله اي است پس f(x)چون 

2

( ) ( )( )

                                      ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )( )

f a a b a d

f a f c a b a d c b c d f a f c

f c c b c d

λ

λ
λ

= − −

⇒ = − − − − ⇒ <

= − −

 

]پس در بازه  , ]a cيك ريشه دارد .  
( ) ( )( )

                                      ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )( )

f b b a b c

f b f d b a b c d a d c f b f d

f d d a d c

= − −

⇒ = − − − − ⇒ <

= − −

 

]پس در بازه  , ]b dيك ريشه دارد .  
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] روي f اگر تابع :قضيه , ]a b پيوسته باشد، آنگاه   

]     . كراندار استf تابع -1 ]0    ,      ( )k x a b f x k∃ > ∀ ∈ ≤  

  

 2- f داراي max و min1.       مطلق است 2 1 2, [ , ]  ( ) ( ) ( )x x a b f x f x f x∃ ∈ ∋ ≤ ≤          

 

]:آيا تابعي پيوسته و پوشا مانند : سوال , ] ( , )f a b c d→نه وجود دارد؟ !!!!!  

با تعريف پوشا بودن:  ( , )fR c d=  

                                                               1 2( , ) [ ( ), ( )]c d f x f x⇒ ≠  
با توجه به قضيه و پيوستگي:  1 2[ ( ), ( )]fR f x f x=  

  

  پيوستگي توابع مركب 
  

) اگر تابع    :قضيه )u g x=   در x a=      پيوسته باشد و تابع ( )y f u=    0 در نقطه ( )u g a=     پيوسته باشد، آنگاه( )fog x 

xدر نقطه  a=پيوسته است .  

0

0

0 0

0

( ) lim ( ) ( )

( ) ( ( )) lim ( ) ( ( ))

x x

x x

u g x g x g x x

y f u f g x f u f g x

→

→

= → = =

= == → =
 

  . پيوسته است0x در نقطه (x)(fog)پس تابع 

  

   زير پيوسته است؟آيا تابع :سوال
sin(tan )              0y x x= =  

)اگر   ) tang x x=    باشد، آنگاه tan x   0 درx )پس اگر   . پيوسته است  = ) sinf x x=     0 باشد، چـونx  در دامنـه    =

sinقرار دارد پس اين تابع پيوسته است .  

  

) فرض كنيد    :سـوال  )( ) ( )g xh x f x=   و ( ) 1f x ) و   ≠ ) 0f x  داراي حـد  0x در g(x) و f(x) باشد و اگـر توابـع        <

0باشند، آنگاه 

0 0

lim ( )

lim ( ) ( lim ( ))x x
g x

x x x x
h x f x →

→ →
=  

  .اثبات
( )

0

0 0

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

lim ( )
( )

lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

( ) ( ) log log ( )log

lim log lim ( )log

log (log ) lim ( ) ( lim ( ))

g x

x x

x x x x x x x x

g x h x f x f x

f x
h x

x x x x

h x f x g x g x

x x x x

h x f x g x

g x

h x f x

→

→ → → →

→ →

→ →

= ⇒ = =

=

= ⇒ =

 

  



 �٣

 پيوسـته باشـند، در صـورت وجـود     0x در   g و   f اگر   !توجه
0

lim ( )
x x

h x
→

.  پيوسـته خواهـد بـود   0x نيـز  h(x)، تـابع  
( )( ) ( )g xh x f x=  
  

نكته:  
0

( )

0 0

1
  ( ) lim (1 )

( )

f x

x x
if x x f x e

f x→
→ ⇔ →∞⇒ + =  

  

  

   حدهاي زير را حساب كنيد؟:سوال

1. 
3

1
lim(1 )x
x x→∞

+  

 

2
3

1

0

3

1
lim (1 ) 1

x
x

x
e

x→∞

 + = =  
 

 
2. 

0

( )lim (1 ( ))g x

x x
f x

→
+  

 

0

0 0

( ) ( )
1

lim ( ) ( )
( ) ( )( )lim (1 ( )) lim x x

f x g x

f x g x
f x g xf x

x x x x
f x e e →

→ →

 
+ = = 

  
 

 

  پيوستگي يك تابع معكوس
  

)اگر تابع    )y f x=    در فاصله I           1 معين، پيوسته و يكنوا باشد، آنگاه يك معكوس منحصر بفرد( )x f y−=  وجـود دارد 

)حوزه مقادير كه در  )y f x= و يكنواست معين، پيوسته.  

  

sin ثابت كنيد معادله :سوال ( )x x y f xα− = 0 و = 1α<   . فقط يك معكوس پيوسته دارد>

  :يكنوا بودن تابع را بررسي مي كنيم

2 1 2 2 2 1 1 1( ) sin    ,   ( ) sinx x f x x x f x x xα α> ⇒ = − = −  

 

2 1 2 1 2 1( ) ( ) (sin sin )f x f x x x x xα− = − − −  

 

2 12 1 2 1 2 1
2 1 2 1sin sin 2 sin cos 2 sin 2

2 2 2 2

x xx x x x x x
x x x x

−− + −
− = ≤ ≤ = −  

 

2 1 2 1 2 1 2 1then     sin sin    then    ( ) (sin sin ) 0x x x x x x x xα α− ≤ − − − − >  

)چون تابع  )f xپيوسته و يكنواست، وارون آن يكتا و پيوسته است� در .  
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  :نجمپتمرينات فصل 

  

:  با استفاده از تعريف حد، ثابت كنيد: تمرين
0

1
lim 1
x
x
x→

  =  
  

  

  .ثابت كنيد هرچند جمله اي از درجه فرد، حداقل يك ريشه دارد: تمرين

  

sinنشان دهيد تابع: تمرين cosy x x= ] در بازه+ ]0,πريشه دارد .  

  

  نقاط پيوسته و نا پيوسته توابع زير را در بازه هاي داده شده تعيين كنيد؟: تمرين

1. [ ]2( )                0,4f x x x   = +     

 

2. [ ][ ] ( )( ) sgn cos           2, 2f x x xπ= −  

 

3. 2( ) 2      3, 2f x x x   = − + + −     

 

1   اگر  : تمرين
( )

2      1

x x
f x

x

− ≥
= 

<
1           0  و    

( )
2    1

x
g x

x x

> −
= 

+ ≤ −
وستگي و يا پيوسـتگي توابـع زيـر را          باشد،نقاط ناپي  

  بررسي كنيد؟ 

  

)ثابت كنيد: تمرين ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0f x x a x b x b x c x c x a= − − + − − + − −   .  ريشه حقيقي دارد=

  

sinتعداد ريشه هاي معادله  : تمرين
100

x
x    را بدست آوريد؟=

  

 تابع cبه ازاي چه مقدار : تمرين
tan sec    

2
( )

                     
2

x x x

f x

c x

π

π

 − ≠
= 
 =


3 دربازه
,

4 4

π π 
  
   پيوسته است؟ 
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  ال حساب كنيد؟حدود زير را بدون استفاده از هوپيت: تمرين

13. 
sin

0

(2 1) ln(1 sin 2 )
lim(

arctan

x

x

x

x x→

− +
 1. 

0

cos(sin ) cos
lim

1 cosx

x x

x
+→

−

−
 

14. 
20

ln(cos )
lim

1 1x

x

x→ + −
 2. 

0

arccos(1 )
lim
x

x

x→

−
 

15. 
ln(2 )

lim
n n

x

x

n→∞

+
 3. 

2 2

lim
x a

x a x a

x a
+→

− + −

−
 

16. 
20

1
lim
x

chx

x→

−
 4. 

3 4

31

( 1)( 1)( 1)
lim

( 1)x

x x x

x→

− − −
−

 

17. 
0

sinh
lim
x

x

x→
 5. 

0

1 sin 1 4 tan
lim
x

x x

x→

+ − +
 

18. 
1

sin
lim( )

sin
x a

x a

x

a
−

→
 6. 2 3 1

lim sin
x

x x
x→∞

−  

19. 
1

1

0

1
lim( )

2

x

x

x

x

x

−
−

→

+
+

 7. 

2tan 2

4

lim(sin2 ) x

x

x
π

→
 

20. 
cosh cosh

lim
x a

x a

x a→

−
−

 8. lim(sin 1 sin )
x

x x
→∞

+ −  

21. 
sin sin 2

0
lim

tanh

x x

x

e e

x→

− +
 9. 

0
lim

xx

x
x

+→
 

22. 
0

ln(cosh )
lim

ln(cos )x

x

x→
 10. 

0

1 1
lim ( )

1x
x x e+→

−
−

 

23. 
0

ln(cos )
lim

ln(cos )x

ax

bx→
 11. 

0

(1 )
lim

t

t

e t

t→

− −
 

 12. 
0

1 1
lim( )

ln(1 ) sinx x x→
−

+
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  توابع هذلولي: فصل ششم
  

دو تابع نمايي    
2

x xe e
X

−+
 و =

2

x xe e
Y

−−
2 نظر بگيريد، اين دو مقدار در معادله هذلولي ر  را د= 2 1x y−  صدق =

ه اين معادلات را بـا      اگر مجموع .  عنوان شكل پارامتري هذلولي در نظر گرفت       همي كنند، يعني مي توان اين دو مقدار را ب         

شكل پارامتري دايره مفايسه كنيم، به خـاطر شـباهت معـادلات هـذلولي و دايـره مـي تـوان                      
2

x xe e cosh را   +− x  و 

2

x xe e sinh را −− xنامگذاري كرد .  

  

معادله دايره :  2 2 1x y+ = معادله هذلولي:                                    2 2 1x y− =  

معادله پارامتري دايره:    
cos

sin

X x

Y x

=


=
دله پارامتري هذلوليامع:                          

cosh 0
2

sinh
2

x x

x x

e e
X x

e e
Y x

−

−

 +
= = >


− = =

 

  

  روابط بين توابع مثلثاتي هذلولي
  

)2  cosh sinh xx x e+ =  

cosh sinh xx x e −− =  

)1  2 2cosh sinh 1x x− =  

2cosh 1 sinhx x= +      2sinh 1 coshx x= ± +  

)4   
cosh

coth
sinh

x x

x x

x e e
x

x e e

−

−

+
= =

−
 )3   

sinh
tanh

cosh

x x

x x

x e e
x

x e e

−

−

−
= =

+
 

)6   
2

1
coth 1

sinh
x

x
− =  )5   2

2

1
1 tanh

cosh
x

x
− =  

)7   sinh( )
2 2

x y x y x y x ye e e e e e
x y

+ − − − −− −
+ = =  

[ ]1
(cosh sinh )( sinh ) (cosh sinh )(cosh sinh )

2

sinh( ) cosh sinh sinh cosh

x x coshy y x x y y

x y x y x y

= + + − − −

⇒ + = +
 

 

)8   sinh( ) cosh sinh sinh coshx y x y x y− = −   

)9  cosh( ) cosh cosh sinh sinhx y x y x y± = ±  

)10   
tanh tanh

tanh( )
1 tanh tanh

x y
x y

x y

±
± =

±
 

 

)11   

1 1

1 1 coth cothcoth coth
coth( )

1coth( ) coth coth
1

coth coth

x yx y
x y

x y x y

x y

+
±

= ⇒ ± =
+ ±+
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  : باشد، آنگاه داريمx=y اگر !توجه

)2   sinh 2 2sinh coshx x x=  )1   2 2cosh 2 cosh sinhx x x= +  

 

  )3   
2

2 tanh
tanh 2

1 tanh

x
x

x
=

+
 

  

  مشتق توابع هذلولي

( ) sinh
2

( ) ' ' ' cosh
2

x x

x x
u u

x x

e e
y f x x

e e
e u e y x

−

−

−
= = =

+
= ⇒ = =

 

 

( ) cosh sinh
2 2

x x x xe e dy e e
y f x x x

dx

− −+ −
= = = ⇒ = =  

 
2 2

2

2 2

sinh cosh sinh 1
tanh 1 tanh

cosh cosh cosh

x dy x x dy
y x x

x dx x dx x

−
= = ⇒ = ⇒ = − =  

 
2

2

2 2

cosh (tanh ) ' tanh 1
( ) coth 1 coth

sinh tanh tanh

x dy x dy x
y f x x x

x dx x dx x

− −
= = = ⇒ = ⇒ = = −  

 

  وارون توابع هذلولي
  

  :روش اول

2

2 2 2

( ) sinh 2 2 ( ) 1
2

2 1 0 1 ln( 1)
x

x x
x x x x

e A x

e e
y f x x y e e ye e

A yA A y y e x y y

−
−

=

−
= = = → = − ⇒ = −

→ − − = ⇒ = ± + = ⇒ = + +

 

  :روش دوم
2 2

2 2 1 2

cosh sinh 1 1

cosh 1 ln( 1) ( ) ln( 1)x x

x y

x sinhx e y y e x y y f x x x−

= + = +

+ = ⇒ + + = ⇒ = + + → = + +
 

 

2 2 2 2

1 2

0
( ) cosh

02

sinh cosh 1 1 1 ln( 1)

( ) ln( 1)

x x

x

xe e
y f x x

x

x x y y y e x y y

f x x x

−

−

>+
= = = 

<

= ± − = ± − → ± − = ⇒ = ± −

= ± −
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  مشتق وارون توابع هذلولي
حالت كلي:    sinh ' ' coshxy u y u u= → =  

1dx

dydy

dx

= 1رابطه    

 
1 2( ) cosh ( ) ln( 1)y f x x x f y y y−= = ⇒ = = ± −  

 

1طبق رابطه :    
1

2 2

1 1 ( ) 1

sinh 1 1

df x

x dxy x

−

= ⇒ =
± − ± −

 

  

  نمودار توابع هذلولي
  

  

  

  

[ ]1,

f

f

D

R

=

= +∞

�
 

  

  

  

f

f

D

R

=

=

�

�
  

  

  

  

{ }
( ) ( )

0

, 1 1,

f

f

D

R

= −

= −∞ − +∞

�

∪
    

( 1,1)

f

f

D

R

=

= −

�  



 �٩

  :شمشتمرينات فصل 

  

)1فرض كنيد : تمرين ) tanh ( )f x x−=  

  . را بيابيد و نمودار آن را رسم كنيدfدامنه، برد و مشتق ) الف

1ثابت كنيد ) ب 1
( ) ln( )

2 1

x
f x

x

+
=

−
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 �٠

  مشتق: فصل هفتم
  

)' با 0x در نقطه    f تعريف شده باشد، مشتق تابع       0x در يك همسايگي     y=f(x)فرض كنيد تابع     )f x   نـشان داده و بـه 

  :صورت زير تعريف مي كنيم

1. 
0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  

 

2. 
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
 

 

  . مشتق پذير است0x در نقطه fاگر حد بالا موجود و متناهي باشد، گوييم تابع 

  

  تعبير هندسي مشتق
  

      

1

0

1 0 02 1

2 1 1 0 0

0
0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim '( )

x x

AB

x x

f x f x f x f xy y
m

x x x x x x

f x f x
f x

x x

=

→

− −−
= = →

− − −

−
=

−

 

 

 

 

 

 

 

   را بدست آوريد؟0x  در نقطه اي به طول y=f(x) معادلات خطوط قائم و مماس بر منحني :سوال

0 0

1
'

0 0 0 0 0

0

( , ( ))

1
( ) '( )( ) ( ) ( )

'( )

m
m

A x f x

y f x f x x x y f x x x
f x

=−
− = − → − =− −   

  

)از تعريف مشتق، مشتق تابع   با استفاده:سوال ) nf x x=را بدست آوريد؟    

1

2 1

0 0

( )
lim lim

n
n n n r r n

n n
r n

h h

n
x nx h x h x

rx h x
nx

h h

− −

= −

→ →

 
+ + − + −  = =

∑
 

نكته :  1 2 2 1( )( ... )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + + +  



 �١

) مشتق تابع :سوال ) nf x x=ده از تعريف مشتق بدست آوريد؟  را با استفا  

0 0

00

0 0

( ) ( )
lim lim

n n

x x x x

x xf x f x

x x x x→ →

−−
=

− −
 

 
1 2 2 1

0 0 0 0 0 0if    ,   ( )( ... )n n n n nn n n n nn na x b x x x x x x x x xx x− − − −= = → − = − + + + +  

 
1 2 2 1

0 0 0( ... )n n n n nn n nA x x x xx x− − − −= + + + +  

 

0 0

1
1

0

0

0

1 1
lim lim

n n
n

x x x x

x x A
x

x x A A n

−

→ →

−
× = =

−
 

  

logxay  مشتق تابع:سوال   بيابيد؟مشتق تعريف  را با استفاده از =
1

1 1
1

0 0 0 0

log log 1 1 1
lim lim log lim(log ) log (lim(1 ) ) log log

ln

x
x h hx h x

e ea a x x h h
a a a a a

h h h h

h

h n x x x a

−++ +

→ → → →

−
= = = + = = =  

 
  

  .)عكس قضيه برقرار نيست.( مشتق پذير باشد، آنگاه پيوسته نيز هست0x  در نقطه y=f(x) اگر تابع :ضيهق
  

y پيوستگي و مشتق پذير بودن تابع :سوال x= 0 را در نقطهx    بررسي كنيد؟=

  .                                                      تابع پيوسته است                    

  

0 0

0   '(0) 10
'(0) lim lim

0 0   '(0) 1x x

x fx x
f

x x x f

+

−→ →

 → ⇒ =− 
= = ⇒ 

− → ⇒ = −
.تابع مشتق پذير نيست      

  
  

  مشتق تابع مركب يا قاعده زنجيره اي
  

  :د، آنگاه  مشتق پذير باشu  در نقطه f  مشتق پذير و تابع x  در نقطه g  باشد،تابع u=g(x)  و y=f(x)فرض كنيد 

' '( )x

dy du dy
u f u

dx dx du
= × =  

 

   مشتق توابع زير را بيابيد؟:سوال
1. siny u=  

 

(sin ) ' ' cosx

dy du dy du
u u u

dx dx du dx
= × = =  

 

0
lim 0 0 (0)
x

x f
→

= = =



 �٢

2. loguay =  

 
'

(log ) '
ln

u x
a

udy du dy du

dx dx du dx u a
= × = =  

 

  

  بدسـت    f  را برحسب مشتق      g  باشد، مشتق     x=g(y)  تابعي وارون پذير باشد و وارون آن          y=f(x) اگر   ):قضيه(سوال

  آوريد؟

'( )

( )( ) ( ( ))

1
( )( ) ( ( )) '( ) '( ) 1  '( )

'( )

dx
g x

dy

fog y f g y y

gof x g f x x f x g y f x
g y

=

= =

= = → = ⇒ =

 

 

1    يا 1
dy dx dy dx dx

dx dy dx dy dx
× = → × = =  

  

)1 اگر  :سوال ) cotf x x−=باشد، مشتق آن را بدست آوريد؟    
1( ) coty f x x−= =  

 
1

1

2 2

2

( ) cot( ) ( )

1 1
                                               ( )

(1 cot ) 1

'( ) (1 cot )

x f y y g y

f x
y x

g y y

−

−

= = =

⇒ = − = −
+ +

= − +

 

 

  مشتق تابع ضمني
  

اي بدست خواهد آمد     ه   مشتق مي گيريم، معادله     x  نسبت به     f(x,y)=0ي بدست آوردن مشتق تابع ضمني از طرفين         برا

dyكه آن را بر حسب 

dx
  .  بايد بدست آورد، پاسخ اين معادله مشتق ضمني است

  

مثال:  1 1( ) ' ' .n n n

x

dy
y ny y n y

dx

− −= =  
 

 

  ت آوريد؟ مشتق عبارات زير را بدس:سوال
1. 3 33 0y xy x− + =  

 
2

2 2 2 2

2
3 3( ) 3 0 ( )
dy dy dy dy x y
y y x x y x x y

dx dx dx dx y x

− +
− + + = ⇒ − = − + ⇒ =

−
 



 �٣

2. 
p

qy x=  

 
1

1 1 1 1

1

p
q p q p p q

q

dy dx dy p x p
y x q y p x x y

dx dx dx q y q

−
− − − −

−
= → = ⇒ = × =  

1
1 (1 )

p

q

pq q p pq p

p q q qp p p
x x x x

q q q

− + −
−

− −= = =  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ��

  ديفرانسيل
  

]  در فاصله     y=f(x)فرض كنيم تابع     , ]a b سته و مشتق پذير باشد، ديفرانسيل   پيوx را با  dx x= از .   نشان مي دهـيم ∆

 نشان داده dy  را با yديفرانسيل .  هر مقداري را مي تواند اختياركند∆x يا dx متغير مستقل است، پس xآن جايي كه 

  :و به صورت زير تعريف مي كنيم
'( )dy f x dx=  

  

  لتعبير هندسي ديفرانسي

  
 

( )

x
M
f x

      '
( )

x h
M

f x h

+

+
     

( )

x h
P
f x

+
 

 
 
 
 

1رابطه   
f dy→∆ >  

 

2رابطه   

 

 
 

:     خواهيم داشت2 و 1رابطه با مقايسه دو 
0' '( )

( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( )

x
M T x f f x dx

f x x f x f x dx f x x f x dx f x

ε ∆ →=∆ →∆ ≈

⇒ +∆ − ≈ ⇒ +∆ +	
  

( ) ( ) '

'( ) tan '( ) '( )

' ' '

f f x h f x M P

TP
f x TP f x x f x dx dy

x

M P f TP M T dy M T

θ

∆ = + − =

= = ⇒ = ∆ = =
∆

= ∆ = + = +

(*) 0

'( ).

(*)    0 ' 0    

x f dy f dy
f dy f dy x

x x x x

f f x dx x

if x M T y f dy

ε ε

ε

÷∆ ∆ ∆
∆ > → > → = + > ⇒ ∆ = + ∆

∆ ∆ ∆ ∆
⇒ ∆ = + ∆

∆ → ⇒ → ⇒ ∆ = ∆ =



 ��

  خطي سازي
  

0:    برابر است باLمعادله خط  0 0( ) ( ) '( )( )L x y f x f x x x= = + −  

  

0

0( )

x
M
f x

      0

0

'
( )

x h
M

f x h

+

+
      0

0( )

x h
P
f x

+
       0

0( )

x h
T
L x h

+

+
    

 

0 0  0 ( ) ( )if h f x h L x h→ ⇒ + → +  

 

0 0( ) ( )    ( , )f x L x x x h x h≈ ∀ ∈ − +  

 
  

) صورت خطي  :سوال ) 1f x x= 0  را در نقطه + 0x    بنويسيد؟=

0( ) 1f x =        
1 1

'( ) '(0)
22 1

f x f
x

= → =
+

  

 

0 0 0

1
( ) ( ) '( )( ) ( ) 1

2
L x f x f x x x L x x= + − ⇒ = +  

 

تقريب:      

1
(1) 2 1

2

0.2
(0.2) 1.2 1 1.1

2

0.06
(0.06) 1.06 1 1.03

2

f

f

f

= ≈ +

= ≈ + =

= ≈ + =

 

  

   افزايش مي دهيم، مساحت آن چه تغييري خواهد كرد؟0,1 مي باشد، آن را به اندازه 10 شعاع دايره اي در آغاز :سوال

0 10r =       0.1dr =   

 
2( ) ( )f r A f r rπ= ⇒ =        '( ) 2f r rπ=  

 

واقعي:    2 2 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) 2.01A f r dr f r r dr r d r rdr Aπ π π π∆ = + − = + − = + ⇒ ∆ =  

تقريبي:    '( ) 2 . 2A dA f r dr A A r dr Aπ π∆ ≈ → = = ∆ ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =  

 

  ديفرانسيل هاي متوالي
2 ( ) ( '( ) ) ''( ) ( ) ' '( )d y d dy d f x x f x x x f x= = ∆ = ∆ + ∆  

)از مقدار جزئي  ) ' '( )x f x∆پس.  صرف نظر مي كنيم:  
2 ''( )d y f x x= ∆  

 



 �#

حالت كلي:    ( ) ( ).n nd y f x x= ∆  

   امnديفرانسيل مرتبه 

2 2 2

'( ) ( )

                                    ( ) ( '( ) ) ' ( ''( ) ( ) ' '( )) ''( )

( ( )) '( )

dy f x dx g x

d dy d y f x dx f x dx dx f x dx d y f x dx

d g x g x dx

= =

⇒ = = = + ⇒ =

=

 

 

حالت كلي:   ( ) ( )n n nd y f x dx⇒ =  

 

    توجه!
( ) ( ) '( )( )

( ) ( ) '( )

f x x f x f c x x

f x x f x f x x

+ ∆ = + −∆


 + ∆ + ∆ 	

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 دقيق
 

 تقريبي
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  كاربرد مشتق
  

fI در فاصله f اگر تابع :قضيه D∈ باشد و اگر در اين فاصله صعودي باشد، آنگاه پيوسته و مشتق پذير  
'( ) 0x I f x∀ ∈ ⇒ >  

  و اگر تابع در اين فاصله نزولي باشد، آنگاه
'( ) 0x I f x∀ ∈ ⇒ <  

 

اثبات:    
0

( ) ( )
 ( ) ( ) lim 0 '( ) 0

x

f x x f x
if f x x f x f x

x∆ →

+ ∆ −
+ ∆ ≥ ⇒ > ⇒ >

∆
 

             

          
0

( ) ( )
 ( ) ( ) lim 0 '( ) 0

x

f x x f x
if f x x f x f x

x∆ →

+ ∆ −
+ ∆ ≤ ⇒ < ⇒ <

∆
 

 

)3تابع : مثال ) 2f x x x= −   :  را در نظر بگيريد+

fD = ⇒� .پيوسته و مشتق پذير است    

 

2 3
'( ) 3 1 0

3
f x x x= − = ⇒ = ±                        

 

  

  نقاط اكسترمم نسبي
  

هاي متعلـق  x وجود داشته باشد كه براي تمام  0x داراي ماكزيمم نسبي است، اگر يك همسايگي از          0x در نقطه    fتابع  

  :به اين همسايگي داشته باشيم

0 0 0( ) ( )    0   ( , )f x f x x x xδ δ δ≥ ∋ ∃ > ∀ ∈ − +  

 

هاي متعلـق   x وجود داشته باشد كه براي تمام        0x داراي مي نيمم نسبي است، اگر يك همسايگي از           0x در نقطه    fتابع  

  :به اين همسايگي داشته باشيم

0 0 00   ( , ) ( ) ( )x x x f x f xδ δ δ∃ > ∀ ∈ − + ⇒ ≤  

 

  : با توجه به تعاريف اكسترمم هاي نسبي مي توان ماكزيمم و مي نيمم مطلق را به صورت زير تعريف كرد:نكته

ماكزيمم مطلق  : 00   ( ) ( )fx D f x f xδ∃ > ∀ ∈ ⇒ ≥  

مي نيمم مطلق:   00   ( ) ( )fx D f x f xδ∃ > ∀ ∈ ⇒ ≤   
 

  

  

 3

3
         

3

3
−  

'( )f x  + −  +  

 ↗  ↘  ↗  
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.  مشتق پذير نيز باشـد 0x و در همسايگي آن پيوسته بوده و تابع در نقطه      0x  در نقطه     y=f(x) فرض كنيم تابع     :قـضيه 

)'0آنگاه نسبي باشد،  يك اكسترمم 0xاگر  ) 0f x   . است=

  :با توجه به تعريف اكسترمم هاي نسبي داريم: اثبات

0 0

0

0 0
0

0

0 0

0

( ) ( )
lim 0

( ) ( )
lim 0 '( ) 0

( ) ( )
lim 0

x

x

x

f x x f x

x
f x x f x

f x
x

f x x f x

x

+

−

→

→

→

+ ∆ − ≤ ∆
 + ∆ −
⇒ = ⇒ =

∆+ ∆ −
≥

∆ 

 

 
 

مثال:    [ ]2( ) 9         3,3ff x x D= − = −  

 

2
'( ) 0 0

9

x
f x x

x

−
= = ⇒ =

−
 

 

نقاط بحراني:     [ ]
(0) 3

0, 3                   0,3

( 3) 0

f

f

x R

f

=


= ± → ⇒ =
 ± =

 

  

  قضيه رول
  

] در فاصله    fيم، تابع    فرض كن  ],a b      پيوسته و در نقاط ( ),a b          مـشتق پـذير باشـد، اگـر ( ) ( )f a f b=      باشـد، نقطـه  

( ),c a b∈ به طوري كه '( ) 0f c =  

  

  )براي مشتققضيه مقدار ميانگين (تعميم قضيه رول 
  

) به غير از( برقرار باشدfفرض كنيم شرايط قضيه رول براي تابع  ) ( )f a f b=  (در اين صورت :  
( ) ( )

( , )   '( )
f b f a

c a b f c
b a

−
∃ ∈ ∋ =

−
 

 

  .اثبات
'( ) ( ) ( ) '( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )( )h c f b f a f c b a h x x f b f a f x b a= − − − → = − − −  

  

)تابع پيوسته و مشتق پذير است و  ) ( )f a f b=قضيه رول برقرار است، در نتيجهپس شرايط .   مي باشد  
( ) ( )

'( ) ( ) ( ) '( )( ) 0 '( )
f b f a

h c f b f a f c b a f c
b a

−
= − − − = ⇒ =

−
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2نشان دهيد تابع : مثال 1 0ky x Px q+= + + 0k با شرط = 0P و ≤    دقيقاً يك ريشه دارد؟<
2 1( )               ,    ( ) 0  ,   ( ) 0k

ff x x Px q D f f+= + + = −∞ < +∞ >�  

 

1يشه دارد به طوري كه  دو رfفرض كنيم تابع : برهان خلف 2x x< باشد، آنگاه در بازه [ ]1 2,x xداريم :  
2

1 2( ) ( ) 0 '( ) (2 1) 0kf x f x f x k x P= = ⇒ = + + >  
)'معادله  )f x 2 هيچ ريشه اي ندارد پسxاي وجود ندارد و تابع فقط يك ريشه دلرد .  

  

  قعر منحني و نقطه عطفت
  

 مشتق تـابع در ايـن نقطـه و يـك     ،c اگر در نقطه :)تقعر مثبت(  داراي تقعر رو به بالاست x=c  در نقطه y=f(x)تابع  

  .  بالاي خط مماس بر منحني در اين نقطه باشدfهمسايگي آن موجود باشد، به طوري كه نمودار 

  .هر خط مماس بر منحني كه رسم كنيم، منحني يا نمودار در بالاي آن خط مماس باشد: تابع محدب

  
( ) ( ) '( )( )           , ( ) ( )T x y f c f c x c f x T c= = + − >  

 

)   تقعر مثبت ) 0 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) '( )( ))

  ( ) 0 ( ) ( )

if g x f x T x
g x f x T c f x f c f c x c

if g x f x T x

> ⇒ >
⇒ = − = − + − ⇒

< ⇒ <
 تقعر منفي 

  
  

راي تقعر مثبـت اسـت،       دا (c,f(c)) و همسايگي آن داراي مشتق باشد، تابع در نقطه           c در نقطه    f فرض كنيم تابع     :قضيه

)''اگر   ) 0f c )''و اگر    < ) 0f c )در تقعـر مثبـت در همـسايگي         . ( باشد، تابع داراي تقعر منفي است      > ) 0g x  و در   <

)تقعر منفي در همسايگي  ) 0g x <(   

  .اثبات
''( ) 0  ( , )    '( ) '( )

''( ) 0  ( , )    '( ) '( )

f c N c if x c f x f c

f c N c if x c f x f c

δ
δ

> ⇒ ∃ ∋ < ⇒ <

< ⇒ ∃ ∋ > ⇒ >
 

 
( ) ( ) [ ( ) '( )]        [ , ]

( ) ( ) ( )
. . :   '( )            '( ) ( ) ( ) '( )

( ) ( )( '( ) '( )) ( ) 0

g t f t f c f t c c x

g x g c g x
M V T g z c z x g z g x x c g z

x c x c

g x x c f z f c g x

= − − −

−
= < < ⇒ = ⇒ = −

− −
⇒ = − − ⇒ >
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  عين اكسترمم هاي نسبي به كمك مشتق دومت
  

 c در يك همسايگي     f' يك نقطه بحراني براي آن است و هم چنين فرض كنيم             x=c تابعي باشد كه     fفرض كنيم تابع    

)''اگر .  ماكزيمم نسبي است  f(c)تعريف شده باشد، در اين صورت        ) 0f c ) باشد و > )f c    مي نيمم نـسبي اسـت، اگـر 

''( ) 0f c   . باشد<

)''اگر  ) 0f c   . نسبي نمي توان استفاده كردنيمم  باشد، از مشتق دوم براي تعيين ماكزيمم و مي=

  

مثال:    { }3 3
( )        0ff x x D

x
= + = −�  

4
2 4

2 2

3 3 3
'( ) 3 0 0 3 3 0 1

x
f x x x x

x x

−
= − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = ±  نقاط بحراني   

3 2 4 4

4 3 3

12 . 2 (3 3) 6 6 6
''( ) 6

x x x x x
f x x

x x x

− − +
= = = +  

''(1) 12 0 1f x= > → =     A (1, 4) مي نيمم نسبي 

''( 1) 12 0 1f x− = − < → = −      B (-1,-4)  ماكزيمم نسبي 
  

  نقطه عطف
  

 x وجود داشته باشد به طوري كه براي هر (a,b)  مانندc گويند، اگر يك همسايگي f را نقطه عطف تابع (c,f(c)) نقطه 

)'' داشته باشيم    (a,c)در فاصله    ) 0f x )'' داشته باشيم    (c,b) در فاصله    x و براي هر     < ) 0f x پـس  .  و يا بـه عكـس      >

''( ) 0f c   . نقطه عطف است=

)'' وجـود دارد، بـه طـوري كـه     x=cاي مانند براي نقطه، تابعي باشد كه    fاگر تابع   : قضيه ) 0f x در صـورتي نقطـه   . =

(c,f(c)) نقطه عطف اين تابع است كه يك همسايگي از ،c مانند (a,b)وجود داشته باشد، به طوري كه :  

1 (''( )f x در همسايگي مذكور وجود داشته و براي هر xبه جز (ين فاصله  در اx=c ( ''( ) 0f x   . باشد≠

2 (''( ) ''( ) 0f a f b <  
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  )تعميم مقدار ميانگين (يشوقضيه ك
  

) مشتق پذير باشد و هم چنين بازاي هـر           (a,b) در فاصله    g و   fفرض كنيم توابع     , )x a b∈      ،داشـته باشـيم '( ) 0g x ≠ 

)اي ماننـد    آنگاه نقطـه   , )z a b∈           وجـود دارد بـه طـوري كـه ( ) ( ) '( )

( ) ( ) '( )

f b f a f z

g b g a g z

−
=

−
بـه شـرط ايـن كـه        . ( باشـد  

( ) ( )g b g a≠(  

  .اثبات

( ) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))h x g x f b f a f x g b g a= − − − →  ( ) ( )h a h b= ينتابع پيوسته و مشتق پذير است و هم چن  

 

)   طبق قضيه رول , )   '( ) 0z a b h z⇒ ∃ ∈ ∋ =  
  

)ln:  با استفاده از قضيه كشي ثابت كنيد:سوال 1)
1

x
x x

x
< + <

+
)   0x >(  

( ) ln( 1)f t t= +  

                             1b x=     0a =  

( )g t t=  

 
1

ln( 1) ln(1) 1 ln( 1)       0
1 1 1 1

x xz x z x
x z

+ − += ⇒ + = < <
+ − +

 

 

ln( 1)
1 1 0 1 1

x x x x
x x

x z x
< < ⇒ < + <

+ + + +
 

  

  )شرط استفاده از اين قضيه فقط برقراري شرايط(قضيه هوپيتال 
  

)'، اگر  )cاحتمالاً غير از خود ( مشتق پذير باشد c در يك همسايگي از g و fفرض كنيم تابع  ) 0g x  باشد، بازاي ≠

x c≠  و اگر lim ( ) lim ( ) 0
x c x c
f x g x

→ →
= lim يا = ( ) lim ( )

x c x c
f x g x

→ →
= = ) باشد، آنگاه ∞ ) '( )

lim lim
( ) '( )x c x c

f x f x

g x g x→ →
= 

  .اثبات
( )      

( )
0            

f x x c
F x

x c

≠
= 

=
            

( )      
( )

0            

g x x c
G x

x c

≠
= 

=
 

 

كشي:   
( ) ( ) '( )

        
( ) ( ) '( )

F x F c F z
c z x

G x G c G z

−
= < <

−
 

( ) '( ) ( ) '( ) '( ( ))
lim lim lim

( ) '( ) ( ) '( ) '( ( ))x c x c x c

f x f z f x f z f z x
k

g x g z g x g z g z x→ → →
⇒ = ⇒ = = =  

 
'( ) '( ( )) '( )

lim lim lim
'( ) '( ( )) '( )x c x c z c

f x f z x f z

g x g z x g z→ → →
= =  
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  قضيه تيلور
  

]:فرض كنيم تابع  , ]f a b →� طوري باشد، كه مشتقات اول تا  n ام آن روي فاصله [ , ]a b موجودند، تعريف شود 

] روي فاصله f ام تابع nو هم چنين مشتق  , ]a bتق پذير باشد، در اين صورت پيوسته و در روي نقاط داخلي آن مش:  

0

0 1

0

1

2

( ) ( )

( ) ( ) '( )( ) ( ) ( ) '( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

                     '( ) '( ) '( )

''( )
                     ''( ) ''( )

2

                        

n
r

r

r

P x c x a

f b f a f c b a f x f a f c x a c c x a

f a c P a f a

P a f a c f a

f a
P a f a c

=

= −

= + − → = + − = + −

= ⇔ =

= ⇒ =

= ⇒ =

∑

�
( )

( ) ( )

                       

( )
                      ( ) ( )

!

n
n n

n

f a
P a f a c

n
= ⇒ =

� �

 

( )

0 1

0 0

2 ( ) ( 1) 1

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

!

''( )( ) ( )( ) ( )( )
  ( , )    ( ) ( ) '( )( )

2! ! ( 1)!

r rn n
r n

r n

r r

n n n n

f a x a
P x c x a c c x a c x a

r

f a b a f a b a f c b a
c a b f b f a f a b a

n n

= =

+ +

−
⇒ = − = + − + + − =

− − −
⇒ ∃ ∈ ∋ = + − + + + +

+

∑ ∑�

�

 

 

 به !توجه
( 1) 1( )( )

( 1)!

n nf c b a

n

+ +−
+

  . باقي مانده مي گويند

) اگر تابع    :نكتـه  )f x    در فاصله [ , ]a b         1 پيوسته بوده و مشتقات پيوسته تا مرتبهn  در اين فاصله داشته باشد و مـشتق      −

) ام در نقاط داخلي nمتناهي مرتبه  , )a b موجود باشد، آنگاه   
1

( )

0

( )( ) ( )
[ , ]       ( ) ( )     ( , )

! !

r r nn
n

r

f a x a x a
x a b f x f a b

r n
ξ ξ

−

=

− −
∀ ∈ = + ∈∑  

 
( )      0 1a x aξ θ θ= + − < <  

  

  يم قضيه مقدار ميانگينتعم
  0 ( ) ( ) '( )( )if n f b f a f c b a= ⇒ = + −  

 

   توجه!
( 1) 1

0

( )( ) ( )( )
( )      

! ( 1)!

r r n nn

r

f a x a f c x a
f x n

r n

+ +
+

=

− −
= + ∈

+∑ �  

  

  بسط مك لورن
( ) ( 1) 1

0

(0) ( )
 if  0 ( )

! ( 1)!

r r n nn

r

f x f c x
a f x

r n

+ +

=

= → = +
+∑  
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  بسط مك لورن هريك از توابع زير را بنويسيد؟: سوال
1. ( ) xf x e=  

 
( )

1

0

( ) 0

( )

                          ( )
! ( 1)!

(0) 1

n x

n x nn
x

r

n

f x e

x e x
f x e

r n

f e

+

=

=

⇒ = = +
+

= =

∑  

 
2. ( ) sinf x x=  

 

3 7

(sin ) sin( )
2

( ) sin
3! 7!

n n
x x

x x
f x x x

π
= +

= = − − +�

 

 
3. ( ) cosf x x=  

 

2 4 6

(cos ) cos( )
2

( ) cos 1
2! 4! 6!

n n
x x

x x x
f x x

π
= −

= = − + − +�

 

) مي توان براي تابع :نكته ) xf x e=سري به صورت زير تعريف كرد :  

0

0

( )
!

( )
( )

!

n
x

r

n
x

r

x
f x e

r

x
f x e

r

∞

=

∞
−

=

= =

−
= =

∑

∑
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  بهينه سازي
  

اي قائم را در نظر بگيريد، اگر بخواهيم در ساخت آن اي دايرها شكل استوانه يك قوطي كنسرو با حجم مشخص ب:سوال

  د استفاده كنيم، نسبت ارتفاع به شعاع قاعده آن چقدر خواهد بود؟ااز كم ترين مو
 

2

2

2

 ' 0

2 2

2
(2 ) 0

0 2 (2 ) 0 2

V r h V

S rh r

dV dh dh h
rh r

dr dr dr r

ds dh h
r h r

dr dr r

π

π π

π

π

= → =

= +

−
= + = ⇒ =

= ⇒ + + = ⇒ =

 

 

3 مايعي كه در قيف كوچكي به شكل مخروط ريخته شده است، با آهنگ       :سوال

12 cm
s

.  از ته قيف بيرون مـي ريـزد  

 بالاتر از ته قيف قرار دارد، ارتفاع cm 5وقتي كه سطح مايع   .  است cm 4 و شعاع قاعده بالايي آن       cm 20ارتفاع قيف   

  مايع با چه سرعتي كم مي شود؟
3

' 12cmV
s

= −       0 20 h cm=      0 4 r cm=      ' ?th =  

0

0

( ) 20
5

( ) 5

hh t

r t r
= = =  

 

3

2 2

12

1 36
( ) ( ) ( ) '( ) 2 '( ) ( ) ( ) '( ) ( )

3

( ) 5 ( )

12
'( ) 5 '( ) '( )

dV cm
sdt

V t r t h t V t r t r t h t h t r t

h t r t

h t r t h t

π
π

π

=−

−
= → = + =

=


→ −
= ⇒ =

 

 

2 ميله اي به طول      :سـوال  π+  دو قسمت تقسيم مي كنيم، سپس يكي را به از نقطه اي روي آن، آن را به    .  موجود است

نقطه برش را طوري بدست آوريد كه مساحت دايـره و مربـع             . شكل دايره و قسمت ديگر را به شكل مربع در مي آوريم           

  حاصل برابر شوند؟
2

1S rπ=                             1 12 2P r xπ π= = + −  
2

2

2 2
16

x
S r S= ⇒ =              2 2 24

4

x
P r x r= = ⇒ =  

2 2

1 1 1 1

2 2
2 2 ( ) .

2 2

x x
r x r S r

π π
π π π π

π π
+ − + −

= + − ⇒ = → = =  

2 2 2
2

1 2

(2 )
(2 ) 2

4 16 4 2

2 4 2 2 4 2 (2 )
2

4 2 2 8 2 8

42 2

x x x x
S S x x

x
x x x x

x x

π π π
π π

π
π

π π π π π

π π π π
ππ π

+ −
= ⇒ = ⇒ + − = ⇒ + − = ±

⇒ + − = − ⇒ + − = − ⇒ + = −

+ + + +
⇒ = × ⇒ =

−− +
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m ثابت كنيد، اگر :سوال nx y c= باشد، آنگاه x y+هرگاه .  حداقل استx y

m n
   )c=cte. (  باشد=

 

m n
n

m

c
x c y y

x

− = ⇒ =  

1 1
1

1 1
1

1

( ) '( ) 1 0

1
( ) ( )

m m

mn n n n n

m m n

n n n n

m n

m n mn n n
m n

n

m
f x x cx x c x f x c x

n

n n
c x x c

m m

n m m m m
c x c x c x c c

m n n n n
x

−
− −−

+
− − − − −

+
− +

+

= + = + → = − =

= ⇒ =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

 

 

4m دارد، با آهنگ     2800mm طول مستطيلي كه مساحت ثابت       :سوال
s

در لحظـه اي كـه عـرض    .  افزايش مـي يابـد    

0.5mمستطيل با آهنگ 
s

  .يل چقدر است كاهش يابد، عرض مستط

t طول مستطيل در لحظه :    ( )L t  

t عرض مستطيل در لحظه :    ( )W t  

 
2( ). ( ) 800L t W t mm=               '( ) 0.5 '( ) 4W t L t= − =  

 

  از طرفين مشتق مي گيريم، آنگاه
'( ). ( ) '( ) ( ) 0L t W t W t L t+ =  

 
( ) 0.5 5 1

( ) 0.5 ( ) 0
( ) 4 40 8

W t
W t L t

L t
− = ⇒ = = =  

 
( ) 1

( ) 8 ( )
( ) 8

W t
L t W t

L t
= ⇒ =  

 
28( ( )) 800 ( ) 10w t W t mm= ⇒ =  

 

2 ذره اي روي منحني      :سوال 218 9x y−  واحـد در ثانيـه   9  آن با آهنگ ثابت y طوري حركت مي كند كه مختص   =

9xوقتي . افزايش مي يابد   ه آهنگي تغيير مي كند؟ با چ ذرهx ، مختص =
( )x x t=        ( )y y t=  

 
'

2 ' 36 ' 0 '          ' 9  ,  9
18

' 18

when   9 2 ' 18 2 36

xx
xx yy y y x

y

x y

x y x

− = ⇒ = = =

⇒ =

= ⇒ = ± ⇒ = ± × = ±

 

 



 ##

  :هفتم تمرينات فصل
  

)معادلات خطوط مماس بر منحني : تمرين ) 3y f x x= ) رادر نقطه= 1, 1)A −    بدست آوريد؟−

  

اگر  : تمرين
1

sin       0
( )

0                0

x x
f x x

x

 ≠
= 
 =

   باشد، پيوستگي و مشتق پذيري آن را بررسي كنيد؟

  

  :ثابت كنيد: تمرين
1 1

1 1

1) tan tan

2) sin sin

y x y x

x y x y

− −

− −

− ≤ −

− ≤ −

  

  

)1با استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع : تمرين ) tanf x x−=را بدست آوريد؟   

  

tanhوارون و مشتق تابع : تمرين xرا بدست آوريد؟    

  

1xeثابت كنيد كه : تمرين x≥  . مي باشد+
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  انتگرال: فصل هشتم
  

] در فاصله    fفرض كنيم تابع     ],a b      تعريف شده باشد، بازه [ ],a b را به n   قسمت تقـسيم مـي كنـيم ) .n   ًقـسمت لزومـا 

1nبا انتخاب   .) [ مساوي نيتند  ] نقطه دلخواه در فاصله      − ],a b [         كه آن را يك افراز از آن مي ناميم .{ }0 ,..., nP x x= .

] مي ناميم، يعني فاصله ∆xطول هر زير فاصله را  ]1,i ix x− 1 راi i ix x x−− =   . تعريف مي كنيم∆

  . نشان مي دهيم∆نرم افراز گوييم و با علامت ) طول بزرگترين زير فاصله(  را طول ∆ixطول بزرگترين مقدار 
                                                                       

[ ] [ ] [ ]
{ }

0 1 2

0 1 1 2 1 1,  ,    ,    ,  ,       

max

n

n n i i i

i

a x x x x b

x x x x x x x x x

x

− −

= < < < < =

< ∆ = −

∆ = ∆

�

�  

 
 
 
 
 
 
 
 

)1  صعودي باشد، آنگاه   fاگر فرض كنيم تابع      ) ( )i if x f x  خواهد بود، بنابراين مـساحت مـستطيل بزرگتـر از زيـر             <−

) ام   iفاصله   )i ix f x∆     1 و مستطيل كوچكتر( )i ix f x اگر مجموع مـساحت مـستطيل هـاي بزرگتـر و           .  خواهد بود  ∆−

)كوچكتر را حساب كنيم، واضح است كه مساحت زير منحني  )f x در فاصله [ ],a bمابين اين دو مساحت خواهد بود .  

1

1

1

1 1

1

( )

                          ( ) ( )

( )

n

i i

i

n n

i i i i

i i

n

i i

i

x f x

x f x S x f x

x f x

−
=

−
= =

=

∆

⇒ ∆ ≤ ≤ ∆

∆

∑

∑ ∑

∑

 

 

حال اگر تعداد زير فاصله ها را افزايش دهيم مساحت مستطيل هاي كوچكتر و بزرگتر به هم ديگر نزديك خواهند بود و                      

nدر حالت حدي وقتي       در نتيجـه بـا توجـه بـه قـضيه             ميل مي كند، اين دو مساحت با هم ديگر برابر مي شوند،            ∞→

  .فشردگي مساحت زير منحني نيز برابر مساحت مستطيل ها خواهد بود

] را در فاصله f(x)مجموع ريماني تابع  ],a bبه صورت زير تعريف مي كنيم :  

[ ]1

1

( )        ,
n

i i i i i

i

x f c c x x−
=

∆ ∈∑  

] در فاصله f(x) باشد، مساحت f(x)>0اگر  ],a bبه صورت زير تعريف مي كنيم :              

     
0

1

lim ( )
n

i i

i

x f c
∆ →

=

∆∑  
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انتگرال معين:    
0

1

( ) lim ( )
nb

i i
a

i

f x dx x f c
∆ →

=

= ∆∑∫  

] در فاصله f(x)با توجه به تعريف بالا تابع  ],a b انتگرال پذير است، اگر حد بالا موجود باشد.  

  

) توجه!  ) ( ) ( )h x f x g x= +                     
0

( ) ( ) ( )
n

h x f x g x
∞

=

= +∑ ∑ ∑ .اگر موجود باشد اين گونه است         

 

0

1

2

1

2

2

2( ) ( ) lim ( )
2 2

( )
2

i

nb

i
a x

i

i

b a
x x

x a

b a
x a

b a b a
x a f x dx f c

b a
x a i

→∞
=

−
∆ = = ∆

= 
− = +

− −

= + ⇒ =


− = +


∑∫
�

 

 

)3فرض كنيد   : سوال )f x x=       و مساحت محصور بين خطوط x=1   و x=0         را با تعريف مساحت انتگرال معين حـساب 

  كنيد؟
           
 
 
 

                               

2 2
3 3

4 4
0 0

1

2

1 1 1 ( 1) 1
lim ( ) lim lim ( )

4 4

i

i

n n

x x x
i i

b a
x x

n

i
x

n

i n n
i

n n n n→∞ →∞ →∞
= =

−
= = ∆ =

=

+
= = =∑ ∑

 

 
 
 

 
 

 

مثال:   
4 4 2 2 4

3 3 3

4 40
0 0

( 1)
( ) lim ( ) lim lim ( )

4 4

n nx

x x x
i i

x ix x x n n x
f x t dt i

n n n n→∞ →∞ →∞
= =

+
= = = = =∑ ∑∫  
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  خواص انتگرال معين

)1   ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫  

)2   ( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dxα β α β+ = +∫ ∫ ∫  

)3   ( ) 0
a

a
f x dx =∫  

)4     ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
if a c b f x dx f x dx f x dx< < ⇒ = +∫ ∫ ∫  

)5  [ , ]    ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
x a b f x g x f x dx g x dx∀ ∈ ≤ ⇒ ≤∫ ∫  

)6   ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

  

] در فاصله f اگر تابع    :قضيه ],a b پيوسته باشد، آنگاه f روي فاصله [ ],a bعكـس قـضيه برقـرار    . (سـت  انتگرال پذير ا

  .)نيست

  . انتگرال پذير نباشد، پس پيوسته نخواهد بودfاگر تابع 

  

)2 اگر   :سـوال  1) ( )
b

a
x g x dx−∫       موجود نباشد، چه شرطي بايد g(x)  داشته باشد؟ اگر تابع g(x)    پيوسـته نباشـد، پـس 

  .مشتق پذير نيز نخواهد بود
  

      1 آيا تابع    :سوال
( )

0     

x
f x

x

∈
= 

∉

�

�
 انتگرال پذير است؟ چون ريمان بالا و پايين با هم برابر نيست، پس انتگرال پذير                

  :نخواهد بود

ريمان بالا:   
0

0

( , ) lim           ( ( ))
n

i i i

i

U f P M x M Sup f x
∆ →

=

= ∆ =∑  

                                                                               [ ]1  ,i ix x x−∈  

ريمان پايين:   
0

0

( , ) lim              ( ( ))
n

i i i

i

L f P m x m Inf f x
∆ →

=

= ∆ =∑  

 

( , ) ( ) ( , )
b

a
L f P f x dx U f P≤ ≤∫  

)چون  , ) 1U f P ) و = , ) 0L f P   : پس انتگرال پذير نيست، زيرا=

0

0 0

( , ) lim 0

                                                                                   0

( , ) lim lim 1

i i

i i i

L f P x m

b a

U f P x M x b a

∆ →

∆ → ∆ →

= ∆ =

⇒ ≠ − →

= ∆ = ∆ × = −

∑

∑ ∑

 انتگرال پذير نيست  
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  ساب كنيد؟ انتگرال زير را ح:سوال
3 3 334 1 2 3 4

3 3 3 3 3

0 0 0 0 0

3 3 33 30 ( 2 1) 2( 3 2 ) 3( 4 3)

x dx x dx x dx x dx x dx         = + + +         

= + − + − + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

 

توجه!             0 1 1        
b c b

n n
a a c
f f f c a c c b c += + = < < < < =∫ ∫ ∫ �  

 

نكته:    ( )
b

a

b a
kdx k b a k

n

−
= = −∫  

  

  قضيه مقدار ميانگين براي انتگرال
  

] در فاصله f(x)اگر تابع  ],a b پيوسته باشد، آنگاه نقطه اي مانند c در فاصله [ ],a b وجود دارد به طوري كه   

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx b a f x= −∫  

  .اثبات

[ ]

[ ]. .

,   ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
 ,  ( )

b

a

b b

I V Ta a

x a b m f x M m b a f x dx M b a

f x dx f x dx
m M c a b f x

b a b a

∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ −

⇒ ≤ ≤ → ∃ ∈ ∋ =
− −

∫

∫ ∫
 

 

مثال:   ( ) cos         [0,1]   , 2 1nf x x n kπ= = +  

 
1

0

'( ) 01

1

0

1 cos 1 1 cos 1

1
(0) 1  ,   ( 1) 1  ,   '( ) sin cos 0 ,  ,  1

2

 2

1
(1) 1 ,  (0) 1 ,  ( ) 0 ,  ( 1) 1 0 cos 1

2

n n

f xn

n

x x

f f f x n x x x x x

if n k

f f f f xdx

π π

π π

π

=−

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤

⇔ = − = − = − → = = =

=

= = = − = ⇒ ≤ ≤

∫

∫

 

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٧١

  قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال
  

  : است، پيوسته باشدa كه شامل نقطه I روي بازه fاگر تابع 

)صورت   به   Fاگر تابع   ) الف ) ( )
x

a
F x f t dt= ين تابع خوش تعريف است، معين است و مـشتق پـذير            اتعريف شود،     ∫

)مي باشد و  )
( )

dF x
f x

dx
=  

       : اثبات
[ ],

0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim lim lim

lim ( ) lim ( ) ( )

x h x x h

c x x ha a a

h h h

h c x

f t dt f t dt f t dt x h x f c
F x

h h h

f c f c f x

+ +

∈ +

→ → →

→ →

− + −
= = = →

= =

∫ ∫ ∫
 

 باشد، يعني    f يك تابع اوليه براي      F*اگر  ) ب
*( )

( )
dF x

f x
dx

b است، در اين صـورت بـازاي هـر          = I∈  خـواهيم 

  :داشت
* *   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b

a
b I f t dt F b F a F b F a∀ ∈ = − = −∫  

 

  .اثبات

  ( ) ( )   ,
b

a
if F x f t dt= ∫ )'   مي دانيم       ) ( )F x f x=  

*

* * *

* *

( ) ( )
( ) ' 0

( ) ( ) 0 ( )

F b F b k
F F F F k F F k

F a F a k F a k

 = +
⇒ − = ⇒ − = − ⇒ = + ⇒

= + = ⇒− =
     

  . استk برابر F وF*تفاوت 

  

بيان ديگر:    
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b a

a a a
f t dt f t dt f t dt F b F a= − = −∫ ∫ ∫  

  

) تابع جديد    :اثبات ديگر  ) ( )
x

a
F x f t dt= : قـضيه اساسـي داريـم     ) الـف ( را در نظر مي گيريم، با توجـه بـه قـسمت              ∫

'( ) ( )F x f x=        و چون بنا به فرض مسئله *'( ) ( )F x f x=              است و با توجه به قضيه مقدار ميانگين تفاضل اين دو تابع

)*مقدار ثابتي خواهد بود، يعني  ) ( )     ( )F x F x k k= +   : پس خواهيم داشت�∋
*( ) ( ) ( )

b

a
F b F b k f t dt= + = ∫ 1رابطه       

* *( ) ( ) ( ) 0 ( )
a

a
F a F a k f t dt k F a= + = = ⇒ = −∫  

)*، 1اگر در رابطه  )k F a=   :، خواهيم داشت را قرار دهيم−
* *( ) ( ) ( ) ( )

b

a
F b F b F a f t dt= − = ∫  

 

مثال:    
33

3
2 3 3

2
2

1 19
(3 2 )

3 3 3

x
x dx = = − =∫  

 



 ٧٢

  مشتق گيري از انتگرال
  

فرض كنيم، تابع 
( )

( )
( ) ( )

h x

g x
F x f x= )':  است، در اين صورت∫ ) '( ) ( ( )) '( ) ( ( ))F x h x f h x g x f g x= −  

مثال:   
2

( tan ) ' 2 tan(2 ) tan
x

x
tdt x x= −∫  

  

  تابع اوليه يا انتگرال نامعين
  

)اگر مشتق تابع  )
( )

dF x
f x

dx
  . گويندf يك تابع اوليه F باشد، به تابع =

، 2xe: مانند.  هر تابعي، تابع اوليه ندارد و مفهوم انتگرال پذير بودن در حالت كلي مستقل از تابع اوليه داشتن است                  !توجه

sin x

x
 ،tanx x 1 يا

sinx x+
در حالي كه . 

2

2

x

e dx π
+∞

−∞
=∫.  

  

  روش كلي براي بدست آوردن تابع اوليه
  

  :روش عمومي اين است كه در زير علامت انتگرال مشتق تابع و خود تابع را ظاهر كنيم، مانند
11

'
1

m m

xu u dx u c
m

+= +
+∫                                11

1

m mx dx x c
m

+= +
+∫  

 

  

   انتگرال هاي زير را حساب كنيد؟:سوال

1) 2

2

2
1

2 1

x
dx x c

x
= + +

+
∫  

 

2) 2(1 tan ) tanx dx x c+ = +∫  

 

3) 
1cos

sin cos
1

n
nx xdx c

n

+

− − = − +
+∫  
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  روش هاي انتگرال گيري
  

   روش تغيير متغير-1
  

)صله   يك تابع مشتق پذير در فا      uاگر   , )a b    باشد و تعريف كنيم  :( )au A=  و ( )bu B= و تابع f  روي بـرد u  پيوسـته 

':                                                  باشد، آنگاه خواهيم داشت . ( ( )) ( )
b b

x
a a
u f u x dx f u du=∫ ∫   

  

   زير را حساب كنيد؟ انتگرال هاي:سوال

1) 
sin

.
x
dx

x
∫  

 

2 2
2

sin sin
. .(2 ) 2 sin 2cos 2cos

dx
x u du dx x du udu

x

x u
dx udu udu u c x c

ux

= → = ⇒ = =

= = = − + = − +∫ ∫ ∫
 

 

2) 
2

3
.

1

x
dx

x−
∫  

 

روش اول:    2

2

2
3 . 3 1

2 1

x
dx x c

x

−
− = − − +

−
∫  

 

روش دوم:    

2

2

2

1 2
2

3
3 2. 3 3 3 1

21

dt
x t xdx dt xdx

dt
x dt

dx t c x c
t tx

−
− = →− = ⇒ =

−

= = − = − + = − − +
−

∫ ∫ ∫

 

 

   روش جز به جز-2
  

   باشند، آنگاهx  توابعي از v و uفرض كنيد 

( . ) . . . ( . ) . . ( . ) .d u v u dv v du u dv d u v v du u dv d u v v du= + → = − ⇒ = −∫ ∫ ∫  

 

  

  

  

  



 ٧�

   حاصل را بيابيد؟:سوال

1) cosI x xdx= ∫  

 

                                         sin sin sin cos

cos sin

dx dux u

I x x xdx x x x c

xdx dv x v

==


→ ⇒ = − = + + 
 = =

∫  

 

2) 2 sinI x xdx= ∫  

 
2

2 2

2

                                          cos 2 cos cos 2 sin 2cos

sin cos

xdx dux u

I x x x xdx x x x x x c

xdx dv x v

= =


→ ⇒ = − + = − + + + 
 = − = 

∫  

 

3) cos(ln )I x dx= ∫  

 

ln .

cos .

.

                                     sin sin .

cos sin

t t

t

tt

t t

dx
x t x e dt dx e dt

x

I e t dt

du e dte u

I e t e t dt

tdt dv v t

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

=

 = =
 

→ ⇒ = − 
 = = 

∫

∫

 

  sin .

.

                                       cos cos .

sin . cos

1
sin cos cos . 2 sin cos ( sin cos )

2

t

tt

t t

t t t t t t t

if J e t dt

du e dte u

J e t e t dt

t dt dv v t

I e t e t e t dt I e t e t I e t e t

=

 = =
 

→ ⇒ = − + 
 = = − 

= + − ⇒ = + ⇒ = +

∫

∫

∫

 

 

4) 
2

6

3

1

x
I dx

x
=

−
∫  

 
3

2

3

3 2
sin sin

1

x u

x dx du

du
Arc u c A rc x c

u

=

=
→ = + = +

−
∫  

 
 
 
 
 



 ٧�

5) 
1 x

dx
I

e
=

+∫  

 

(1 )

( 1) ( 1)
1 ( )

( 1) 1 ( 1)
0

( ) 1                  1

1

ln ln 1 ln 1
1

x x

x

x

dt dt dt
e t e dx dt dx I

e t t t

t t t t
A B t A B A

t t t t t t
A B

t A B A B

A

dt dt
I t t c x e c

t t

= → = ⇒ = = → =
+




 + = +
+ +

= + = ⇒ 
+ + +  + =  + + ≡ ⇒ ⇒ = −

  =

= − = − + + = − + +
+

∫

∫ ∫

 

 
 

6)  secI xdx= ∫  

 توجه! 
2 2

' '

sin 1
sec tancos cos ( ) ln(sec tan ) ( ) sec ( ) ( ) sec

sec tan sec tan

x

x xx xif f x x x f x x f x x
x x x x

+ +
= + ⇒ = = ⇒ =

+ +
 

sec ln sec tanI xdx x x c⇒ = = + +∫  

 

روش ديگر  : 
2 2 2

2

2

1
sec cos sin

sin 1 1
1

du du du du
x u x xdx dx dx

u u u x u u
u

u

−
= → = ⇒ − = ⇒ = = = =

−−

 

1 1

2 2

.
sec cosh cosh (sec )

1 1

u du du
I xdx u c x c

u u u

− −= = = = + = +
− −

∫ ∫ ∫  

  

  

  روش انتگرال گيري از كسر هاي گويا
( )

( )

f x

g x∫  

  

  انتگرال كسري ساده نوع اول

1

1
ln                  1

1( )
( )      1

(1 )

n
n

ax b c n
dx n

I
ax b

ax b c n
a n

−

 + + =
= = 

+  + + ≠
−

∫  

  

  



 ٧#

  انتگرال كسري ساده نوع دوم

2 2 2

2

2

2 2 2

( )

2 2
tan

             ( 4 0)
( )

(2 )
22 2 2

( ) 2 ( ) ( )

2
( ) 2 ( )

n

n n n

ax bx c x A B

x An n
t

B

Px q
I dx b ac

ax bx c

p Pb Pb
ax b q q

P ax ba a aI dx dx dx
ax bx x a ax bx c ax bx c

Pb
q

Pb dxaJ dx q
ax bx c a ax bx c

+ + ≡ + +
+

=

+
= − <

+ +

+ − + −−
= = +

+ + + + + +

−
= = − →

+ + + +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

  

  انتگرال:سوال
2 2 3

xdx
I

x x
=

+    را حساب كنيد؟∫+

 

2

1
tan

2

2 2 2 2 (1 tan )

2
2 2

2

2

1
(2 ) 1

1 2 22
( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1) 2

1 2 (1 tan ) 1 2
ln ( 1) 2 ln ( 1) 2

2 2(1 tan ) 2 2

1 2 1
ln ( 1) 2 tan

2 2 2

x
t

dx t dt

x x
x dx

dx dx
x x x

t dt
x x t c

t

x
x A rc c

+
=

= +

+ − +
= − →

+ + + + + +

+
= + + − = + + − +

+

+
= + + − +

∫ ∫ ∫

∫  

  

  

  قضيه اويلر
  

)ابــل تجزيــه بــه عبــارت درجــه اول ق g(x)هــر چنــد جملــه اي ماننــد  )rx a− و عبــارت درجــه دوم فاقــد ريــشه 
2( )max bx c+   .زدوج نتيجه مي شود مي باشد كه از اولي ريشه هاي حقيقي و از دومي ريشه هاي مختلط م+

  

1( ) ( ) ( )ng x x a g x= −  

 

2

1 1

( ) ( ) i

m n
nni

i i i i

i i m

x a a x b x c
= = +

= − + +∏ ∏  

  :مثال
3 2 2 21 ( 1) ( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x x− + − = − + + = − +  

 
6 2 3 2 2 3 3 2 2 2 2 2 2 2( 1) (( ) 1) (( 1)( 1)) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x x x x x x x− = − = − + = − + + + − +  



 ٧٧

x فرض كنيم    :قضيه a=  ر مرتبه   ر ريشه مكn   ، g(x)   ،1يعني  ( باشد( ) ( ) ( )ng x x a g x= صـورت كـسر    در ايـن    ) −
( )

( )

f x

g x
  : را مي توان به صورت زير نوشت

1 2

1

1

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n

A A A f xf x

g x x a x a x a g x−
= + + + +

− − −
�  

 

اثبات.   1 1 1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

A g x f x A g x A f x A g xf x f x

g x x a g x x a g x x a x a g x

+ − −
= = = +

− − − −
 

∀Aپس    . برقرار است�∋

1 را چنان انتخاب مي كنيم كه 1Aمجدد  1( ) ( )f x A g x− بر ( )x a−يعني.  بخش پذير باشد  

1 1 1

1

( )
( ) ( ) 0

( )

f a
f a A g a A

g a
− = → =  

                                               1 1 1 1

1

1 1

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

A x a f x A f xf x

g x x a x a g x x a x a g x−

−
→ = + = +

− − − −
 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )f x A g x x a f x− = −  

 

1با تكرار اين فرآيند براي تابع 

1

1

( )

( ) ( )n

f x

x a g x−−
  .جه خواهيم رسيد به اين نتي

2فرض كنيد   : قضيه

1( ) ( ) ( )mg x ax bx c g x= + 2 كه در آن     + 4 0b ac− )كـسر   ) ريشه حقيقي ندارد   ( > )

( )

f x

g x
 را  

1 :مي توان به صورت زير نوشت 1 2 2

2 2 1 2

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m n

n n

n

A x B A x B A x B f xf x

g x ax bx c ax bx x ax bx c g x−

+ + +
= + + + +

+ + + + + +
� 

  

)تجزيه كسر  )

( )

f x

g x
  

  

)كسر  براي تجزيه    )

( )

f x

g x
 با استفاده از سه قضيه قبل كسر را به صـورت عوامـل               

2 1( )
i i

n i

A x B

ax bx c − +

+
+ +

 و   
1( )

i

n i

C

x a − +−
 

توجه داشـته باشـيد   . سپس با متحد قرار دادن طرف اول و طرف دوم ضرايب مجهول را بدست مي آوريم          .تجزيه مي كنيم  

ي تجزيه به شكل انتگرال كسري ساده نوع اول و نوع دوم مي باشند كه نحوه محاسبه آن بيـان شـده                      كه هر كدام از اجزا    

  .است

مثال:   
3 2

2

1

xdx
I

x x x
=

− + −∫  

 

2 2

2

( 1)( 1) 1 1

x Ax B C

x x x x

+
= +

− + + −
          2 2 2Ax Bx Ax B Cx C x→ + − − + + ≡  

2 ( ) ( ) 2x A C x B A C B x+ + − + − =   

0

2      1 , 1 , 1

0

A C

B A C A B

C B

+ =


⇒ − = ⇒ = = − =
 − =
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2

2 2 2

2

1 1 2 2 1
ln 1 ln 1 ln 1

1 1 2 1 2 1

1
ln 1 ln 1 tan

2

dx x x dx
I dx x dx x x

x x x x

x x A rc x c

− −
= − = − − = − − + +

− + + +

= − − + + +

∫ ∫ ∫ ∫
 

  

  تغيير متغير هاي اويلر
2( , ) I f x ax bx c dx= + +∫  

2اگر  4 0b ac− 2ax باشد، آنگاه تغيير متغير  > bx c ax t+ + =   . را اعمال مي كنيم+

2( اگر يك ريشه حقيقي داشته باشد      0ax bx c+ + 2، آنگـاه تغييـر متغيـر          )=

1( )ax bx c t x x+ + =  را اعمـال    −

  .خواهيم كرد

مثال:   

1) cos ( (sin ))I x f x dx= ∫  

 
sin cos  

( )

x t dt x dx

I f t dt

= → =

= ∫
 

 

2) sin ( (cos ))I x f x dx= ∫  

 
cos sin  

( )

x t dt x dx

I f t dt

= → = −

= −∫
 

 

3) (tan )I f x dx= ∫  

 
2

2

tan (1 tan )

( )

1

x t dt x dx

f t dt
I

t

= → = +

=
+∫

 

 

4) 2 2(sin ,cos )I f x x dx= ∫  

 
2

tan

2 2 2

1
( , )
1 1 1

x t t dt
I f

t t t

=→ =
+ + +∫  
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  كاربرد انتگرال
 

    ( ) ( ) 0 ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx S f x g x dx= − → = −∫ ∫ ∫  

 
 
 
 
 
 
 
 

)براي محاسبه مساحت دو منحني در فاصله        , )a b    بايد توجه داشت كه مرزها را مشخص مي كنند، در طـول كـل فاصـله 

c) aه اي مانند نبايد تغيير كنند، اگر در نقط    c b<  ، انتگـرال را تقـسيم   cيك يا دو مرز تغيير كردند، بايد در نقطه  ) >

  .كرد

y مساحت محصور به منحني هاي :سوال x= 2 وy x= 1 و خطx    ها بدست آوريد؟x و محور =

  

      

13 3
1

2 2

0
0

2 2 1 1
( )

3 3 3 3 3

x
S x x dx x= − = − = − =∫  

 
 
 

  

)ناحيه محدود به منحني : سوال ) 1y f x x= = ) و خط + ) 1y g x x= = 0y و خط −   را حساب كنيد؟ =
 

   
1 3

1 1
( 1 0) ( 1 1)S x dx x x dx

−
= + − + + − +∫ ∫  

     

     
1 3 3 33 3 2

2 2

1 1 1 1

2 2
( 1) ( 1)

3 3 2

x
x x x

−

= + + + − +  

 

     32 9 1 10
4 3 1

3 2 2 3
S⇒ = − − + − =  

  

 مي آوريـم   بدستxاساس تغييرات  در نظر مي گيريم و مساحت را بر      xحسب  معمول تابع را بر   طور  در محاسبه مساحت ب   

)به اين صورت كه     .  نيز بدست آورد   yحسب تغييرات   و مي توان مساحت را بر      )
1

( )
( ) ( )

b f b

a f a
f x dx f y dy−=∫ .  مي باشد  ∫

 مي نويسيم، يعني y و تابع زير انتگرال را بر حسب     تغيير مي كند، بدست مي آوريم      b تا   a از   x را وقتي    yدامنه تغييرات   

x  از تابعيyخواهد بود .  
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) ناحيه محدود به منحني :سوال ) 1y f x x= = ) و خط + ) 1y g x x= = 0y و خط −    را حساب كنيد؟=
     

    
2

1 1

1 1

y x x y

y x x y

= − → = +

= + → = −
 

                           
2

2
2 2 3

0
0

1 1 10
( 1 1) ( )

2 3 3
S y y dy y y y y= + − + = + − + =∫  

 
 

 مساحت بيضي به معادله :سوال
2 2

2 2
1

x y

a b
+     را حساب كنيد؟=

 
               2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x b a y a b a y a b b x+ = ⇒ = −  

     

               
2 2

2 2 2

2 2
(1 ) 1

x b x
y b y a x b

a a a
⇒ = − ⇒ = − = −  

                   
 

2

20
( 1 )

a x
S b dx

a
= −∫  

 

2 2 2 2 2

2

22

0

1 cos 2
sin sin cos  ( ) cos  ( )

2

1 1
( sin 2 )
2 4

1 1
( ( sin 2 )) ( 0)

2 4 4 4

x t
t x a t dx a t dt a x dx a t dt a dt

a

a t t c

b ab
S a t t ab

a

π
π π

+
= → = ⇒ = → − = =

= + +

= + = − =

∫ ∫ ∫

 

4S    مساحت بيضي abπ→ =  

  

  حجم
  

)0 قرار گرفته است، هم چنين فرض كنيد         x=b و   x=a جسمي باشد كه بين صفحات       Sفرض كنيم    )A x   مساحت مقطع 

0xاين جسم با صفحه      x=      باشد، به طوري كه ( )A x     در اين صورت مساحت ايـن حجـم        .  يك تابع انتگرال پذير است

)                                                                                                      :برابر است با )
b

a
V A x dx= ∫  

 

  

  

  



 ٨١

   را حساب كنيد؟r حجم كره اي به شعاع :سوال
2 2 2 2x y z r+ + =  

0zحال اگر  z=دايره اي به صورت زير بدست مي آيد :  
2 2 2 2 2 2( ) ( )x y r z A z r zπ+ = − → = −  

 

2 2 2 2 31 4
( ) ( ) ( )

3 3

r
r r

r r
r

V A z dz r z dz r z z rπ π π
− −

−

= = − = − =∫ ∫  

 

  حجم جسم دوراني
  

)فرض كنيد منحني     )y f x=    حول محور x       ها دوران مي يابد، اگر x     را در فاصله ( , )a b  در نظر بگيريم، جسم حاصـل 

0xاگر آن را با صفحه       يك شكل سه بعدي است كه      x=             قطع دهيم، سطح مقطع آن محل قطع صفحه با شكل يك دايره 

)0مي باشد كه شعاع دايره  )f xاست .  
      
 
     

         
2 2

0 0 0( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
b b

a a
A x f x V A x dx f x dxπ π= → = =∫ ∫  

 
 
 
 
 

  

)2 حجم جسم با ضابطه :سوال )y f x x= 0 را در فاصله = 2x≤    ها دوران يافته را بيابيد؟x را با محور ≥

  
             
 
 

              
2

2 2
2 4 5

0 0
0

32
( ( ))

5 5
V f x x dx x V

π π
π π= = = ⇒ =∫ ∫  
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   را حساب كنيد؟r حجم كره اي به شعاع :سوال
 

         2 2 2 2 2x y R y R x+ = → = −  

   

           2 2( ) ( )A x R xπ= −  

 

             
3

2 2 2 34
( ) ( )

3 3

R
R

R
R

x
V R x dx R x Rπ π π

−
−

= − = − =∫  

 

  

د خواهد آمـد كـه در سـطح آن بـا             ها دوران يابد، مثل حالت قبل جسمي سه بعدي به وجو           y حول محور    f(x)اگر تابع   

0y y=       1 دايره اي است، به شعاع( )f y−                يعنـي بـراي محاسـبه ايـن حجـم بايـد تـابع را برحـسب y   نوشـت، يعنـي 
1( )x f y−=      و سپس حدود تغييرات y        0 را بدست آوريم، زيرا با تغيير( )A y        جسم مذكور حجمش به طور كامل جارو

  .خواهد شد
          
 

                          
1 2( ( ))

d

c
V f y dyπ −= ∫  

 

  

2yتابع : سوال x= را حول محور y 0 ها دوران مي دهيم، وقتي 2x<    مي باشد، حجم حاصل را بيابيد؟>
  

 
   

    2 1( )y x x y f y−= ⇒ = =  

 

     
4

4
2

0
0

8
2

V ydy y
π

π π= = =∫  

 
  

y حجم جسمي دوراني را از دوران ناحيه محدود به       :سوال x= 1 و خطوطy 4x و = 1y حول خط = وجـود   به =

  مي آيد را حساب كنيد؟

شعاع:         0 1x −  

 

       2

0 0( ) ( 1)A x xπ= −  

 
4

2 3

1

1 2 1 2 4 1 2 7
( 1 2 ) ( 4 4 2( ) 4 ) ( 1 2( )) ( 2 )

2 3 2 3 3 2 3 6
x x dx

π
π π π+ − = + − − + − = − + − =∫  
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)2 مساحت محدود به  :سوال )y f x x= = ، y x= 0 وx  هـا دوران دهـيم، حجـم    yحول محـور  اين مساحت را  .<

  حاصل از اين دوران را بدست آوريد؟
 

      

     0 0( )r y y=               0 0( )R y y=  

 

      
1

2 2 2

0

1 1
( ( ) ( )) ( ) ( )

2 3 6

d

c
V R y r y dy y y dy V

π
π π π= − = − = − ⇒ =∫ ∫  

 
 

  روش پوسته هاي استوانه اي
  

، با آن محور موازي باشد، اجـسام حاصـل بـه            ل آن دوران مي يابد    اگر نوار هاي مستطيلي تقريب زننده، ناحيه اي كه حو         

  : به صورت زير خواهد بودf(x)شكل پوسته هاي استوانه اي خواهند بود، در اين صورت حجم حاصل از دوران تابع 
 

                

                   2 ( ( ))
b

a
V x f x dxπ= ∫  

 

  . ارتفاع خواهد بودf(x) شعاع داخلي استوانه و xكه در آن 
  

) اگر  :سـوال  )y f x x=  ها دوران دهيم، حجم جـسم حاصـل را حـساب كنيـد، وقتـي كـه       x باشد و حول محور =

0 4x≤   ؟ باشد≥

ارتفاع:          2

04 y− شعاع:                   0y  

 

        2

0 0 0 0y x x y= ⇒ =  

 

          
2

2

0
2 (4 ) 8V y y dyπ π= − =∫  

 

 

 

  

  

  

  

  



 ٨�

  طول منحني واقع در صفحه
          
     1 1( , ) ( ( ), ( ))i i i ic x x f x f x− −→  

       

      2 2

1 1

1

( ) ( )
n

i i i i

i

x x y y− −
=

− + −∑ 1رابطه           

 

       1
1

1

( , ) '( ) i i i
i i i i

i i i

y y y
c x x f c

x x x

−
−

−

− ∆
∃ ∈ ⇒ = =

− ∆
 

 

1طه طبق راب:    ' 2 ' 2

1

1 '( ). 1 ( ) 1 ( )
n b d

i x y
a c

i

f c x L y dx x dy
=

+ ∆ → = + = +∑ ∫ ∫  

  
  

  محاسبه طول منحني هاي پارامتري
  

)اگر   )

( )

t

t

x x

y y

=


=
  : باشد، مي شود ثابت كرد كه

2 2 ( ) ( ) .
b

a

d x d y
if a t b L d t

d t d t
≤ ≤ ⇒ = +∫  

 

   را بدست آوريد؟r محيط دايره اي به شعاع :سوال
cos

                 0 2

sin

x r t

t

y r t

π

=


≤ ≤
 =

 

 

2 2 22 2

0 0
(sin cos ). .

4 4 2

L L r
r t t dt r dt

π π π
= + = ⇒ =∫ ∫  

 

4( ) 2
2

r
L L r

π
π= ⇒ =  

  مساحت رويه هاي دوراني
  

   را شعاع فرض كنيم، آنگاهρ را جز طول نوار و dsاگر 
       
     ( )y f x=          a x b≤ ≤  

      

     
' 22 2 1 ( ) .

b b

x
a a

S ds S y y dxπρ π= ⇒ = +∫ ∫  



 ٨�

) مساحت رويه تابع :سوال )f x x= را وقتي حول محور x 0 ها دوران مي دهيم، در بازه 4x≤     بدست آوريد؟≥
 

1

2

( )

dy

dx x

f x xρ

=

= =
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4 4 1
2

0 0
0

1 1
2 1 . 1 4 . (1 4 ) (1 17 17)

14 4 6
1

2

S x dx x dx x
x

π π
π π

+
= + = + = × + = −

+
∫ ∫  

  

  

  

  متري باشد، آنگاهاگر معادله منحني به شكل پارا

( )tx x=       ( )ty y=  

 

1 2t t t≤ ≤          a x b≤ ≤  

 

2

1

2 2

( )2 2 ( ) ( ) .
t

t
t

dx dy
S ds dt

dt dt
πρ πρ= = +∫ ∫  

  

  

2 نيمه بالاي دايره :سوال 2 2x y a+   ه را حساب كنيد؟ ها دوران مي دهيم، مساحت رويه بدست آمدx حول محور =

  

    

cos

                   0

sin

x a

y a

θ

θ π
θ

=


≤ ≤
 =

 

 

    
2 2 2 2 2

( ) sin

. (sin ). .

a

dS dx dy d a cos d a d

ρ θ θ

θ θ θ θ θ

=

= + = + =
 

2 2 2

0 0
2 sin . 2 sin . 4S a d a d a

π π
π θ θ π θ θ π= = =∫ ∫       

  

  

  :محاسبه مساحت زير سطح منحني وقتي معادلات پارامتري داده شده، برابر است

( )
b b

a a
S f x dx ydy= =∫ ∫  

 

( ) ( )' .t tx x dx x dt= → =  

                                        
2

1
( ) ( ). '

t

t t
t

S y x dt→ = ∫  

( )ty y=  



 ٨#

 مساحت بيضي :سوال
2 2

2 2
1

x y

a b
+    را حساب كنيد؟=

cos

                   0

sin

x a

y a

θ

θ π
θ

=


≤ ≤
 =

 

 
sindx a θ= −  

 

2 2

0 0

1 cos 2
sin ( sin ) ( )

2 4
S b a d ab d ab

π π θ π
θ θ θ θ

−
= − = − = −∫ ∫  

  

خـواهيم  .  در ربع اول كاهشي است     cosθ مساحت منفي شده است پس با توجه به اين كه            همانطور كه ملاحظه مي كنيد    

  :داشت
cosi ix a θ=             1(cos cos )i i i ix dx a θ θ −∆ = = −          1i idθ θ θ −≈ −  

 
0 0

2 2

1 cos 2
sin ( sin ) ( )

2 4
S b a d ab d abπ π

θ π
θ θ θ θ

−
= − = − =∫ ∫  

 

  

  طريق معادله پارامتريبدست آوردن حجم از 
 

2 2( )
b b

a a
V f x dx y dxπ π= =∫ ∫                  

2

1

2

( ) ( ). ' .
t

t t
t

V y x dtπ= ∫  

 
  

3cosx حجم حاصل از دوران :سوال a t= 3 وsiny a t= را حول محور x 0( ها بدست آوريد؟ t π≤ ≤(  
 

2

2 2 6

( )

3 sin cos .

sint

dx a t t dt

y a t

= −

=
 

 
0 0

3 7 2 3 7 2( 3 ) sin cos . 3 sin cos .V a t t dt a t t dt
π π

π π= − = −∫ ∫  

  
  

  

  

  

  



 ٨٧

  مختصات قطبي
           
       cosx r θ=  
                           0 2θ π≤ ≤     
       siny r θ=  

 
 

2 2r x y= +             1tan
y

x
θ −=  

 

y شكل قطبي :سوال x=را بنويسيد؟   
( )y f x x= =  

 

1r =               ,  0
4

r
π

θ = >    
5

  ,  0
4

r
π

θ = >       

 

2شكل قطبي : سوال 2 2x y a+ 0( را بنويسيد؟ = 2θ π≤ ≤( 

  
 

  تقارن
  

   هاxتقارن نسبت به محور 
  

)تابع  )r f θ= نسبت به محور x ها تقارن دارد كه اگر θ را به θ−تغيير دهيم، شكل تغيير نكند .  
 

          ( , ) ( , ) ( ) ( )r r r f r fθ π θ θ θ→ − ⇒ = ≡ − = −  

 
 
 
 
 
 

 

   هاyتقارن نسبت به محور 
          
 

شرط تقارن:             
( , ) ( , )r r

θ π θ
θ θ
→ −


→ − −

 

 
 

 
 



 ٨٨

  rاكسترمم هاي نسبي 
  

)معادله   )r f θ=       را در نظر بگيريد كه ( )f θ                  و   يك تابع مشتق پذير اسـت بـا اسـتفاده از روش هـاي مـشتق گيـري 

)اكسترمم مي توان اكسترمم هاي نسبي آن را تعيين كرد ولي چون فاصله نقطه                , )r θ         تا مبدا كه همان قطب است برابـر 

r ممكن است ماكزيمم و مي نيمم هاي نسبي         .  استr            نقاطي را بدست بدهند كه فاصله آن ها تا قطب مـاكزيمم نـسبي 

  .اشدب

مثال:   ( ) 1 2cosr f θ θ= = +      0 θ π≤ ≤  

 
       
 

        2sin 0    0,
dr

d
θ θ π

θ
= − = =  

 
         (0) 1 2 3f = + =         ( ) 1f π = −  

 
 

 

  شيب و خطوط مماس
  

)ابع مشتق پذير براي يافتن شيب يك خط مماس بر يك نمودار قطبي ت    )r f θ= را در نظر مي گيريم، هرگاه α  زاويـه 

)از محور ها قطبي به خط مماس در نقطه  , )r θ باشد، آنگاه tan
dy

dx
α= . پس  

 

.

( ) cos '( ) sin
tan

( ) sin '( ) cos

cos ( ) cos

sin ( ) sin

dy

dy dy d d
dxdx d dx

f fd
f f

x r f

y r f

θ θ
θ

θ θ θ θθ θ
θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ




= = 
 +
→ =

− +
= = 
= = 

 

 
 

) خط مماس بر نمودار ب باشد، آنگاه شيθ يك تابع مشتق پذير از f هرگاه ):ل قطبيشيب يك شك(قضيه  )r f θ= در 

)نقطه  , )r θبرابر است با  :
dy

dy d
dxdx

d

θ

θ

0 به شرط آن كه =
dx

dθ
  . باشد≠

  

  



 ٨٩

  نتايج حاصل از قضيه
  

0 جواب هاي معادله -1
dy

dθ
0، مماس هاي افقي را بدست مي دهد، به شرط اينكه =

dx

dθ
  . باشد≠

  

0 جواب هاي معادله -2
dx

dθ
0 مماس هاي قائم را بدست مي دهد، به شرط آن كه =

dy

dθ
  . باشد≠

  

0 اگر -3
dx

dθ
0 و =

dy

dθ
  . باشند، در مورد مماس ها نتيجه اي نمي توان گرفت=

  

)اگر ): خطوط مماس در قطب(قضيه  ) 0f α )' و = ) 0f α θ باشد، آنگاه خط ≠ α=در قطب بر نمودار مماس است .  
 

'( ) sin ( )cos
tan

'( ) cos ( )sin

dy f f

dx f f

α α α α
α

α α α α
+

= =
−

 

  

  

3cos3r نمودار :سوال θ=0. ( را رسم كنيد 2θ π≤ <(  
          
 

       cos3 0 , ,
6 6 2

π π π
θ θ= ⇒ = −  

 
           
 
 
 
 

 

cosبه طور كلي : نكته

sin

r a n

r a n

θ
θ

=


=
  . پر استn يك 

  

مثال:   sinr θ=    

           

 
 

  

  

θ  0 
6

π
 

4

π
 

3

π
 

r  3 0 2.25−  -3 



 ٩٠

)ار  براي رسم نمود   )r f θ=       0 از طريق نقطه يابي خطوطθ θ=     0 را براي مقاديرθ  متعلق به دامنه ( )f θ رسم مي كنـيم  .

)0حال مقادير .  را مي سازند0θاين خطوط، خطوطي هستند كه از قطب مي گذرند و با محور قطب زاويه               )f θ  را بدسـت 

)0مي آوريم و به اندازه مقدار        )f θ    0 روي خطθ θ=  ،0r   حال نقاط بدست آمده را به ترتيب به هـم  .  را انتخاب مي كنيم

  .كنيم، شكل تقريبي ظاهر مي شودوصل مي 

  

  پيچ ارشميدس

r θ= →0      در حالت كلي 2r aθ θ π= ≤ ≤  

 

 
 
 

  تبديل قطبي به دكارتي

( ) sin . ( )r f y fθ θ θ= → =  
  

  مساحت در مختصات قطب
  

) محدود به منحني     Sناحيه   )r f θ=   و θ α=   و θ β=                را در نظر بگيريد، براي بـه دسـت آوردن مـساحت ناحيـه S    

βمي توان زاويه     α−    را به n   اگر فرض كنيم، تعداد اين افراز ها تا حد معقولي زياد اسـت، مـساحت           .  قسمت افراز كرد

21 ام برابر خواهد بود با       iقطاع  

2
i ir θ∆     كه در آن ir     1 مقداري است بين( )if θ ) و   − )if θ .        اگر تمامي افراز ها را با هـم

  :ر خواهد بود ميل دهيم مقدار واقعي مساحت به صورت زي∞ را به سمت nو  ديگر جمع بزنيم

  

2 2 2

1

1 1 1
lim

2 2 2

n
n

i i i n i i n
n

i

S r S r S r d
β

α
θ θ θ→∞

= →∞
=

∆ → = ∆ → =∑ ∫  

  



 ٩١

3cos3rمساحت محدود به منحني : سوال θ=را بدست آوريد؟   

26

6

1 9
( ) 9cos 3
2 4

S d
π

π
π

θ θ
−

= =∫  

 

  طول منحني در مختصات قطبي

2 2( ) ( )
b

a

dx dy
L dt

dt dt
= +∫  

 

( ) cos ( '( ) cos ( )sin )

( )sin ( '( ) sin ( )cos )

x f dx f f d

y f dy f f d

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

= → = −

= → = +
 

  :آنگاه خواهيم داشت
2 2 2 2' ( ) ' ( )  L r r d f f d

β β

α α
θ θ θ θ= + = +∫ ∫  

 
  

   ارشميدس را بدست آوريد؟چ طول دور اول پي:سوال
r aθ=         0 2θ π≤ ≤  
 

2 2 2

2 2' '

r a

r a r a

θ=

= → =
                                  

2 2
2 2 2

0 0

8
1

3

a
L a a d a d

π π π
θ θ θ θ= + = + =∫ ∫  

 
  

  

  حجم منحني در مختصات قطبي

2 ( )
b

a
V f x dxπ= ∫        

2

1

2

( ) ( )'
t

t t
t

V y x dtπ→ = ∫  

 
( ) sin ( )sin

( ) cos ( ) cos '( ) ( '( ) cos ( )sin )

y r f

x r f x f f d

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

= =

= = → = −
 

 

2 2( )sin ( '( )cos ( )sin )V f f f d
β

α
π θ θ θ θ θ θ θ= −∫  

  

  مساحت رويه حاصل از دوران حول محور قطبي

2S dsπρ= ∫          2 2( ) ' ( )ds f f dθ θ θ= −  

 
2 22 ( )sin ( ) ' ( )S f f f d

β

α
π θ θ θ θ θ⇒ = −∫  

 



 ٩٢

2يه اي كه از دوران پر سمت راست پروانه  مساحت رو:سوال 22 cos 2r a θ= حول محور yها را بدست آوريد؟   
 

          

      2cos 2 cos 2 cosx r aρ θ θ θ= = =  

        

      22 cos 2 'ds a r dθ θ= +  

 

      2 2 4 2 22 2 cos 4 cosds r dr r dr a dπρ π θ π θ θ= + =  

 

       2 24

4

4 cos 4 2S a d a
π

π π θ θ π
−

= =∫  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ٩٣

  :تمش هفصلتمرينات 

  

)2مساحت محصور به نمودار : تمرين ) 2 3f x x x= + 0xو دو خط  + 2x و =    ها را بدست آوريد؟x و محور =

  

  .مشتق گيري از انتگرال را اثبات كنيد: تمرين

  

دله محيط بيضي به معا: تمرين
2 2

2 2
1

x y

a b
+    را بيابيد؟=

  

حجم بيضي گون به معادله : تمرين
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ +    را حساب كنيد؟=

  

 را در نظر بگيريد، صفحه اي از قطر قاعده آن مي گذرد كه با قاعده Rبه شعاع ) مقطع دايره(استوانه اي مستطيل : تمرين

   مي سازد، حجم قطعه بريده شده را تعيين كنيد؟αزاويه 

  

2حجم مشترك دو استوانه به معادلات : تمرين 2 2x y r+ 2 و = 2 2y z r+    را تعيين كنيد؟=

  

xحجم محدود به صفحات : تمرين a= 0 وy 0z و = 2 و سطوح استوانه اي = 2x Py= 2 و 2z Px= را محاسبه 

0P(كنيد؟  >(  

  

  انتگرال هاي زير را حساب كنيد؟: تمرين

1) 3x xe dx∫  

 
2) 

2 1

dx

x x− +∫  

3) 
2 4 3( 2)x xe x dx+ + +∫  

4) 
1

1

x
dx
x

−
+∫  

 

5) 
2

2 2 1

x
dx

x x+ +∫  6) 
2( 1)

dx

x x x+ +∫  

 

7) 
2

( cos )
1

x
Arc x dx

x
−

−
∫  8) 

21

dx

x x−
∫  

 
 

 


