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  فصل يازدهم

  تابع هاي مولد

به . شگفت انگيزترين اختراعات مفيد در رياضيات گسسته استو ترين  توابع مولد يكي از جالب

. كند ها تبديل مي ها را به مسائلي درباره تابع طور محكم اگر بگوئيم، توابع مولد مسائل درباره دنباله

هاي در اختيار  كاري تابع براي دست هاي رياضي اين كه عالي است چون كه ما خروارها دستگاه

. ها به كار ببريم توانيم تمام آن ماشين آلات را براي مسائل دنباله هاي مولد، مي به لطف تابع. داريم

  .هاي مسائل محاسباتي را حل كنيم توانيم با استفاده از توابع مولد همه گونه در اين روش، مي

ابع مولد هست، بنابراين فقط مقدار كمي از موضوع را مقدار بسيار هنگفتي از رياضيات درباره تو

  .كنيم مي مطرح

دهيم تا از  ها را در براي تشخيص بهتر و بيشتر درون كروشه قرار مي ها، دنباله در اين يادداشت

  .هايي كه در اطراف شناورند مشخص باشند بسياري ديگر از گزاره

  توابع مولد .1

  :تواني دنبالهناهي عبارت است از هاي مت تابع مولد معمولي براي دنباله

( )G x g g x g x g x= + + + +o K2 3

1 2 3
  

  .همه توابع مولد معمولي نيستند، ولي در اينجا فقط آن نمونه را ملاحظه خواهيم كرد



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ٢

را بصورت يك  xبه همان معنايي كه  "رسمي"تواني  دنبالهتابع مولد عبارت است از يك 

فقط در موارد معدود است كه عملاً يك تابع مولد را با . گيريم نه يك عدد ميجانشين در نظر 

كنيم، بنابراين در كل موضوع همگرائي را نديده  يك عدد باشد ارزيابي مي xفرض بر اينكه 

فلش دو پيكاني ها، تناظر ميان يك دنباله و تابع مولدش را با يك  از خلال اين يادداشت .گيريم مي

  :ددابه شكل زير را نشان خواهيم 

( ),g g g g g g x g x g x↔ + + + +o oK K2 3

1 2 3 1 2 3
, , ,  

  :براي مثال، دراينجا تعدادي دنباله و تابع مولدهايشان وجود دارد

, , , , x x x< >↔ + + + + =o o o oK o o o o K o2 3  

x x x< >↔ + + + =o o oK o o o K2 3
1, , , , 1+ 1  

x x x x x< >↔ + + + = +oK o K2 3 2
3,2,1, , 3 + 2 1 3 + 2  

ضريب ) oانديكس گذاري از (ارت موجود در دنباله عبتا اين : الگويي كه اينجاست ساده است

i
x در تابع مولد است.  

  :هندسي متناهي عبارت است از دنبالهجمع يك  دوباره به ياد بياوريد كه حاصل

z z z
z

+ + + =K2 3 1
1+

1-
  

  



 ٣  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

zاين معادله هنگامي كه  كند، ولي همان طور كه اشاره شد، درباره موضوع  صدق نمي 1≤

ها به  اين فورمول توابع مولد اشكال بسته را براي يك طيف كامل دنباله. همگرائي نگران نيستيم

  براي مثال،. دهد دست مي

( ) x x x
x

↔ + + + =K K2 3 1
1,1,1,1, 1+

1-
  

( ) x x x x
x

↔ + − + − =K K2 3 4 1
1, -1,1, -1, 1-

1+
  

( ), , ,a a a ax a x a x
ax

↔ + + + =K K2 3 2 2 3 3 1
1, 1+

1-
  

( ) x x x
x

↔ + + + =o o oK K2 4 6

2

1
1, ,1, ,1, , 1+

1-
  

  هاي مولد عمليات در تابع .2

با اجراي عمليات  را ها توانيم هرنوع كار روي دنباله هاي مولد در اين است كه مي جادوي تابع

متفاوت آزمايش كنيم و   بيائيد با عمليات. هاي مولد وابسته انجام دهيم رياضي بر روي تابع

  .له مشخص كنيمهاي دنبا تأثيراتشان را در عبارت

  قياس 2 .1

 .است همان ثابت درعبارت در دنباله وابسته معادل ضرب ثابت  عدديضرب يك تابع مولد در 

  :براي مثال در بالا يادآوري كرديم كه

( ) x x x
x

↔ + + + =o o oK K2 4 6

2

1
1, ,1, ,1, , 1+

1-
  

  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ٤

  :آيد بدست مي 2با ضرب تابع مولد در 

x x x
x

= + + +K2 4 6

2

2
2 + 2 2 2

1-
  

  :كند ميكه اين دنباله را ايجاد 

( )o o oK2, ,2, ,2, ,  

  اگر ).قانون مقياس( 1قانون 

( ) ( ), ,f f f F x↔o K
1 2
, ,  

  پس

( ) ( ), . .cf cf cf c F x↔o K
1 2
, ,  

  :تفكر آن سوي اين قانون اين است كه

( ),cf cf cf cf cf x cf x↔ + + +o oK K2

1 2 1 2
, ,  

( ).c f f x f x= + + +o K2

1 2
        

( )cF x=  

  جمع 2 .2

براي مثال، جمع كردن دو تا . هاي مولد با جمع دو دنباله عبارت به عبارت مطابق است تابعجمع 

  :دهد هاي پيشين بدست مي از مثال

( )
x

↔K
1

1,1,1,1,1,1,
1-

  



 ٥  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

( )
x

+ ↔K
1

1, -1,1, -1,1, -1,
1+

  

( ),
x x

↔ +o o oK
1 1

2, 2, ,2, ,
1- 1+

  

)دنباله  ،ايم كه هر دو هم اينك دو گزاره متفاوت را مشتق كرده )o oK2, ,2, . آورند را بوجود مي ,

  :مساويند –البته، آنها 

( ) ( )
( )( )

x x

x x x x x

+
+ = =

2

1+ 1-1 1 2

1- 1+ 1- 1+ 1-
  

  اگر ).قانون جمع( 2قانون 

)  و ) ( ), ,f f f F x↔o K
1 2
, ,  

( ) ( ), .g g g G x↔o K
1 2
, ,  

  گاه آن

( ) ( ) ( ), .f g f g f g F x G x+ ↔ +o o K
1 1 2 2
+ , + ,  

  :عقيده آن سوي اين قانون اين است كه

( ) ( ),
n

n n

n

f g f g f g f g x
∞

=

+ ↔ +∑o o
o

K
1 1 2 2
+ , + ,  

n n

n n

n n

f x g x
∞ ∞

= =

   
= +   
   
∑ ∑

o o

              

( ) ( )F x G x= +          

  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ٦

  )جا به جايي راست(انتقال صحيح  2 .3

  :بيائيد باز هم با يك دنباله ساده و تابع مولد آن كار را شروع كنيم

( )
x

↔K
1

1,1,1,1,
1-

  

  :راست انتقال دهيم به دنباله مورد نظر را k ،oحالا بيائيد با افزودن 

, , , ,
k k k k

	
�������k

x x x x
+ + +

 
  ↔ + + + +
 
 

o o K o K K14243
1 2 3

1,1,1,  

( ).
k

x x x x= + + +K2 3
1+          

k
x

x
=
1-

        

kتابع مولد در  ضرب با رو به دنباله مطابقت دارد صفر پيش kافزودن  :گزارهبطور آشكار
x  به

  .طور كلي صحيح است

)اگر ). راست –قانون انتقال( 3قانون  ) ( ),f f f F x↔o K
1 2
,   :پس ,

( ), , , , .
k

	
�������k

f f f x F x
 
 ↔
 
 

oo o K o K14243 1 2
, , ,  

  :ايده پشت اين قانون اين است كه

, , , ,

	
�������k

k k k
f f f f x f x f x

+ +
 
 ↔ + + +
 
 

o o

64748
o oK o K K1 2

1 2 1 2
, , ,  

( ).
k

x f f f x f x= + + + +o K2 3

1 2 3
          



 ٧  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

( ).
k

x F x=    

  گيري مشتق 2 .4

افتد اگر از تابع مولد مشتق بگيريم؟ به عنوان مثال، بيائيد از تابع مولد فعلاً آشنا براي  چه اتفاقي مي

  .بگيريممشتق ها 1يك دنباله نامتناهي 

( )
d d

x x x x
dx dx x

 
+ + + + =  

 
K2 3 4 1

1+
1-

  

( )
x x x

x
+ =K

2

1
1+ 2 + 3 + 4

1-
  

( )
( )x

↔K
2

1
1,2, 3, 4,

1-
  

)يك تابع مولد براي دنباله  )K1,2,   !متعلق به اعداد صحيح مثبت پيدا كرديم ,3,4

هر عبارت ضرب در انديس خود و : يك تابع مولد دو تأثير بر دنباله متناظر داردمشتق در كل، 

  .شود جابه جا مي مكانتمامي دنباله به اندازه يك 

  اگر .)ن مشتققانو( 4قانون 

( ) ( ), , , , ,f f f f F x↔o K
1 2 3

  

  گاه آن

( ) ( ), , , .f f f F x′↔K
1 2 3
2 3  

  :تفكر آن سوي اين قانون يعني كه

( ), , ,f f f f f x f x↔ + + +K K2

1 2 3 1 2 3
2 3 2 3  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ٨

( )
d

f f x f x f x
dx

= + + +o K2 3

1 2 3
+          

( )
d

F x
dx

=  

ر يك از دو تأثير در واقع، نيازي مستقل و مكرر براي ه. تقانون مشتق بسيار مفيد اس

. بردن –شان ضرب كردن و يك مكان به چپ  ها را در انديس گيري وجود دارد، عبارت ديفرانسيل

براي مثال، بيائيد براي . يگري را ملغي كنيمدخواهيم و بايد به نحوي آن  نوعاً، فقط يك تأثير را مي

) هاي پيدا كردن تابع مولد متعلق به دنباله مربع ),o K1,4,9,16, توانستيم با  مي اگر .تلاش كنيم

)دنباله  )K1,1,1,1,  شروع كنيم وهر عبارت را دو بار در انديس خود ضرب كنيم، نتيجه

  :آورديم مطلوب را بدست مي

( ) ( ). , ,=o o K o K1.1,2.2, 3.3, 1, 4,9,  

كند،  ود ضرب ميگيري نه تنها هر عبارت را در انديس خ يك چالش در اين است كه ديفرانسيل

با اين حال، قانون انتقال به . كند بلكه همچنين تمام دنباله را يك مكان به سمت چپ جا به جا مي

تابع مولد را : به چپ ناخواسته را ملغي كنيم –كند كه چگونه اين جا به جايي  بيان مي 3راست 

  .كنيد xضرب در 

)روع با تابع مولد براي ما، ش بنابراين، روش كار )K1,1,1,1,  ديفرانسيل گرفتن، ضربدرx 

  .كردن است xگيري و يك بار ديگر ضربدر  كردن و سپس ديفرانسيل

( )
x

↔K
1

1,1,1,1,
1-

  



 ٩  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

( )
( )

d

dx x x
↔ =K

2

1 1
1,2, 3, 4,

1- 1-
  

( )
( ) ( )

, .
x

x
x x

↔ =o K
2 2

1
1,2, 3,

1- 1-
  

( )
( ) ( )

d x x

dx x x
↔ =K

2 3

1+
1,4,9,16,

1- 1-
  

( )
( )

( )

( )
, .

x xx
x

x x
↔ =o K

3 3

1+1+
1,4,9,

1- 1-
  

  :از اين قرار استها  با اين حساب، تابع مولد براي مربع

( )

( )

x x

x
3

1+

1-
  

  ها ضرب حاصل 2 .5

  :اگر )قانون حاصل ضرب( 5قانون 

( ) ( ), , ,a a a A x↔o K
1 2

  و ,

( ) ( ), ,b b b B x↔o K
1 2
, ,  

  :گيريم س نتيجه ميپ

( ) ( ) ( ), . .c c c A x B x↔o K
1 2
, ,  

  :در جايي كه

:: .
n n n n n

c a b a b a b a b
− −

= +o oK
1 1 2 2

+ + +  

  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ١٠

  براي فهميدن اين قانون فرض كنيد

( ) ( ) ( ):: .
n

n

n

c x A x B x c x
∞

=

= =∑
o

  

)ضرب  توانيم حاصل مي ) ( ).A x B x هاي  را با استفاده از يك جدول براي تعيين تمام عبارت

  .ها محاسبه كنيم جمع ضرب حاصل صلاز حا متقاطع

  

با يكي . شيب متكي هستند هستند به يك xهايي كه شامل همان توان  توجه كنيد كه همه عبارت

nشويم كه ضريب  ها با هم، متوجه مي كردن اين عبارت
x ضرب عبارت است از  در حاصل

)ها بر اولين  عبارت جمع كليه حاصل )n   قطر، مثلاً 1+

( ).
n n n n

a b a b a b a b
− −

+o oK
1 1 2 2

+ + + 1  

)ممكن است از نظر علامت دوره جاري آشنا باشد؛ دنباله  )1(گزاره  ),c c co K
1 2
, تلفيق  ,

)هاي  دنباله ),a a ao K
1 2
, )و  , ),b b bo K

1 2
,   .است ,

  

  



 ١١  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

  دنباله فيبوناچي .3

براي مثال، در . تر پيدا كنيم هاي پيچيده هاي مولد خوبي براي دنباله توانيم تابع ي اوقات ميهاگ

  :شود اينجا يك تابع مولد براي اعداد فيبوناچي ارائه مي

( ),
x

x x
↔

−
o K

2
1,2, 3, 5, 8,13,21,

1-
  

  !ولد ساده استبه نظر آيند، ولي تابع مكريه انصافاً كه اعداد فيبوناچي ممكن است گروهي 

اعداد  امينnقصد داريم اين تابع مولد را منشق سازيم و سپس براي يافتن يك شكل بسته براي 

تكنيك هايي كه به كار خواهيم برد براي گروه بزرگي از معادلات باز . فيبوناچي از آن استفاده كنيم

  .گشتي قابل كاربري هستند

  بع مولديافتن يك تا 3 .1

  :بيائيد با يادآوري تعريف اعداد فيبوناچي شروع كنيم

f =o o  

f =
1

1  

n براي( ≥ 2(        n n nf f f−=
1 -2
+  

اعداد فيبوناچي  با اين قرار،. را به دنباله نامتناهي معادلات گسترش دهيم رتتوانيم آخرين عبا مي

  :شوند اينچنين معين مي

f =o o  

f =
1

1  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ١٢

f f f= o2 1
+  

f f f=
3 2 1

+  

f!) خود فيبوناچي Kاينجا ديگه ( f f= →
4 3 2

+  

M    

)اينك تماميت طرح در اين است كه تابعي  )F x اي را در سمت چپ  را معين نمود كه دنباله

  .تساوي ايجاد كند، كه همان اعداد فيبوناچي باشند

سرانجام، دو طرف را . كنيم سپس تابعي را كه دنباله سمت راست را ايجاد كند استخراج مي

) كنيم و مساوي فرض مي )F x بيائيد اين امتحان را انجام دهيم، ابتدا، تعيين . كنيم را حل مي

  :كنيم مي

( )F x f f x f x f x f x= + + + + +o K2 3 4

1 2 3 4
  

  :حالا به استخراج تابع مولد براي دنباله نياز داريم

( ), , ,f f f f f f+ + +oo K
1 2 1 3 2

1, ,  

اي كه با آن تابع مولد را  بالهجمع سه دن يك طرز كار اين است كه اين را به صورت حاصل

  :شناسيم بشكنيم و سپس قانون به اضافه را به كار ببريم مي

( ), , , , x↔o o o o K1,  

( ) ( ), , ,f f f f xF x↔oo K
1 2 3

, ,  

( ) ( ), , ,f f f x F x+ oo o K 2

1 2
, ,

( ) ( ) ( ), , , , ,f f f f f f f x xF x x F x+ + + + ↔ + +o oo K 2

1 2 1 3 2
1  



 ١٣  هاي مولد تابع ـ فصل يازده  

ها عيب آن در اين است كه تن. يباً با معادلات سمت راست فيبوناچي شبيه استاين دنباله تقر

fباشد  1سادگي  هعبارت دوم به جاي اينكه ب o1+ با اين همه، اين مقدار به هيچ است، از . است

fآنرو كه  =o o است.  

)حالا اگر  )F x را با تابع جديد ( ) ( )x xF x x F x+ + ساوي فرض كنيم، سپس به طور م 2

  :كنيم كنند، يادداشت مي تلويحي همه معادلاتي كه اعداد فيبوناچي را در يك وهله معين مي

( ) ,F x f f x f x f x f x= + + + + +o K2 3 4

1 2 3 4
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xF x x F x f x f f x f f x f f x+ + = + + + +oo o2 2 3 4

2 1 3 2
1+ 1+ + +   

)حل كردن  )F x كند تابع مولد را براي دنباله فيبوناچي فراهم مي:  

( ) ( ) ( )F x x xF x x F x= + + 2  

.( )
-

x
F x

x x
=

2
1-

    

  .با اطمينان كافي، اين همان تابع مولدي است كه در آغاز آن را ارائه كرديم

  پيدا كردن شكل بسته 3 .2

چرا يك نفر بايد به تابع مولد براي دنباله اهميت بدهد؟ چندين پاسخ وجود دارند، كه اين يكي 

 توانيم يك شكل بسته براي بع مولد براي دنباله پيدا كنيم، سپس غالباً مياگر بتوانيم يك تا: است

nبراي مثال، يك شكل بسته براي ضريب ! تواند حسابي مفيد باشد كه مي –ضريب پيدا كنيم امين

n
x  هاي تواني براي  دنبالهدر( )/x x x− 2

اعداد  امينnبراي ) روشن(فورمولي آشكار  -1

  .فيبوناچي خواهد بود
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براي . چندين راه حل وجود دارد. ها از تابع مولد است بنابراين كار بعدي ما بيرون كشيدن ضريب

يم، توانيم از روش كسر جزئي استفاده كن است، ميگويا اي  يك تابع مولد كه عبارت چند جمله

هاي موجود در گسترش كسرهاي  درست همان طور كه عبارت. همان كه در محاسبات ياد گرفتيد

  .ها براي محاسبه آسان هستند ن عبارتهاي آ تر هستند، ضريب گيري آسان جزئي براي انتگرال

يه تجزدر ابتدا، مخرج كسر را . بيائيد اين روش را با تابع مولد براي اعداد فيبوناچي امتحان كنيم

  :كنيم مي

( )( )x x a x a x− =2

1 2
1- 1- 1-  

)جايي كه  ) ( ), .a a= =
2

1 1
1 1+ 5 1- 5

2 2
Aسپس  .

1
Aو  

2
در رابطه زير كنيم كه  را پيدا مي 

  :كند صدق مي

x A A

x x a x a x
= +

−

1 2

2

1 2
1- 1- 1-

  

Aدهيم تا در  انجام مي xما اين كار را با مقادير مختلف 
1

Aو  
2

سپس . خطي ايجاد كنيم رابطه 

Aتوانيم  مي
1

Aو  
2

  :شود نتيجه مي. را با حل يك سيستم خطي پيدا كنيم 

A
a a

= =
1 2

1 1
1

- 5
  

A
a a

−
= = −

1 2

1 1
2

- 5
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)با جا به جايي به درون معادله بالا كسر جزئي گسترده  )F x آيد بدست مي:  

x

x x a x a x

 
= − 

− −  
2

1 2

1 1 1

1 1- 1-5
  

تواني ساده دارد كه توسط فورمول  دنبالههر عبارت موجود در گسترده كسرهاي جزئي يك 

  :استجمع هندسي بدست آمده  حاصل

a x a x
a x

= + +K2 2

1 1

1

1
1+

1-
  

a x a x
a x

= + +K2 2

2 2

2

1
1+

1-
  

  :دهد تواني براي تابع مولد به دست مي دنبالهها يك  دنبالهجا به جايي اين 

( )F x
a x a x

 
= − 

 1 2

1 1 1

1- 1-5
  

( ) ( )( )a x a x a x a x= + + − + +K K2 2 2 2

1 1 2 2

1
1+ 1+

5
    

  بنابراين 

n n

n

a a
f

−
= 1 2

5
  

n n    
 = −   
     

1 1+ 5 1- 5

2 25
    

حتي معلوم هم نيست كه ارزش آن يك عدد صحيح  –آور باشد اين فورمول ممكن است حيرت

از طريق روش مجذور (براي مثال، يك راه بسيار مفيدتري را . ولي بسيار سودمند است –باشد 
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و  كند ارائه مي براي محاسبه اعداد فيبوناچي نسبت به خرد و تكه كردن از خلال تراجع) مكرر

  .كند همچنين به روشني رشد تواني اين اعداد را آشكار مي

 هاي مولد  محاسبه با تابع .4

بويژه، مسائلي كه در انتخاب . تابع هاي مولد در كل براي حل مسائل محاسباتي مفيد هستند

هاي مولد خوبي با فرض براينكه ضريب  اغلب به تابع ،هايي از يك مجموعه درگير هستند آيتم

n
x نتخاب هايي براي ا تعداد راهnشود آيتم باشد، منجر مي امين.  

  هاي مجزا از هم از يك مجموعه انتخاب آيتم 4. 1

  :كند اي تبعيت مي اي مستقيماً از فرضيه دو جمله هاي دو جمله تابع مولد براي ضريب

, , , , , , ,
k

k k k k k k k k
x x x

k k

               
↔ + + + +               

               
K o o oK K

o o
2

1 2 1 2
  

( )
k

x= 1+              

nبنابراين، ضريب 
x  در( )

k
x1+ هاي انتخاب  عبارت است تعداد راهn  آيتم از هم جدا از

xبراي مثال، ضريب . kاي به اندازه  مجموعه
عبارت است از  2

k 
 
 2

، تعداد روشهايي براي 

Kعضوي به همين سان هم، ضريب  nآيتم از يك مجموعه  2انتخاب 
x

عبارت است از تعداد  1+

kروشهايي براي انتخاب    .كه عبارت از صفر است kيتم از يك مجموعه به اندازه آ 1+
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  ابع مولد براي شمارشساختن ت 4. 2

 .توانيم توصيف يك مسئله محاسباتي را مستقيماً براي حل به يك تابع مولد برگردانيم اغلب مي

)توانستيم تصور كنيم كه  براي مثال، مي )
k

x1+ هايي براي انتخاب  تعداد روشn  آيتم از هم جدا

اي يا حتي بدون قاطعي  عضوي را بدون توسل جستن به فرضيه دو جمله kاز يك زير مجموعه 

  !كند اي ايجاد مي هاي دو جمله شدن با ضريب

}ي عضو –وعه تك در ابتدا، يك مجم. اش اينجاست چگونگي }a
1

را در نظر بگيريد تابع مولد  

روش 1: است +x1از اين مجموعه به سادگي از قرار  عضو nهاي انتخاب  براي تعداد روش

روش براي انتخاب بيش از oو  عضوروش براي انتخاب يك 1داريم،  عضوبراي انتخاب صفر 

}از مجموعه  عضو n، تعداد روشهايي كه براي انتخاب به طور مشابهداريم،  عضويك  }a
2

 

مهم  هستندمختلف  بالا التدو ح دراين واقعيت كه عناصر  .شود ارائه مي +x1توسط تابع مولد 

  .نيست

هاي از  تابع مولد براي انتخاب عناصري از اتحاد مجموعه: راه حل اصلي از اين قرار است اينك

در يك آن اين . هاي مولد براي انتخاب از هر مجموعه ضرب تابع هم جدا عبارت است از حاصل

طبق اين اصل، تابع مولد . جه كنيمموضوع را توجيح خواهيم كرد، ولي بيائيد ابتدا به يك مثال تو

}از  عضو nهاي انتخاب  براي تعداد روش }a a
1 2
  :عبارت است از ,

( )
{

( )
{

( ).x x x x x= = + +
123

2 2
1 + 1 + 1 + 1 2

    

  تابع مولد برايمولد براي        تابع مولد براي       تابع    

{ } { } { }a a a a,
1 2 1 2
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}ئناً، براي مجموعه مطم }a a
1 2
، عضوروش براي انتخاب يك 2، عضوروش براي انتخاب صفر 1 ,

  .در اختيار داريم عضوروش براي انتخاب بيش از دو oو  عضوروش براي انتخاب دو 1

ي عضو kآيتم از يك مجموعه  nكارگيري مكرر اين قانون تابع مولد براي انتخاب  به

{ }k
a a aK
1 2
, ,   :دهد مي به دست ,

( )
{

( )
{

( )
{

( ).
k

x x x x=K
123

1 + 1 + 1 + 1 +
  

  تابع مولد براي          تابع مولد براي       تابع مولد براي   تابع مولد براي

   { } { } { } { }
k k

a a a a a aK
1 2 1 2

, , ,  

ولي اين بار ديگر . اي به آن رسيديم ضيه دوجملهبع مولدي است كه با استفاده از قتااين همان 

  .رسيديم مستقيماً از مسئله محاسباتي به تابع مولد

  :توانيم اين عقايد را به يك اصل كلي بگسترانيم مي

  )قانون تلفيق( 6قانون 

)فرض كنيد  )A x  هايي از مجموعه  آيتمتابع مولدي براي انتخابA  باشد و فرض كنيد( )B x 

Bاگر . باشد Bهايي از مجموعه  تابع مولدي براي انتخاب آيتم از هم جدا باشند، سپس  Aو   

Aهايي از اتحاد  ع مولد براي انتخاب آيتمتاب BU ضرب  حاصل( ) ( ).A x B x است.  

هايي از يك مجموعه حكم  دقيقاً چه قوانيني بر انتخاب آيتم: اين قانون بيشتر دو پهلو است

ماند،  مي هاي انتخاب معتبراي، قانون تلفيق تحت بسياري از تفسير رانند؟ به طور قابل ملاحظه مي

توانستيم اجازه  هاي جدا از هم انتخاب شوند يا مي توانستيم مصر باشيم كه آيتم براي مثال، مي

ها از  به صورت غير رسمي، تنها محدوديت. دهيم همان آيتم را به تعداد محدود دفعه انتخاب شود
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)اين قرارند كه  )شود و  هاي منتخب ناديده گرفته مي در آيتميب ترتترتيبي كه  1( )2 

A,هاي  هايي از مجموعه هايي در انتخاب آيتم محدوديت B هاي از  همچنين در گزينش آيتم

A BU هاي  شرسماً، بايد يك نگاشت دوسويي ميان گزين. (روند به كار ميn  عضوي از

A BU هايي از  هاي منظم گزينش و جفتB  وA  كه حاويn اند وجود داشته  عناصر جامع

  .)باشد

Aآيتم از  nاي گزينش ها بر به منظور شمارش تعداد روش BU توانيم  كنيم كه مي ، مشاهده مي

n  آيتم را با انتخابj  آيتم ازA  وn j−  ازآيتم B  برگزينيم، در جايي كهj  هر عددي از

o  تاn تواند به  اين كار مي. است
j n ja b −

 jجمع كردن همه مقادير ممكن . روش انجام شود 

  مجموعي از

n n n n
a b a b a b a b

− −
+ + + +o oK

1 1 2 2
  

Aآيتم از  nروش براي انتخاب  BU ضرب، اين  با توجه به قانون حاصل. دهد بدست مي

nمشخصاً ضريب 
x  در( ) ( )A x B x است.  

  هايي با تكرار آيتم انتخاب 4 .3

هايي براي انتخاب يك دو جين  اولين مسئله محاسباتي كه مورد ملاحظه ما قرار گرفت تعداد راه

توانيم اين پرسش را به شكل زير تعميم  مي. دونات بود در صورتي كه پنج طعم در دسترس باشند

آيتمي برگزينيم اگر كه براي انتخاب  kيك مجموعه  آيتم را از nتوانيم  به چند روش مي: دهيم

  آيتم به دفعات مجاز باشيم؟ يك
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nتوانيم  پرسد كه به چند روش مي ها، مسئله دونات مي در اين عبارت دونات را از مجموعه  12=

k =   .انتخاب كنيم }صاف و لعابزده و شكر و طعم ليمو و شوكولات{ –طعم انتخاب كنيم 5

هاي مولد  بياييد از منظر تابع. طعم انتخاب كنيم يكاز  تناندوجايي كه، البته مجاز هستيم چندين 

  .به اين پرسش نزديك شويم

  .تنها انتخاب كنيم از يك مجموعه حاوي يك آيتم) با تكرار مجاز(آيتم را  nفرض كنيد 

سپس يك روش براي انتخاب صفر آيتم، يك روش براي انتخاب يك آيتم، يك روش براي 

عضو با تكرار از يك  nبنابراين، تابع مولد براي گزينش . انتخاب دو آيتم، والخ وجود دارد

  :عضوي چنين است 1مجموعه 

x x x↔ + + +K K2 3
1,1,1,1, 1+  

x
=

1

1-
      

ها از يك اتحاد مجموعه جدا از هم عبارت از  گويد كه تابع مولد براي انتخاب آيتم قانون تلفيق مي

  :ها از هر مجموعه است هاي مولد براي گزينش آيتم ضرب تابع حاصل

{ { { ( )
.

K
x x x x

=K

14243

1 1 1 1

1- 1- 1- 1-
  

  تابع مولد براي           مولد براي تابع        تابع مولد براي تابع مولد براي        

      { } { } { } { }a a ak a a akK1 2 1, 2, ,  

عضوي با تكرار مجاز عبارت  - kهايي از يك مجموعه  بنابراين، تابع مولد براي گزينش آيتم

است از 
( )

k
x

1

1-
.  
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آيتم با تكرار از يك مجموعه  nهاي انتخاب  روش گويد كه تعداد دار به ما مي حالا قانون كتاب

k عضوي از اين قرار است:          
n k

n

+ − 
 
 

1
،  

nبنابراين، اين ضريب 
x  سريدر گسترش 

( )
k

x

1

1-
اين  بدست آوردنگر، از سوي دي .است 

توانيم با استفاده از قضيه تيلور آن را انجام  كه مي جايي ضريب به صورت جبري آموزنده است،

  :دهيم

  ).تيلور قضية( 4. 1 قضية

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

!

n

nf f f
f x f f x x x x

n

′′ ′′′
′= + + + + + +

o o o
o o K K2 3

2! 3!
  

ضريب متعلق به  امينnگويد كه  اين قضيه مي
( )

k
x

1

1-
 oبرداري در  مشتق امينnبرابر است با  

  :به فرض كه. كه خيلي مشكلي نيست نيزمشتق  امينnو محاسبه . n!و تقسيم شده در 

( )
( )

( )::
k

k
G x x

x

−
= =

1
1-

1-
  

  :آنگاه داريم

( ) ( )
( )k

G x k x
− +

′ =
1

1-  

( ) ( )( )
( )k

G x k k x
− +

′′ = +
2

1 1-  

( ) ( )( )( )
( )k

G x k k k x
− +

′′′ = + +
3

1 2 1-  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )k nn

G x k k k n x
− +

= + + −K1 1 1-  
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nبنابراين، ضريب 
x در تابع مولد عبارت است از:  

( ) ( ) ( ) ( )
! !

n
G k k k n

n n

+ + −
=

o K1 1
  

( )
( )

!

! !

k n

k n

+ −
=

−

1

1
      

.
n k

n

+ − 
=  
 

1
      

توانستيم با استفاده از تابع مولد آن را ثابت  شناختيم، مي بنابراين اگر از قبل قانون كتابدار را نمي

  .كنيم

  "غيرممكن"يك مسئله محاسباتي  .5

ولي اينجا  .توانستيم با روشي ديگر انجام دهيم ايم مي هاي مولد انجام داده هر چه را تا كنون با تابع

توانيم يك  به چند روش مي! براستي بالاتر از همه –باتي پوچ روبرو هستيم با يك مسئله محاس

  هاي زير پر كنيم؟ با محدوديت ميوه nسبد را با 

 .تعداد سيب ها بايد زوج باشد •

 .باشد 5تعداد موزها بايد مضروبي از  •

 .تواند موجود باشد پرتقال مي چهار حداكثر •

 .تواند موجود باشد بي ميحداكثر يك گلا •
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  :ميوه وجود دارند 6روش براي پر كردن سبدي با  7براي مثال، تعداد 

o  o  1  2  4  4  6  سيب  

5  5  o  o  o  o  o  موز  

o  1  3  4  1  2  o  پرتقال  

1  o  1  o  1  o  o  گلابي  

  

ا رولي بيائيد آنچه ! آيد ها به قدري پيچيده هستند كه مسئله نااميد كننده به نظر مي اين محدوديت

  .بينيمسازند ب هاي مولد آشكار مي كه تابع

سيبي به oتوانيم يك مجموعه  مي. هاي انتخابي بسازيم بيائيد در ابتدا يك تابع مولد براي سيب

، يك )ها بايد زوج باشد از آنجا كه تعداد سيب(سيبي به صفر روش 1يك روش، يك مجموعه 

. مين ترتيب انتخاب كنيمسيبي به صفر روش و به ه3سيبي به يك روش، يك مجموعه 2مجموعه 

  :بنابراين داريم

( )A x x x x
x

= + + + =K2 4 6

2

1
1+

1-
  

  :به همين سان، تابع مولد براي گزينش موزها از اين قرار است

( )B x x x x
x

= + + + =K5 10 15

5

1
1+

1-
  



 هاي مولد تابع ـ فصل يازده  ٢٤

تيب پرتقالي و به همين تر1پرتقالي را به يك روش، يك مجموعه oتوان يك مجموعه  حالا، مي

توانيم انتخاب كنيم، بنابراين تابع مولد در  با اين همه، بيش از چهار پرتقال نمي. انتخاب كنيم

  :اختيار ما

( )
x

x x x x x
x

= + + + =o
5

2 3 4 1-
1+

1-
  

يا ) هيچ(توانيم صفر  بالاخره، مي. كنيم جمع هندسي استفاده مي در اينجا داريم از فورمول حاصل

  :يميك گلابي انتخاب كنيم، بنابراين دار

( )P x x=1+  

  :گويد كه تابع مولد براي انتخاب از ميان تمام چهار ميوه چنين است قانون تلفيق مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

A x B x x P x x
x x x

=o
5

2 5

1 1 1-
1+

1- 1- 1-
  

( )x
=

2

1

1-
          

x x x= + + +K2 3
1+ 2 3 4          

)ما با ! شود تقريباً همه چيزها مي )x
2

1/ است كه پيش تواني  سرييم، كه يك تنها گذاشته شد -1

nضريب  .از اين آن را پيدا كرديم
x  به سادگي عبارت است ازn با اين حساب، تعداد . 1+

nميوه فقط  nهاي پر كردن يك سبد با  روش اين با مثالي كه با آن تمرين كرديم . است 1+

  !ها وجود داشت ميوه در آن 6سبد ميوه مختلف با  7سازگار است، از آنرو كه 

  


