
  

  
  

��� ����	:  

  رياضيات

  براي علوم كامپيوتر

  J042/6و    J062/18      :              كد درس

  كارشناسي                            :مقطع آموزشي

پروفسور آلبرت مير و  : MITاستاد مدرس 

  پروفسور رونيت روبينفلد

  چي دكتر چنگيز اصلاح  : SBUاستاد مترجم 

�������� ��	�� ������ ������  

 ������� � ����� � �! ������� "#��� �$�#%MIT  

  

  فصل سوم 

  استقراء

  استقراء .1

بـا اسـتفاده   ها را  نبات كه آبدهد  مياو ترجيح  .آورد به كلاس مي نبات پر از آباستادي يك كيف 

الي آخـر تـا   و  3,2,1,. . . كند،  گذاري مي شمارهآموزان را  ابتدا دانش .دبدهديگران به  از دو قانون

  :ردازيمپ اينك به دو قانون مي. بتواند به آنها ارجاع دهد

  .آيد نبات گيرش مي آب 0آموز صفر دانش -1

n به ازاء هر -2 ∈� Nآموز  ، اگر دانشn آموز  دانش آنگاهنبات دريافت كند،  آبn هم  1+

 .گيرد نبات مي آب

فكر كنيد، يكي به ازاء هر  دنباله تجملا تمامقانون به مثابة راه فشردة نگارش توانيد به دومين  مي

  :nمقدار طبيعي 

 .گيرد نبات مي هم آب 1آموز  نبات بگيرد، پس دانش آب oآموز  اگر دانش •

 .گيرد نبات مي آبهم  2آموز  نبات بگيرد، پس دانش آب 1آموز  اگر دانش •

الـي  گيـرد و   نبات مـي  هم آب 3آموز  نبات بگيرد، پس دانش آب 2آموز  اگر دانش •

 . آخر



 استقراءـ  فصل سوم  ٢

نبـات ثبـت نـام     با اين قوانين آيا براي دريافـت آب . باشيد 17آموز  اينك فرض كنيد كه شما دانش

 ـ  با قاعدة اول آب oآموز  ايد؟ خوب، دانش شده بنـابر ايـن بـا قـانون دوم،     . آيـد  رش مـي نبـات گي

گيرد، كه  نبات مي هم آب 2آموز  گيرد، كه به اين معني است كه دانش نبات مي هم آب 1آموز  دانش

نبـات بـراي هـر     بنابر ايـن دو قـانون اسـتاد عمـلاً آب     -آيد، والي آخر هم گيرش مي 3آموز  دانش

  !برنده شديد. بزرگ باشدكند، مهم نيست كلاس چقدر  آموزي را تضمين مي دانش

  : يابد شود تعميم مي ناميده مي استقراءكه  ياين برهان به اصل

) كنيد فرض اصل استقراء )P n اگر. گزاره باشد  

• (0)P صحيح باشد، و  

) Nبه ازاء هر  • ),P n n )دلالت كند بر  �∋ )P n +1   

)گيريم  نتيجه مي )P n  به ازاء تمامN n   .صحيح است �∋

 

)، كنـيم فـرض  . نبات اين چنـين اسـت   و سهيم شدن در آب استقراءتناظر ميان اصل  )P n   گـزارة

صـحيح   P(0)كنـد كـه    پس قاعدة اول استاد ثابـت مـي  . باشد "گيرد نبات مي آب nدانش آموز "

) Nاست و قانون دومش كه به ازاء همه  ),P n n )كنـد   ثابت مي �∋ )P n بـر اسـاس ايـن     .1+

)گويد كه  مي استقراءحقايق اصل  )P n همة  يبراN n به سخن ديگـر همـه   . صحيح است �∋

قـانون  در براسـاس   كـه  مثل آن اسـت  استقراءتوجيه غير استدلالي اصل . آيد نبات گيرشان مي آب

به صـورت جهـاني بـه عنـوان يـك       استقراءبنابر اين اصل . آيد نبات گيرش مي استاد هر كسي آب



 ٣  استقراءـ  فصل سوم

چيزي كه خيلي آشكار نيسـت ايـن اسـت كـه بـا      . آشكار پذيرفته شده استدقيق و  روش برهان

  . توانيم برسيم استفاده از اين تا كجا مي

  : كاربرد استقراء .2

ترين تكنيك اسـتدلالي پركـاربرد در رياضـيات گسسـته و      تا كنون نيرومندترين و همگاني استقراء

در تضاد با رياضيات  -گسسته برايصة يك مشخ در واقع، استفاده از استقراء. پيوتر استعلوم كام

  .است –پيوسته 

اعداد طبيعي برقرار اسـت بكـار    ازاء همه به يا گزارهاثبات اينكه  ايمستقيم بر استقراء اغلب بطور

  : رمول كلاسيك از اين قرار استبراي مثال، يك ف. رود مي

N nازاء همة  به 2. 1قضيه ∈�   
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شما موظفيـد الگـوي نمونـه را    . است nتا  1تمام اعداد از  جموعبيانگر م) 1(سمت چپ معادله 

توانيم نياز به حدس زدن را  مي. جايگزين كنيدرا با عبارات ديگر ) K(حدس بزنيد و اخلاقاً نقاط 

  .بندي حذف كنيم نماد جمع با با دوباره نويسي سمت چپ معادله
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راست سـيگما بـه عنـوان    سمت كند  را مشخص ميمقادير  مقدار مجموع را ها بيانهر يك از اين 

در  2. 1ضـيه  قمعني حاصـل جمـع در   . كند بيان مي كند ر ميتغيي nتا  1از  iوقتي  ،iيك متغير،

  :يكي از موارد خاص خيلي آشكار نيست
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nاگر  • +nبندي وجود دارد،  باشد، پس فقط يك عبارت در جمع 1= =K1+2 + 3 + از  .1

,3ظاهر  n,كه  نماديو  2  .عبارتهاي مختلفي هستند به اشتباه دچار نشويد 1

nاگر  • ≤ o  بندي وجود نـدارد و بـر ايـن اسـاس      اين ابداً هيچ عبارتي در جمعباشد، بنابر

n+ =K o1+2 + 3 +. 

باشـيد جـائي كـه عددنويسـي بيراهـه      تماد نقطه گذاري مناسب است ولي مواظب اين موارد ويژه 

  !تن استرف

)ة فرض كنيد كه گـزار . استفاده كنيم 2. 1ضيه قبراي اثبات  استقراءحالا بيائيد از اصل  )P n  را در

)"نظر بگيريم كه  ) /n n n+ = +K1+2 + 3 + 1 ضيه قدوباره عبارتهاي اين گزاره را مطرح كنيد،  "2

)كند كه  ثابت مي )P n  به ازاء تمامN n بـه   استقراءعالي است، چونكه اصل . صحيح است �∋

  :گذاريم تر را بنا مي دهد كه مشخصاً به نتيجه دست يابيم، دو واقعيت ساده جازه ميما ا

• ( )P o صحيح است. 

N nبه ازاء همه  • ∈� ،( )P n كند  ثابت مي( )P n +1 

)اولي صحيح است زيرا . يابد دو گفته كاهش مي بنابر اين كار ما به اثبات اين )P o كند كه  ثابت مي

)يك حاصل صفر هر چه باشد برابر است با  ) /+o o o1 2 = .  

: ولي طرح اساسي اثبات معتبر بودن هر قضيه را بخاطر داشته باشـيد . تر است پيچيده مطلبدومين 

در ايـن حالـت،   . نظر بگيريد و بعد عبارت سمت راست را اثبـات كنيـد   عبارت سمت چپ را در

): كنيم فرض مي )P n   
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 ٥  استقراءـ  فصل سوم

): به منظور اثبات )P n +1  
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)در واقع، افزودن : اين دو معادله كاملاً شبيه هستند 1)n به هر دو سمت اولـين معادلـه و سـاده     +

  :دهد معادلة دوم را بدست مي ،كردن سمت راست
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)اگر  ،لذا )P n  ،صحيح باشد( )P n  nاين برهان بـراي هـر عـدد صـحيح     . هم صحيح است 1+

در . الزامي اسـت  استقراءكند كه توسط اصل  معتبر است، از اين روي اين دومين واقعيت را بنا مي

)عمل ما همين الآن ثالت كرديم كه  )P o كندبر  دلالت مي( )P 1 ،( )P )كنـد بـر    دلالت مي 1 )P 2 ،

( )P )كند بر  دلالت مي 2 )P   .شوند همه به همين ترتيب واقع مي. و غيره 3

)گويد كه گـزارة   مي استقراءبا در دست داشتن اين دو حقيقت به اصل  )P n     بـه ازاء كليـة اعـداد

  ! شود ضيه ثابت ميقصحيح است و بنابر اين  nطبيعي 

  هاي استقراء  الگويي براي برهان 2. 1

دقيقاً از همان الگو تبعيـت   استقرائيترين برهان  نسبتاً ساده بود ولي حتي پيچيده 2. 1برهان قضية 

  . پنج مؤلفه وجود دارند. كند مي

اين توضيح بلافاصله به سراسر سـاختار  . كند استفاده ميتوضيح بدهيد كه برهان از استقراء  -1

  .كند استدلال شما را بفهمد شود كه به خوانند كمك مي برهان منتقل مي

)يك گزارة صحيح را معين كنيد  -2 )P n . چنـين خواهـد بـود كـه      اسـتقراء برهان نهايي نتيجة

( )P n اعداد طبيعي  براي كليهn پس بايـد گـزاره   . صحيح است( )P n   ـ  ه را مشـخص سـازيد ب



 استقراءـ  فصل سوم  ٦

تواند از فرضـيه مسـتقيماً    اغلب گزاره مي. باشدقضيه با اين ) يا نتيجه(معادل ضية شما ق كه طوري

)گزارة . برداشته شود، مانند مثال بالا )P n "وقتهـا   بعضـي . شـود   خوانده مـي  " استقراءفرض  پيش

بتوانيد خاطرنشان كنيـد كـدام    سازد در حالتي كه ندي را درگير ميمتغيرهاي چ فرض استقراء پيش

  . كند كار مي nمانند  متغير

)ثابت كنيد كه  -3 )P o اين . ه در مثال بالا آمد، معمولاً كار آساني استهمانطور ك .صحيح است

nبعضي وقتها حالت پايه . (شود ناميده مي "اي يهاپمرحلة "يا  "پايه استرا"قسمت از برهان  يا  1=

ح داده خواهـد  هـم توضـي   nحتي عددي به مراتب بزرگتر خواهد بود، در حالتي كه مقدار اوليـة  

 .)شد

)، nبه ازاء هر عدد طبيعي ثابت كنيد كه  -4 )P n  دلالت دارد بر( )P n ايـن را مرحلـة    .1+

فرض كنيـد كـه   : اي هميشه همان است طرح پايه. نامند مي "مرحلة استقراء" يا "مرحله استقرائي"

( )P n  صحيح است و آنگاه از اين فرض استفاده كنيد تا ثابت كنيد كه( )P n . صـحيح اسـت   1+

انصافاً بايد يكسان باشند، ولي پركردن آن شكاف ممكن است مقـداري قـوة ابتكـار    فرض اين دو 

كـه   زيـرا معتبر باشـد،   nهر عدد طبيعي  استدلال شما هر چه كه باشد بايد براي. نياز داشته باشد

 .زير استهاي  مقصود اثبات يكباره گزاره

( ) ( ), ( ) ( ),P P P P P P→ → →o K1 1 2), (2) (3  

گيـري كنيـد    دهد كه نتيجه به شما اجازه مي استقراءاصل  ،با حقايق داده شده .استنادي  استقراء -5

)كه  )P n ء همة اعداد طبيعي ازا به( )n تماميـت اسـتدلال اسـت، ولـي      ةاين چرخ. صحيح است

  .كنند بسياري از نويسندگان از اين مرحلة روشن چشم پوشي مي
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تـر   هاي شما را واضـح  بطور واضحي مستند كردن حالت پايه و مرحلة استقرائي ممكن است اثبات

  . كند

  م عيار يك نوشتة تميز تما 2. 2

ارائه شده در بالا كاملاً معتبر است، ولي با اين وجود حاوي مقدار زيادي از شرح  2. 1اثبات قضية 

  .كنيد هاي استقرائي مشاهده نمي هاي اضافي است كه معمولاً در اثبات و بيان

رد تا بينيد و شما را آماده خواهد ك اي است كه شما در نمونه مي اثباتي كه در زير مطرح شده شيوه

  .خودتان انجام دهيد

)فرض استقرائي  پيش. كنيم از استقراء استفاده مي .اثبات )P n  اهد بودوخ) 1(معادلة .  

) :حالت پايه )P o  مساوي صفر است وقتي كـه  ) 1(صحيح است، زيرا هر دو طرف معادلهn = o 

  . دباش

)به فرض كه : مرحلة استقرائي )P n  صحيح باشد، وقتي كهn پس توسـط  . هر عدد طبيعي باشد

←فرض استقراء  پيش
( )

( ) ( )
n n

n n n
+

+ + + = + +K
1

1+2 + 3 + 1 1
2

  

←توسط جبر ساده 
( )( )n n+ +

=
2 1

2
  

)كند  كه ثابت مي )P n +1  

)كه  شود ثابت ميبنابر اين با استقراء  )P n ازاء كليه اعداد طبيعي  بهn صحيح است.  
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ورمول در جاي بندي مفيد بود ولي براي كشف اين ف استقراء براي اثبات صحت اين فورمول جمع

هايي براي يافتن چنين فورمولهايي وجود دارند كه در چند هفتة ديگر به شما  ترفند. اول مفيد نبود

  . نشان خواهيم داد

  دنبالة فيبوناچي 2. 3

  . را در نظر خواهيم گرفت 1فيبوناچي عداداي ديگر از كاربرد استقراء ا براي مثال ساده

عـدد  . اعداد فيبوناچي مجموع دو عدد قبلي است بقيهند و دو عدد اول فيبوناچي صفر و يك هست

به سخن ديگر، اعداد فيبوناچي مكرراً بـا قـوانين   . شود نمايش داده مي nFبه شكل ام nفيبوناچي 

  . اند ذيل معرفي شده

:: ,F =o o  

:: ,F =1 1  

i ≥ :: براي 2 ,i i iF F F
− −

= +1 2
  

                                                

وان قرن سيزدهم بود كه نمونه سازي اعداد مربوط به روند رشد جمعيت خرگوشـها خـود را    فيبوناچي رياضي .1

گيرد كه يك جفت خرگوش در سن يك مـاهگي،   جمعيت خرگوشها در نظر مييك نمونة سادة رشد . مطرح كرد

آورند و پس از آن به باز توليد يك جفت خرگوش در هر ماه ادامه خواهند داد، در  دو خرگوش ديگر را به دنيا مي

نظر بگيريم كه 
n

F  مجمموعه تعداد جفتهاي خرگوش در شروعn ماه باشند، و
n

B     تعداد زوجهـاي رو بـه رشـد

nFهمان جفتهاي  .ماهnهايي در  جفتحالا . باشد، يعني كه، جفتهايي كه حداقل يك ماهه باشند
هستند كه ماه  1−

nBت نوزادهـاي  پيش داشتيم، افزون بر اينكه يـك جف ـ 
انـد بنـابر ايـن     توسـط جفتهـاي مـاه قبـل بـدنيا آمـده       1−

n n nF F B
− −

= +1 همچنين، مجموعه جفتهاي رو به رشد در ماهگي بسادگي جمع همه همان جفتهايي هستند كـه   1

ماه قبل داشتيم، بنابر اين 
n nB F

−
= nBجابجايي . 1

nFبا  1−
  .)2(دهد  نتيجه مي 2−



 ٩  استقراءـ  فصل سوم

  اولين اعداد فيبوناچي از اين قرارند 

,o K,1,1, 2, 3, 5, 8,13, 21  

شان يك  با اهميت كاربردي آنهاشوند، ولي  اعداد فيبوناچي به طور طبيعي به چند روش مطرح مي

غني و شگفت آور  خصوصياتاي از  اند زيرا مجموعه هشرح مداوم رياضي را به خود منحصر كرد

فضـاي ذهنـي   تا  ضيه چيز خوبي استقاين . شود ضيه پايين مطرح ميقاي كه در  دارند، مثل نمونه

  . كند ، اثبات آن تشريحي خوب براي استقراء فراهم ميپيدا كنيدآرام 

. 2. 2قضيه  n n nn F F F F
+

∀ ≥ + + =oo K
2 2

1   

nبراي مثال، به ازاء  =   داريم  4

o
2 2 2 2+1 +2 + 3 =15 = 305  

)فـرض اسـتقراء    كند كه پـيش  ضيه پيشنهاد ميقابتدا، شرح . بيائيد نگاهي به استقرا بياندازيم )P n 

  . چنين باشد

         )3(      .
n

i n n

i

F F F
+

=

=∑
o

2

1
  

)خواهيم فاصلة ميان  دوم، مي )P n  و( )P n )گزارة . را مشخص كنيم 1+ )P n كند كه  بيان مي1+

            )4(         .
n

i n n

i

F F F
+

+ +

=

=∑
o

1
2

1 2
  

)حالا برنامه اين است كه از  )P n     تـر   سـاده ) رهگـزا (استفاده كنيم تا اين توضيح را بـه يـك ادعـا

  :نتيجه اينكه. است 4از  3يك راه ساده كم كردن معادله . كاهش دهيم

            )5(    .n n n n nF F F F F
+ + + +

= −
2

1 1 2 1  
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Fnرا به  5است در طرف  بازگشت فيبوناچي درلباس مبدل همان فرمولاين   تقسيم كنـيم تـا   1+

Fnعبارت  Fn Fn+ + = +1 )اين نياز واقعي براي پركردن فاصله ميان . آوريمدست را ب 2 )P n  و

( )P n   . در مرحلة استقرائي است 1+

  :شود اثبات كامل در پائين نوشته مي

)بر فرض كه . گيرد اثبات با استقراء انجام مي. اثبات )P n  باشد 3معادلة.   

): حالت پايه )P o  صحيح است چونكه  

.F F F= = = =o oo o o
2 2

11  

n ايبر 3فرض كنيم كه معادله : مرحلة استقرائي ≥ o  كنيم كه  كند، به اين ترتيب ثابت مي صدق  

n

i n ni
F F F

+

+ +=
=∑ o

1 2

1 2
  

n براي هر ≥ o معادله ،n n nF F F
+ +

+ =1 ضـرب هـر دو   . كند با تعريف اعداد فيبوناچي صدق مي 2

 درطرف 
nF

+1
 ،و تنظيم مجدد عبارات 

n n n n nF F F F F
+ + + +

= + −
2

1 1 2 1
افـزون   بـا  .دهد را بدست مي 

  :آوريم بدست مي 3به معادله  رابطهاين 

      بنابر اين
( )

,

n

n i n n n n n n

i

n

i n n

i

F F F F F F F F

F F F

+ + + +

=

+

+ +

=

+ = −

=

∑

∑

o

o

2 2

1 1 1 1

1
2

1 2

  

  .ايسته استهمان طور كه ش

N nبه ازاء همه  3گيريم كه معادلة  بنابر اين با استقراء نتيجه مي   �.كند صدق مي �∋
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  اطحي كاشي كاري 2 .3

    

  

  

  
n2  

  

  

n2  

ولـي  . اي به عنوان يك تكنيك اثبات در مثالهاي پيشـين خـدمت كـرد    استقراء به صورت خالصانه

كمپـاني  . رود تر بـراي برهـان آوري بـه كـار      عنوان ابزاري عمومي هتواند ب گاهي وقتها استقراء مي

MIT همان طور كه پروژه بودجة بيشـتر  . اي جديدي ساخته است تمان علوم رايانهبه تازگي ساخ

آمد يك طرح ايجاد حياط كاشي يد اساسي افزايش سرمايه به ميان طلبيد، تعدادي عقا شتري مييو ب

n2nكاري شده با ابعاد 
  :بود 2×

فرضاً . اي از يك اهدا كنندة متمول اشغال خواهد شد عملاً توسط مجسمههاي مركزي  يكي از مربع

nدر حالت ويژه . (ناميم مي "بيل"او را  = o شـود  يك مربع مركزي تنها تشكيل مي، كل حياط از. 

، يك پيچيدگي اين بـود كـه معمـار پيمانكـار سـاختمان      )با اينكه، چهار مربع مركزي وجود دارند

فرانك جري، مهاي  ر بود كه فقط كاشيصL شكل مورد استفاده قرار بگيرد:  
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2nروبرو شود، حداقل به ازاءقيدها حياطي كه با اين    :چنين است =

  

  

  

  

  

  

شـكل بـا وسـعت     L هاي آيا راهي براي كاشي كاري حياط با كاشي nتر  وسيع به ازاء مقدارهاي

n2n
و ايجاد يك مجسمه در مركز آن وجود دارد؟ بيائيد تلاش كنيم تـا ثابـت كنـيم كـه ايـن       2×

  .چنين است

nم به ازاء تما 2. 3.قضيه ≥ o  يك كاشي كاري به وسعتn2n
وجود دارد به همراه بيل كه در  2×

  . مركز است

)فـرض كنيـد   . گيـرد  اثبات با استقراء انجام مي )تلاش محكوم ( .اثبات )P n  اي باشـد كـه    گـزاره

n2nياطي است به وسعت ح
  .گيرد و در مركز آن هم بيل قرار مي 2×

): حالت پايه )P o كند صحيح است براي اينكه بيل تمام حياط را پر مي.  

n2nفرض كنيد كه حياطي كاشي كاري شده با وسعت : مرحله استقرائي
با بيل كـه در مركـز    2×

nبه ازاء مقداري . است ≥ o بايد ثابت كنيم كه راهي بـراي كاشـي كـاري حيـاطي بـه      . قرار دارد

nوسعت  n+ +
×

1 12   . . . و بيل كه در مركز آن باشد وجود دارد 2

                

                

      B         
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توانايي كاشي كردن حياطي كوچكتر كـه بيـل در مركـز آن باشـد كمـك      ! ايم به دردسر افتاده اينك

ايم چگونـه   ما نشان نداده. كند تر كه بيل در مركز آن باشد نمي زيادي به كاشي كاري حياطي وسيع

)فاصلة ميان  )P n  و( )P n   . را پر كنيم 1+

را بـا اسـتقراء ثابـت كنـيم، بـه تعـدادي ديگـر از         2. 3ضـيه قن ترتيب اگر قصد داشته باشيم به اي

كه قصد اثبات آن را داريم نيـاز خـواهيم    nبراي ضيه تر از ق هساد تهاي استقراء بانسب فرض پيش

  . داشت

تـر   فـرض قـوي   ا كردن يـك پـيش  افتد، برگشت شما بايد جستجو براي پيد وقتي كه اين اتفاق مي

توانيم در نظـر بگيـريم    براي مثال، مي. قبلي شما دلالت كند فرض پيشباشد، يعني كه ، يكي كه بر 

( )P n اي باشد كه به ازاء هر مكان بيل در حياط  گزارهn2n
بـاقي مانـدة كاشـي    قـرار بگيـرد،    2×

تواني چيزي را ثابت كني، تـلاش   اگر نمي": اين گفته شايد عجيب به نظر برسد. ماند كاري بجا مي

در مرحلـة  . هاي استقراء اين حرف با معني است ولي براي برهان. "كن چيز بزرگتري را ثابت كني

)استقرائي، آنجا كه ملزم به اثبات  )P n +1 → ( )P n        هسـتيد، شـما در حـالتي بهتـر قـرار داريـد

)توانيد فرض كنيد  چونكه مي )P n بيائيد ببينم اين . برقرار استرا دارد،  تري ، كليحالت، كه الآن

  .كند مسئله در مورد كاشي كاري حياط چه نقشي ايفا مي

)فرض كنيد . شود اثبات با استقراء انجام مي) تلاش مقبول( .اثبات )P n اي باشد كه در ازاء  گزاره

n2nبيل در حياط  ،هر مكاني
  . كاشي كاري باقيمانده هنوز به جا مانده است. قرار بگيرد 2×

) :حالت پايه )p o كند صحيح است زيرا بيل تمام حياط را پر مي .  
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)فرض كنيد  :مرحله استقرائي )p n يدر برا n ≥ o        صحيح است، يعنـي كـه حيـاطي بـا وسـعت
n2n

nحيـاط  . دشـو  مكاني كه متعلق به بيل باشد، كاشي كاري مـي به ازاء هر  2× n
×

+1 +12  را بـه  2

nكنيد، هر كدام  تقسيم چهار n
×2 در نمـودار   B(شـود  شامل بيل مـي  قسمت چهار ي از اينيك .2

را در هر كدام از سه مربع مركـزي خـارج از ايـن يـك     ) xكه در نمودار (يك بيل موقت  .)پائين

  :چهارم صفحه جاي دهيد
n2        

  

  

n r        

        

  

  

  n2  n2  

ابجا كردن سه بيل موقت با ج. توانيم هر يك چهارم صفحه را با فرض استقراء كاشي كنيم حالا مي

)كند كه  اين ثابت مي. كند ا تمام ميشكل ال مانند كار ر )p n كند بـر   دلالت مي( )P n بـه ازاء   1+

nهمه  ≥ o. اين اثبات استضيه يك حالت خاص ق .  

كاشـي كـاري   كند كـه   اول اينكه، نه تنها اين استدلال تضمين مي. اين برهان دو ويژگي خوب دارد

گشتي براي يافتن چنين كاشـي كـاري بدسـت    ازب، بلكه همچنين يك راه حل تراجعي وجود دارد

اش بر لبة حياط باشد بـه   خواست مجسمه اگر بيل مي: تر داريم  اي قوي دوم اينكه ، نتيجه. دهد مي

  !در نظر بگيريمبرايش  جايي توانستيم مي ،دور از كبوترها

ولـي در  . كنـد  حركت خوبي است وقتي كه اثبات استقراء راه باز نمـي  كردن فرض استقراء تر قوي

تر بايد در عمل صحيح باشد، وگرنه، اميد زيادي به ساختن يك  خاطر داشته باشيد كه ادعايي قوي

                

  B              

                

          
X      

                

      
X    

X      
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 ا واحتياج به آزمايش خط ،گاهي وقتها يافتن پيش فرض استقراء درست! برهان معتبر وجود ندارد

مسطح  ها گراف"ند تا حدس ردك دانان بيست سال وقت صرف مي ياضيبراي مثال، ر. دارد صحت

كارستن توماسن برهان  1994سپس در سال . را ثابت يا رد كنند "دارد انتخاب پذيرهستندسطح  5

اشـاره   كليـد . سفره هـم امكـان توضـيح آن بـود    استقرائي ارائه كرد بقدري ساده كه روي دستمال 

قراء بي نهايت هوشمندانه، كه با در دست داشتن آن، تكميل برهان آسان دس استحداشت به يافتن 

  ! است

  يك برهان استقراء نادرست 2. 5

  .همة اسبها يك رنگ دارند .قضيه غلط

خواهيم آن را  در اين ادعا مورد توجه قرار نگرفته است، بنابر اين مي nبه يادداشته باشيد كه هيچ 

كنيم  ثابت مي) بطور غلط(بخصوص . را روشن سازد nبندي به روشي كنيم كه يك  ره فرمولدوبا

  كه 

nدر هر مجموعة  2. 4قضيه غلط    .، همة اسبها يك رنگ دارندياسب 1≤

nاين قضيه دربارة تمام اعداد صحيح  ≤ ايبج 1≤ o تغييـري   بـا  بنابر اين طبيعي است كـه  .است

)ثابت كنيد : به كار برد را كوچك استقراء )P )در حالت پايه و بعد ثابت كنيد كـه   1 )P n   دلالـت

)دارد بر  )P n nبه ازاء تمام  1+ است اين يك متغير كاملاً معتبر استقرائي  .مرحلة اسقرائيدر  1≤

  .و با برهان زير مشكلي ندارد

)پيش فرض استقراء . گيرد برهان بوسيلة استقراء انجام مي. برهان )P n  اينگونه خواهد بود  

    6      .، همة اسبها يك رنگ دارندياسب nدر هر مجوعه        
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): حالت پايه )n =1.( )P ، فقـط  1اي از اسـبهاي در انـدازة    صحيح است، براي اينكه در مجموعه 1

  . يك اسب وجود دارد و اين اسب يقيناً همان رنگ خود را داراست

)فرض كنيد كه  :مرحلة استقرائي )P n  ،مقداردر ازاء n صحيح است، يعني كه فـرض كنيـد    1≤

nاينك يك مجموعـة اسـب   . رنگ را دارنديك همه  ،ياسب nكه در هر مجموعة  را در نظـر   1+

  :بگيريد

,n nh h h hK1 2 +1, , ,  

 :اند رنگ هم اسب nبا فرض ما، اولين 

, ,n nh h h hK
142431 2 +1

ــگ  ــك رنـ ــه يـ بـ

, ,  

 :اند رنگ ، هماسبها nهمچنين با فرض ما، آخرين 

,n nh h h hK
142431 2 +1, , ,  

  همان رنگ

n,بنابر اين، اسبهاي  nh h h hK1 2 +1, , )همان رنـگ باشـند و بـه ايـن ترتيـب       بايد همه به , )P n +1 

)از اين رو، . صحيح است )P n  دلالت ميكند بر( )P n )بوسيلة اصل اسـتقراء،   .1+ )P n   بـه ازاء

nتمام    �. صحيح است 1≤

  آيا رياضيات از هم پاشيده است؟ بهتر نيست همگي شاعر شويم؟! ايم ما چيزي غلط را ثابت كرده

n,بنابر اين اسبهاي "گويد  اشتباه در اين برهان در آن جمله ايست كه مي nh h h hK1 2 +1, , بايد همه  ,

ــگ باشــند يــك ــي ا" K ".رن ــأثير را بوجــود م ــن ت ــه ي n,هــاي  آورد كــه مجموع nh h h
+

K3 و  ,1

,nh h h hK1 2 2, , nبا اين وجود، وقتي كه . با هم عضو مشترك دارند , . باشد اين صحيح نيست 1=
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و اينهـا ابـداً بـا هـم عضـو مشـترك        h2عة دوم است و مجمو h1در آن حالت اولين مجوعه تنها 

  !ندارند

)مـا ثابـت كـرديم    . بـرد  اين اشتباه يك رابطة بحراني از برهان استقراء ما را از ميان مي )P و بـه   1

)درستي ثابت كرديم كه،  )P 4 ( ), ( )P P →3 3 ( )P هـا   ، صحيح هستند و البته همة اين گـزاره 2→

  . غلط هستند، اسبهايي هستند كه رنگهاي متفاوت دارند

)كنند كه اشتباه موجود در برهان به اين دليل است كه  گاهي وقتها دانشجويان ادعا مي )P n  به ازاء

n ≥ )، مثلاً كنند را فرض مينيز نادرستي غلط است و برهان  2 )P n  به منظور اثبـات ،( )P n +1 .

شما بايد فكر كنيد چطور به چنين دانشجوياني توضيح بدهيـد چـرا ايـن قضـيه در يـك امتحـان       

  . ندارداي  نمرههيچ  6/042

  استقراء قوي  .4

  اصل استقراء قوي  3. 1

استقراء قوي و استقراء معمولي دقيقـاً  . شود يك نمونة مختلف استقراء مفيد استقراء قوي ناميده مي

)اثبات اينكه يك گزارة : روند منظور بكار مي يكبراي  )P n   همـة ) در مقابـل (بـه ازاء n ∈� N 

  .صحيح است

)فرض كه . اصل استقراء قوي )P n اگر. يك گزاره باشد  

• ( )P o صحيح باشد و  

,به ازاء تمام • ( ), , ( ),n P P n∈� K1  و( )P o  بـه درسـتي    با هـم( )P n دلالـت   1+

)ينكه ه اج، نتيكنند )P n  به ازاء كليهn   . صحيح است �∋
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دهد اجزاء بيشتري  استقراء قوي به شما اجازه ميكه تنها تفاوت استقراء معمولي با قوي اين است 

يد كه يرگ برهان استقراء عادي در نظر ميدر يك ! را در مرحلة استقرائي برهان خود در نظر بگيريد

( )P n كنيد صحيح بودن  صحيح است و سعي مي( )P n در يـك برهـان   . را هـم ثابـت كنيـد    1+

)استقراء قوي، ممكن اسـت فـرض كنيـد     ), ( ), , ( )P P P no K1       همـه صـحيح هسـتند وقتـي كـه

)خواهيد  مي )P n   . تر كنند توانند كار شما را آسان هاي فرعي فقط مي اين فرضيه. يدرا ثابت كن 1+

  هاي اعداد اول  ضرب حاصل 3. 2

به عنوان اولين مثال، از استقراء قوي استفاده خواهيم كرد تا يكي از آن حقايق آشنايي كـه تقريبـاً،   

  : البته نه اينكه كاملاً، آشكار است را ثابت كنيم

  . ضرب اعداد اول است حاصل 1تر از هر عدد زوج بزرگ 3. 1 لم

تواند حاصل متشكل از يك عبارت، مثلاً  به ياد داشته باشيد كه به صورت قراردادي، هر عددي مي

  .اند تشكل از يك عبارت است كه همگي اولمبه طور خاص هر عدد اولي حاصل . خودش باشد

)ض اسـتقراء  شـرط  مفـرض كنـي  را با استقراء قوي اثبات خواهيم كـرد،   3. 1 لم. برهان )P n،  بـه

nباشد صورت زير    .ضرب اعداد اول است حاصل ،2+

)اگر ثابت كنيم كه  برقرار است 3. 1 بنابر اين لم  )P n  به ازاء تمامn ≥ o كند صدق مي.  

): حالت پايه )p o    صحيح اسـت زيـرا+o عـدد اول اسـت و همـين طـور بصـورت قـراردادي        2

  . ضرب اعداد اول است حاصل
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nفرض كنيد كه  :مرحلة استقرائي ≥ o  و اينكهi + د هر عد برايضرب اعداد اول باشند  حاصل 2

iطبيعــي  n< )مــا بايــد نشــان بــدهيم كــه . 1+ )P n nكنــد، مــثلاً كــه  صــدق مــي 1+ + هــم  3

  :هيم ادامه مي ما با حالت زير. ضرب اعداد اول است حاصل

nاگر  + ضـرب اعـداد اول اسـت، بنـابر ايـن        حاصـل  عدد اول باشد، پس بـه طـور قـراردادي    3

( )P n n، اگردر غير اين صورت . در اين وضعيت صادق است 1+ + بـه   آنگاهعدد اول نباشد،  3

k,ازاء اعداد طبيعي  m  كـه   يطـور بـه   وجـود دارد,k m n≤ < +2 nو  3 km+ 3 بـه ايـن   . =

kترتيب  nيك عدد طبيعي است كمتر از  2− k)اش اينست  كه معني 1+ −2) + ضـرب   حاصل 2

ضرب اعـداد اول   حاصل kيعني كه، . آيد فرض استقراء بدست مي اعداد اول است كه توسط پيش

  .ضرب اعداد اول است حاصل mبطور مشابه، . است

kmبنابر اين  n= + )ضرب اعداد اول است بـا ايـن حسـاب     هم حاصل 3 )P n هـم در ايـن    1+

  . كند قضيه بخوبي صدق مي

)بنابر اين  )P n  يعنـي كند  برهان را با استقراء قوي ثابت مي اين در هر حالتي صادق است، كه 1+

( )P n  به ازاء تمام اعداد طبيعيn صادق است .�  

به سـخن ديگـر، هـر    . ستقراء عادي نيستبرخلاف نامش، استقراء قوي عملاً خيلي نيرومندتر از ا

با اسـتفاده  (توان اثبات كرد  اي را كه بتوان با استقراء قوي اثبات نمود با استقراء عادي هم مي قضيه

هـا را كمـي    تواند تعـدادي از برهـان   ولي استقراء قوي مي). تر هاي استقرائي پيچيده از پيش فرض

)از سويي ديگر، اگر . تر كند آسان )P n  به سادگي براي اثبات( )P n كافي باشد، پس به دليـل   1+

  . سادگي بهتر است از استقراء عادي استفاده شود
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  ايجاد تغيير  3. 3

بـا  . دارد S15و  S10، )اسـترانگي ( S6هاي  واحد پولش استرانگ است، سكه كشور اينداكتيا، كه

مشكل دارند مثـل   يكم اين حال اهالي اينداكتيا براي پول خردS11   يـاS29آنهـا   كـه اين جـه ، نتي

 S29تـر از  نگ بزرگهـاي اسـترا   داد سـكه ها را جمع كنند تا هر گونه تغييري در تع توانند سكه مي

  . ايجاد كنند

nاستقراء قوي اثبات اين را كه به ازاء  + >1 )كنـد، زيـرا    آسان مي 35 )n + − >1 6 ، بنـابر ايـن   29

))توانند بوسيله استقراء قوي تغييرات دقيقي بـراي   اهالي اينداكتيا مي )n S+ −1 ايجـاد كننـد و    (6

) تارا اضافه كنند  S6توانند يك سكة  سپس مي )n S+1 بنابر اين تنها كاري كـه  . را بدست آورند

را ايجـاد   35تـا   30توانند تغييري براي همـة مبـالغ    لازم است انجام شود بررسي اين است كه مي

  . ين كار خيلي هم سخت نيستكنندكه انجام ا

  : در اينجا نگارشي مفصل با استفاده از قالب رسمي وجود دارد

 S29تواننـد بـراي مبـالغ بيشـتر از      كنيم كه اهالي اينداكتيا بوسيلة استقراء قوي مي ثابت مي .برهان

)استقراء،  ميفر. تغيير ايجاد كنند )P n عبارت است از:  

nاگر  > بـه يـاد   . اسـترانگ اسـت   nها هستند كه ارزش آنهـا   اي از سكه مجموعه آنگاهباشد،  29

)داشته باشيد كه  )P n دانـيم   هاي يك گزاره غلط باشد، مـي  وقتي كه پيش فرض. يك گزاره است

شـود كـه    در اين وضعيت گفتـه مـي  !) با شاخ توي سرم چه كار كنم؟(كل گزاره صحيح است كه 

)بنابر اين . صحيح است انتفاء مقدمگزاره به  )P n هرگـاه كـه    انتفاء مقدم صحيح خواهـد بـود   هب

n ≤ 29   
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  : رويم اينك با برهان استقراء جلو مي

): يهحالت پا )P o بصورت صحيح است .  

)گيريم كه  در نظر مي: حالت استقرائي )P i  به ازاء تمامi n≤ كنـيم كـه    صادق است و ثابت مي

( )P n   :كنيم هاي زير استدلال ميحالات به. صادق است 1+

n)  :حالت + ≤1 29)   

  . صحيح است انتفاء مقدم به اين حالت

n)حالت  + =1 30): P: اسـتفاده   S6  توانند از پنج سـكة  صادق است زيرا اهالي ايندكتيا مي (30)

  .كنند

n)حالت  + =1   . استفاده كنيد S15و يك سكة  S10،يك سكة  S6يك سكة از : (31

n)حالت  + =1   . استفاده كنيد S10و دو سكة  S6از دو سكة : (32

n)حالت  + =1   . استفاده كنيد S15و يك سكة  S6از سه سكة : (33

n)حالت  + =1   . استفاده كنيد S10و يك سكة  S6از چهار سكه  :(34

n)حالت  + =1   . استفاده كنيد S15سكة   و يك Sاز دو سكة : (35

n)حالت  + >1 n)پـس  : (35 n≥ + >1) - 6 بنـابر ايـن بوسـيلة فرضيةاسـتقراء قـوي، اهـالي        29

))توانند براي  ايندكتيا مي )n S+1) - تواننـد   ، مـي S6حالا با افزودن يك سكة . تغيير ايجاد كنند 6

n)براي  S+1)   بنـابر ايـن در هـر حالـت،     . تغير لازم را ايجـاد كننـد( )P n صـحيح اسـت و    1+

nازاء تمام  توانيم نتيجه بگيريم كه با استقراء قوي كه به مي > تواننـد بـراي    ، اهالي اينداكتيا مي29

nS تغير بوجود بياورند .  
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داشتيم، اين برهان هم يـك روش   سر و كار به خاطر داشته باشيد كه همانطور كه با مورد ال شكل

اهـالي اينـداكتيا   : دهـد  تي بيشتر نشـان مـي  در واقع، ح. كند تكراري را براي ايجاد تغيير حاصل مي

و  S10، حداكثر دو سكة S15با استفاده از فقط يك سكة  S29توانند براي هر مبلغ بزرگتر از  مي

  . تغيير ايجاد كنند S6تعدادي سكة 

  جداسازي 3. 4

  !آورد را به حركت درميي لتكه مطمئناً م 6. 042يك بازي مهيج ديگر 

در هر حركت، . سپس به يك سري حركات مبادرت بورزيد. كنيد جعبه شروع مي nاي از  با بسته

بسته كه هـر كـدام    nشود كه شما  بازي وقتي تمام مي. تقسيم كنيدناتهي يك دسته را به دو دستة 

 انـدازه گيريد، اگر يك بسته به  براي هر حركت امتياز مي. داشته باشيد حاوي يك جعبة تكي باشد

a b+  هاي اندازهرا به دو بسته با b  وa ، تيـاز  ام، تقسيم كنيـدab     را بـراي آن حركـت كسـب

چـه  . آوريـد  امتيازاتي است كه براي هر حركت بدسـت مـي   جمعنتيجة نهايي شما ميزان . كنيد مي

استراتژي را بايد به كار بگيريد تا نتيجة كلي را به حداكثر برسانيد؟ به عنوان بك مثال، فرض كنيد 

nاي از  كه با دسته   :وش زير جلو برودرسپس ممكن است بازي به . جعبه شروع كنيم 10=
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  10         ها  ارتفاع بسته      نتيجه         

25                      5  5  

6                    2  3  5  

4                  1  2  3  4  

4                2  1  2  3  2  

2              1  2  1  2  2  2  

1            1  1  2  1  2  2  1  

1          1  1  1  2  1  2  1  1  

1        1  1  1  1  2  1  1  1  1  

1        1  1  1  1  1  1  1  1  1  

  نتيجة كلي = 45امتيار         

  

توانيـد   آيـا مـي  . شـود  اي كه زير آن خط كشيده شده در مرحلة بعد تقسيم مـي  در هر رديف، بسته

  برد بهتري بيابيد؟ راه

  تحليل بازي 3. 4. 1

ثابـت خـواهيم كـرد كـه نتيجـة      . كنـيم  حليـل را تجداسازي با استفاده از استقراء قوي بازي  بيائيد

  ! ربط است بردتان بي راه –شود  ها مشخص مي امتيازات شما كاملاً بوسيله تعداد جعبه

n)نتيجه  شي nهر روش عدم انباشت  3. 2ضيه ق n   . دهد ازي بدست مييامت 2/(1−

  :د دارد كه بايد به آن اشاره كنيمچندين نكتة فني در اين برهان وجو

 نمونة متعلق به برهان استقراء قوي درست مثل همان استقراء عادي است  •

در اين حالت، در حالـت  . را تعديل كنيم انديسهاهمانند استقراء عادي، كمي اختيار داريم  •

) اوليه )p )و  كنيم ثابت مي را  1 ) ( ), ,p n p− K1 ) مستلزم 1 )P n  به ازاء تمامn ≥ در  2

 .هستند مرحلة استقرائي
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)فرض كنيد كه . گيرد برهان با استقراء قوي انجام مي. برهان )P n اي باشد كه هر روش عدم  گزاره

n)اي معادل  نتيجه بلوك nانباشت  n   . دهد بدست مي2/(1−

nاگر : مرحلة پايه هيچ حركتي ممكن نيست و به ايـن  . باشد، پس فقط يك بلوك وجود دارد 1=

)ترتيب نتيجة كلي براي بازي  − o11 1)/2 )با اين حساب، . = )P   . صحيح است 1

)حالا بايد نشان دهيم كه : مرحلة استقرائي ), ( )P P n −K1 همگـي صـحيح هسـتند و اينكـه مـا       1

n,هايي به اندازة  اولين حركت بايد اين بسته را به زير بسته.بلوك داريم nاي از  بسته k k−  براي

n,بطور معين ميان  kتعدادي  o كلي بازي حاصل جمع امتيازات است  اينك مجموعة. تقسيم كند

  : براي اين حركت اول باضافة امتيازهايي كه توسط عدم انباشت دو زير بسته بدست آمده است

  نتيجة كلي ) = اولين حركت نتيجة(

      ) +k ها وكنتيجة عدم انباشت بل(

nها  نتيجة عدم انباشت بلوك( k−+(      

( ) ( )( )
( )

( )

k k n k n k
k n k

nk k k k n nk n nk k k

n n

− − − −
= − + +

+ − + − − − + +
=

−
=

2 2 2 2

1 1

2 2

2 -2

2

1

2

    

)هاي  دومين معادله از فرضيه )P k  و( )P n k− كند و باقي عمل ساده سـازي اسـت   استفاده مي .

)دهد كه  شان مياين ن ), ( ), ( )P P P nK1 )كند بر  دلالت مي 2 )P n +1.  

  اصل خوش ترتيبي .5

  به استقراء مرتبط است  بسيارروش ديگر برهان كه 
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  .ترين عضو است داراي كوچكهر زير مجموعة غير تهي از اعداد طبيعي . خوش ترتيبياصل 

  .فايده ار به نظر بيايد بيصل استقراء ندارد و ممكن است آشكهيچ شباهتي به ا خوش ترتيبياصل 

 بـا ، N اين اصل مجموعة اعـداد صـحيح غيـر منفـي،     اگر در ولي به مانند آشكار بودن، بدانيد كه

برقـرار  اصـل   عـوض شـود   )اعداد گوياي مثبت( +Qيا مجموعة  )تمام اعداد صحيح( Zمجموعة 

  .ندارند حداقل ضوا يك عه هيچ كدام از اين مجموعه .نخواهد ماند

كنيم كه روش روتيني وجود دارد كه هر برهـان بـا اسـتفاده از اصـل      براي فايده اين اصل، بيان مي

  .خوش ترتيبي قابل تبديل به برهاني با استفاده از اصل استقراء قوي است و بالعكس

اصـل خـوش   يـن  بنابر ا.) گيريم، چون كه سخت نيستند ما براي تشريح عمل تبديل وقت را نمي(

  .توانست به جاي استقراء بكار رود هاي قبلي مي در كليه برهان ترتيبي

در هفتـة دوم   يترتيب ـ خـوش  بـه اصـل  ) تلـويحي (سـر، بطـور ضـمني     در واقع با نگاه بـه پشـت  

 ،گوياييكرد كه هر عدد  فرض مي اثبات آن در .غير گويا است تكيه كرديم 2يادداشتهايي را كه 

qنوشته شود، يعنـي كـه    حالت) كمترين(ترين  سادهتوانست به عنوان كسري در  ، مي/q m n= 

n,جايي كه  m دانيم كـه ايـن هميشـه     چطور مي. بدون هيچ فاكتور مشتركي اعداد صحيح هستند

  ممكن است؟

mتـوانيم در نظـر بگيـريم     ا، ميدر ابتد ≥ o )      در غيـر ايـن صـورت، جـايگزين كنيـد/m n   بـا

( /( )m n− q/، كه mمجموعه اعداد طبيعي،  از اينرو − m n=     ،بـراي عـدد صـحيحn،   برقـرار

قل بايد يك عدد صحيح حدا ي،ترتيب اصل خوش با اين ترتيب، با در نظر گرفتن. تهي نيست باشد

mo،  كه باشد/q m n= o o عدد صحيح،  برايno . حالا اگـر ,n mo o     يـك فـاكتور مشـتركP >1 
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)، پس داشته باشد / ) /( / )m P n Po o  راهي ديگر براي بيانq       بـه عنـوان خـارج قسـمت اعـداد

)ولي . صحيح خواهد بود / )m P m≤ <o o o  با كمترين مقداراين m o در تناقض است.  

  !كرديم استفاده مي يترتيب خوش از اصل آشكارااز خيلي قبل داشتيم 

تـر از   هـاي كوتـاه   برهـان  دارايكنند چون كه  استفاده مي يترتيبخوش دانان اغلب از اصل  رياضي 

كنند، بنابر ايـن   د درگير مينوعاً برهان را با تضا يترتيب اصل خوش-از سويي ديگر، . استاستقراء 

ولي سـبك   –است  سبك مسئله واقعاً ،انتخاب روش. استفادة از آن هميشه بهترين راه حل نيست

  .ستا اي مسئله ،خود

  

  

 


