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  فصل نه

  Iشمارش، 

  

  

 جمـع  انـد داراي حاصـل   رقمي كه در بالا نمـايش داده شـده   25اعداد متفاوت از  .دو زير مجموعه

جمـع اعـداد سـتون     جمع اعداد ستون اول با حاصل براي مثال، ممكن است حاصل. هستند يكسان

بسـيار   شمارشييك مسئله زير مجموعه نظير اينها پيدا كنيد؟ اين توانيد دو  آيا مي. دوم برابر باشد

ايـن يـك نـوع    . هـايي بايـد باشـند    ولي ثابت خواهيم كرد كه چنـين زيـر مجموعـه   . سخت است

آميز از شمارش مثل عنوان اين  تواند با استفاده مهارت العاده است كه يك نفر مي گيري خارق نتيجه

  .فصل به آن نايل شود



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٢

,K1: رسد كه خيلي سـاده باشـد   ظر ميشمارش به ن 2, 3, ايـن روش روشـن بـه خـوبي بـراي       ,4

اي كـه   بـدرفتاري هاي پا اثـر گـذار اسـت و بـراي اشـياء بسـيار        شمارش اشياء ساده مثل انگشت

كننـد تـا    تر به شما كمـك مـي   هاي زيركانه با اين حال، روش. ساختاري با ماهيت مشخص ندارند

  :بشماريد، مثل تر هاي گسترده زها را در زمينهبسياري چي

 .مدل پيراشكي موجود 5پيراشكي از  12هاي متفاوت انتخاب  راه تعداد •

ها  تاي اين رقم4 دقيقاًرقم وجود دارد كه  16آنها  2اعداد كه در نمايش مبناي اي از  دنباله •

 .هستند 1

  :در علوم كامپيوتر به چند دليل مفيد است شمارش

يـك هـدف    ـ  شمارشـي راي حل يك مسئله تعيين مدت زمان و ذخيره موارد مورد نياز ب •

 .يابد تنزل مي شمارشياغلب به حل يك مسئله  –اصلي در علوم كامپيوتر

ترين موضـوع   خود شايد مهم ي نظريه احتمالات، كه به نوبه عبارت است از پاية ،شمارش •

 .اين ترم باشد

 ـ "و  "اصـل لانـه كبـوتر   "برهان،  ي دو تكنيك قابل ملاحظه • بـر   مبتنـي  "ياتبرهـان تركيب

 .انجامد هاي مفيد مي اين موارد به موضوعات جالب توجه متنوع و فراست. اند  شمارشي

هسـتند ولـي    قضـيه اين قواعد عملاً . ارائه كنيم شمارشقصد داريم تعداد زيادي قواعد براي 

به شما به عنوان يك مهـارت عملـي    شمارشهدف ما آموزش . ها نيستيم كلاً در پي اثبات آن

  .رسند مي "معلوم"گيري و اكثر قواعد به هر حال به نظر  نتگرالاست، مانند ا



  ٣  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

 چيزي ديگر شمارششمارش چيزي با  .1

، از توانيم سـرها را بشـماريم   شماريد؟ مي اند را مي شما چگونه افرادي كه در يك اتاق تجمع كرده

تقسـيم كنـيم   ها را بشماريم و به دو  توانيم گوش متناوباً، مي. رو كه هر شخص فقط يك سر داردآن

بايست در صورتي كه يك نفر در يك حادثه راهزني يك گوشـش را از دسـت داده و يـا     البته، مي

نكته در اينجا اين اسـت كـه مـا    . تعديل كنيم شمارش را درديگري با سه گوش به دنيا آمده باشد 

همي مورد كنيم، هر چند كه امكان دارد عوامل در هم و بر مي شمارشاغلب چيزي را با چيز ديگر 

در عبارتهـاي   .آنهـا  تـرين  ترين مسئله و سـخت  است، از آسان اصل شمارش ي  پايهاين . نياز باشد

  .كند تنزل ميبه تعيين اندازه يك مجموعه  شمارشيتر، هر مسئله  رسمي

و بـه   Sموجـود در   عضـوهاي عبارت است از تعـداد   Sيك مجموعه  عضوهاياندازه يا تعداد 

تـوانيم انـدازه يـك     خواهيم ادعـا كنـيم كـه مـي     ها، مي در اين عبارت. شود نوشته مي Sصورت 

مـا   .بدسـت آوريـم   Tنظيـر   بـه ديگـري  وابسته  را با پيدا كردن اندازه يك مجموعه Sمجموعه 

جـاي   .همچنين ابزارهاي رياضي را براي ارتباطي در يك مجموعه با ساير روابط در اختيار داريـم 

  .وجود دارد شمارششگفتي نباشد، يك نوع رابطه ويژه در قلب 

  قانون نگاشت دوسويي 1 .1

رابر از هـر  اگر بتوانيم همه دخترها را با پسرها در محل رقص جفت وجور كنيم، پس بايد تعداد ب

 شـمارش  منـد  قـدرت  ، به يك قانونشمارشياين نگاه ساده به يك قاعده . كدام وجود داشته باشد

  :يابد تعميم مي



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٤

f:اگر يك نگاشت دوسـويي باشـد    ).قانون نگاشت دوسويي( 1قانون  A B→    موجـود باشـد

A پس B=.  

كند كـه آنهـا چگونـه     معين مي fمجموعه دختران و تابع  Bمجموعه پسران است،  Aدر مثال، 

  .اند جفت شده

كند؛ اگر اندازه يك مجموعه را به  عمل مي شمارشيبين توان  قانون نگاشت دو سويي به عنوان ذره

ها را از طريـق نگاشـت    توانيد اندازه بسياري ديگر از مجموعه اه بلافاصله ميكشيد، آنگ تصوير مي

  :براي مثال، بيائيد به دو مجموعه پيش گفته باز گرديم. دوسويي تعيين كنيد

A= پنج نمونه مختلـف وجـود   ها براي انتخاب يك دو جين نان شيريني گرد هنگامي كه  همه راه

  .شدداشته با

B= يك هستند از آنهاتا  4با دقيقاً  اييت 16 دودويي هاي دنباله همه.  

  :را در نظر بگيريم Aبيائيد يك عنصر ويژه مجموعه 

{ { {o o o o o o o o o o o o14 2 4314 2 43

  شكلات              ليموناد         شكري           راقشكلات ب    مسطحشكلات 
  

به . ايم اي ايجاد كرده ايم و ميان هر نوع مختلف فاصله نشان داده oرا با ) نان شيريني گرد(هر نان 

اين ترتيب، انتخاب بالا حاوي دو نان شـيريني شـكلاتي، صـفر شـيريني ليمـويي، شـش شـيريني        

را در ميـان   1حـالا بيائيـد يـك عـدد     . و دو نان شيريني براق است و نان شيريني مسطحشكري، د

  :ها قرار دهيم فاصله

{ { {o o o o o o o o o o o o14 2 4314 2 43
1 1 1 1

  شكلاتي            ليموناد     شكري           براق        مسطح    
  



  ٥  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

  !Bيك عنصر  –ايم  تشكيل داده 1عدد  4را دقيقاً با  رقمي 16 دنباله دودوييما يك 

  :كند را پيشنهاد مي Bبه مجموعه  Aاين مثال يك نگاشت دو سويي از مجموعه 

  :يك دو جين نان شيريني رسم كنيد كه تشكيل بشود از

,و براق  p حسطم g  شكري, s  ليمويي, L  و شكلاتيC به اين دنباله و  

{ { { { {o o o o o o o o o o
s g pLC

K K K K K1 1 1 1  

  .نسبت داده شود

. اسـت  Bتا يك دارد، و بـه ايـن جهـت عضـوي از      4و دقيقاً  o 16تابع به دست آمده هميشه 

از دو  ترتيـب اي دقيقاً بوسيله يك  افزون بر آن، ترسيم يك نگاشت دو سويي است، هر چنين تكه

Aبنابراين . تشيريني رسم شده اس جين B= توسط قانون نگاشت دوسويي!  

  .گذارد اين قدرت درشت نمايي قانون نگاشت دو سويي را به نمايش مي

دانيم  قبلاً ثابت كرديم كه دو مجموعه بسيار متفاوت عملاً يك اندازه هستند، هر چند كه حتي نمي

كه اندازه يك مجموعه را مجسم كنيم، بلافاصله اندازه  ولي همين. هستنددقيقاً به چه ميزان بزرگ 

  .مجموعه ديگر را بدست خواهيم آورد

اين نگاشت دوسويي ويژه ممكن است به طور هولناكي با نبوغ به نظر برسد اگر قبلاً آن را نديـده  

پـيش پـا   دي از آن بارها و بارها استفاده خواهيد كرد او به زودي به نظرتان تولي به طور مب. باشيد

  .افتاده خواهد آمد

  



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٦

  ها دنباله 1 .2

ايـن يـك   . دهد تا يك چيـز را بـا توجـه بـه ديگـري بشـماريم       قانون نگاشت دو سويي امكان مي

و سـپس از   عمـل كنيـد  فقـط چنـد مـورد خـوب      شمارشدر كار : كند استراتژي كلي را ارائه مي

  .هر چيز ديگري استفاده كنيد شمارشهاي دو سويي براي  نگاشت

وقتي . ها جا خواهيم افتاد دنباله شمارشبه طور ويژه، بواقع در . ن استراتژي را دنبال خواهيم كرداي

اي از  به مجموعه Tرا مشخص كنيم، يك نگاشت دوسويي از  Tكه بخواهيم اندازه يك مجموعه 

اسـتفاده   شمارشمهارت در  –سپس از دنباله همه فن حريف خود. را خواهيم يافت Sهاي  دنباله

نياز داريم كه اين نظريـه را  . دهد را به ما مي Tكه بلافاصله . را مشخص كنيم Sخواهيم كرد تا 

  !كل طرح است و آنرويم روشن كنيم،  مادامي كه جلو مي

  شمارشدو قانون اساسي  .2

  .خود را با دو قانون اساسي برداشت خواهيم كرد شمارشياولين دانه مسائل 

  جمع قانون حاصل 2 .1

 60و  زود رنجـي روز  40، بد رفتـاري روزي  20لينوس براي خواهر بزرگش لوسي يك سهميه 

تواند به يك شكل يا ديگري پكر باشـد؟   در مدت چند روز لوسي مي. كند مي معينوئي روز ترشر

ترشـرويي   Sباشـد و   زود رنجـي روزهـاي   Iباشد،  بدرفتاريروزهاي  Cمجموعه  فرض كنيد

C ،ها، پاسخ به پرسش رتدر اين گونه عبا. اش باشد كلي I SU U حالا با فـرض براينكـه   . است



  ٧  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

جمـع   ها بـا قـانون حاصـل    لوسي اجازه دارد هر روز يك بدرفتاري كند، اندازه اتحاد اين مجموعه

  :آيد بدست مي

,اگر  ).قانون حاصل جمع( 2قانون  , , nA A AK
1 2

  :آنگاه هاي از هم جدا باشند مجموعه 

n nA A A A A A= + + +U UKU K
1 2 1 2

  

  :تواند پكر باشد براي ، لوسي ميدر نوع رفتار لينوس بودجهو  هاي اييرابا اين حساب، براساس د

  C I S C I S= + +U U  

= 20+ 40+ 60  

  120=روز 

. هاي جدا از هم صـادق اسـت   ي اجتماع مجموعهجمع فقط برا توجه داشته باشيد كه قانون حاصل

  .است كه بعدها به آن خواهيم رسيد بدرفتار وجالب توجه  از مسائل يافتن اندازه اجتماع مجموعه

  ضرب قانون حاصل 2 .2

باز هم به خـاطر بسـپاريد   . دهد را بدست مي ها مجموعه ضرب حاصل اندازه  ،ضرب قانون حاصل

,كه اگر  nP P PK
1 2
,   آنگاهمجموعه باشند،  ,

nP P P× × ×K
1 2

  

Pهاست كه اولين عبـارتش از   اي از تمام دنباله مجموعه
1

Pشـده اسـت، عبـارت دوم از     گرفتـه  
2

 

  .الي آخربيرون كشيده شده و 

  



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٨

,اگر  ).ضرب قانون حاصل( 3قانون  nP P PK
1 2
,   :آنگاهمجموعه باشند،  ,

.n nP P P P P P× × × =K K
1 2 1 2

  

,هاي  ضرب نيازي ندارد كه مجموعه جمع، قانون حاصل برخلاف قانون حاصل nP PK
1

از هم جدا  

روزانه متشكل از يك صبحانه كـه از مجموعـه    ،براي مثال، فرض كنيد كه يك رژيم غذايي. باشند

B يك ناهار از مجموعه است ،l  و يك شام از مجموعهD باشد:  

B=}ساندويچ سبك تخم مرغ، گوشت و تخم مرغ و نان شيريني، دوريتوس{  

L=} سيب زميني، سالاد فصل، دوريتوسهمبرگر و{  

D=} دوريتوسپاستاپيتزا، كرة منجمد،  –ماكاروني ،{  

Bآنگاه  L D×   :داريم عضوهاياينجا چند نمونه . اي از تمام رژيم غذايي روز است مجموعه ×

  )ساندويچ سبك تخم مرغ، گوشت و سيب زميني، پيتزا(

  )پاستاشت و تخم مرغ، سالاد فصل، گو(

  )دوريتوس، دوريتوس، كره منجمد(

  :شوند گويد كه چه تعداد رژيم غذايي روزانه ممكن مي ضرب به ما مي قانون حاصل

. .B L D B L D× × =  

    = 4.3.5  

       = 60  
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  تركيب قوانين 2 .3

از  مسـأله اغلـب راه حـل يـك    . تـوان بـا يـك قـانون حـل كـرد       را مـي  شمارشيمسائل تعدادي 

  .هاست نگاشت دوسويي و ديگر روشضرب،  ، حاصلجمع حاصل

  .نگاه كنيم كند، استفاده ميبيائيد به چندين مثال ديگر كه بيشتر از يك قانون را 

  هاي عبور كلمه

، شـماره   هاي عبور كلمه ائل مربوط بهمس ضرب بر روي هم براي حل جمع و حاصل قوانين حاصل

اي مشـخص، يـك    ، در يك سيسـتم رايانـه   براي مثال .هستند مفيد سفيد ها، لوح پروانه كاري تلفن

كـه  (اولـين نمـاد بايـد يـك حـرف باشـد       . اي از شش تا هشت نماد است كلمه عبور معتبر دنباله

توانند حروف و هم رقـم   هم مي و باقي مانده نمادها) درف بزرگ يا حرف كوچك باشتواند ح مي

  شوند؟ ممكن مي ،چند كلمه عبور مختلف. باشند

در كلمـه   بعديهاي  بيائيد دو مجموعه تعيين كنيم، مطابق با نمادهاي معتبر در اول كار و موقعيت

  .عبور

{ , , , , , , , }F a b z A B Z= K K  

{ , , , , , , , , , }S a b z A B Z= K K o K1, ,9  

  :اي عبور عبارت است ازه ها، مجموعه تمام كلمه در اين عبارت

( ) ( ) ( )F S F S F S× × ×U U5 6 7  



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ١٠

Fعبارتند از  شش حرفي عبور هاي كلمه مجموعهبا اين حساب،  S×
 عبـور  هـاي  كلمه جموعهم 5

Fعبارتند از  هفت حرفي S×
Fعبارتنـد از   هشـت حرفـي   عبور هاي كلمه مجموعهو  6 S×

از  .7

جمـع را بـه كـار بگيـريم و تعـداد كـل        توانيم قـانون حاصـل   هستند، مي جدا از همكه اينها  جاآن

  :كنيم شمارشهاي عبور احتمالي را به شكل زير  كلمه

)  قانون حاصل جمع ) ( ) ( )F S F S F S F S F S F S× × × = × + × + ×U U5 6 7 5 6 7  

.  پقانون حاصل ضرب . .F S F S F S= + +
5 6 7  

     = + +
5 6 7

52.62 52.62 52.62  

≈هاي عبور مختلف  كلمه ×
14

1. 8 10  

  يضوع nهاي يك مجموعه  زير مجموعه

عضو چند زير مجموعه مختلـف وجـود دارد؟ بـراي مثـال، مجموعـه       nبا  ،Xدر يك مجموعه 

{ , , }x x x x=
1 2 3

  :هشت زير مجموعه متفاوت دارد 

{ } { } { } { } { } { } { } { }, , , , ,x x x x x x x x x x x x1 2 1 2 3 1 3 2 3 1 2 3  

  

فرض . وجود دارد عضو nهايي با  به دنبا له Xهاي  يك نگاشت دو سويي طبيعي از زير مجموعه

,كنيد  , , nx x xK
1 2

) دنبالـه  بـه  Xسپس يـك زيـر مجموعـه ويـژه     . باشند Xاجزاي   )nb bK
1
, 

ib ،شود مي تصوير براي مثـال، اگـر   . در آن زير مجموعه وجود داشته باشد ixاگر و فقط اگر  1=



  ١١  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

n }گاه زير مجموعه آن، 10= }, , , ,x x x x x
2 3 5 7 10

 ي به شكل زيررقم 10شود به يك دنباله  رسم مي 

  :شود تصوير مي

{ }x x x x x
2 3 5 7 10
, , ,   زير مجموعه: ,

{ }, , , , ,o o o o o1, 1, 1, 1,   دنباله: 1

دقيقاً مطـابق   –ها رسش درباره دنبالهما فقط از يك نگاشت دو سويي براي تبديل مسئله اصلي به پ

حالا اگر به دنباله پاسخ بدهيم، پس مسئله اصلي خـود را هـم بـه خـوبي     ! ايم با نقشه استفاده كرده

  .ايم حل كرده

  :وجود دارد اييت 3دنباله  8متفاوت وجود دارند؟ براي مثال،  تايي nولي چند دنباله 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,o o o o o o o o1 ,1, 1,1  

( ) ( ) ( ) ( )o o o o1, , 1, ,1 1,1, 1,1,1  

ضـرب   هاي حاصـل  را به صورت مجموعه اييت nهاي  توانيم مجموعه كليه دنباله بسيار خوب، مي

  :بنويسيم

{ } { } { } { }, , ,
n

����������������������n

× × × =o o K o o
144424443
,1 1 1 1  

  :دهد ضرب اين پاسخ را بدست مي پس قانون حاصل

{ } { }, ,
nn

n

=

=

o o1 1

2

  

nهم  Xعضوي  nهاي يك مجموعه  اش اين است كه تعداد زير مجموعه معني
ايـن  . شـود  مي 2

  .پاسخ را در مدت كوتاهي به كار خواهيم برد
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  هاي پوشا هاي يك به يك و تابع تابع: هاي بيشتر تابع .3

دقيـق   شـمارش دوسويي يك به يك و پوشا هستند، كه از آنها ابزاري مطمـئن بـراي    هاي نگاشت

 رابطـه  هـر كـدام  هـا   ايم كه پوشاها و يك بـه يـك   هاي پيشين مشاهده كرده در يادداشت. سازد مي

  :كنند ها ايجاد مي مجموعه اندازه بينمشخصي 

  .نگاشت قانون 4قانون 

f: اگر -1 X Y→ پوشا باشد آنگاه X Y≥  

f:اگر  -2 X Y→  يك به يك باشد آنگاهX Y≤ 

f:اگر  -3 X Y→  نگاشت دوسويي باشد آنگاهX Y=  

  ياصل لانه كبوتر 3 .1

  :يستان قديمي توجه كنيدبه يك چ

در كشويي درون يك اتاق تاريك، چندين جوراب قرمز، سبز و آبي وجود دارد چه تعداد جوراب 

  را بايد از آنجا بيرون بياوريد تا مطمئن شويد يك جفت هم رنگ داريد؟

براي مثال، كشيدن سه جوراب كافي نيست، چه بسا يك لنگه قرمز، يك لنگه سبز و يك لنگه آبي 

نهفته است، كه نامي صميمانه بـراي تنـاقض قسـمت     يراه حل در اصل لانه كبوتر. رون آورديدبي

  :بيائيد آنرا بنويسيم. رود به حساب مي نگاشتقانون ) 2(

Xاگر  Y>پس هيچ تابعي ، :f X Y→      يك به يك نيست و حـالا آن را دوبـاره بنويسـيد تـا

  .را حذف كنيد "يك به يك"ه كلم
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X اگر ).اصل لانه كبوتر( 5قانون  Y>  پس براي هر تـابع ،:f X Y→    دو عنصـر متفـاوت

X  عنصر  يكوجود دارد كه بهY اند هرسم شد.  

با اين . در شرايط نور ضعيف آشكار نباشد جورابشايد ارتباط اين گزاره مجرد رياضي با انتخاب 

مجموعـه   Bكشيد، فرض كنيد  مجموعه جورابهايي باشد كه شما بيرون مي Aوجود، فرض كنيد 

اصـل لانـه   . كنـد  هر جوراب را به رنگ آن رسم مـي  fيد رنگهاي قابل دسترس باشد و فرض كن

Aگويد كه اگر  مي يكبوتر B> = ، حـداقل دو  يعنـي كـه  ( Aگـاه بايـد حـداقل دو عضـو     آن 3

احتمـالي   تصـوير براي مثال، يك . شود تصوير) سانيك يعني كه، رنگ( B يك عضوبه ) جوراب

  .شود ر جوراب به سه رنگ در پائين نمايش داده مياچه

A f B  

  اولsfجوراب       قرمز

  دومndجوراب       سبز

  سومrdجوراب       آبي

  چهارمfhوراب ج

جـاي شـگفتي   . بنابراين، چهار جوراب براي حصول اطمينان از يك جفت هماهنگ كـافي اسـت  

  :دهد هايي از كبوتر را شرح مي غالباً عبارت ينيست، كه اصل لانه كبوتر

پـس حـداقل دو    هـا باشـد،   اگر هر كبوتر درون يك لانه كبوتر برود و تعداد كبوترها بيشتر از لانه

  .كبوتر بايد به درون يك لانه بروند
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توصـيف   fو  Bدهند، لانه كبوترها مجموعـه   را تشكيل مي Aدر اين حالت، كبوترها مجموعه 

  .پرد كند هر كبوتر به كدام لانه مي مي

اگر يك كتـاب آشـپزي   . اند را مطرح كرده يربردهاي زيادي درباره اصل لانه كبوتردانان كا رياضي

كـرديم، متأسـفانه،    ، به شما تقديم مـي وجود داشت گفت هايي را مي كه راه و روش چنين استدلال

وقتي كه درصدد حل يك مسئله بـا اصـل   : يك كمك مفيد، با اين وجود. چنين كتابي وجود ندارد

  :د، كليد مورد نظر اين است كه به روشني سه مورد را تشخيص بدهيدهستي يلانه كبوتر

  )كبوترها( Aمجموعه  -1

  )هاي كبوتر لانه( Bمجموعه  -2

  )هاي كبوتر قانون اختصاص كبوترها به لانه( fتابع  -3

  موها و سرها

  :براي مثال. وجود دارند ياصل لانه كبوتر براي تعدادي تعميم

X.اگر  ).تعميم يافته ياصل لانه كبوتر( 6قانون  k Y>، هر تابع  آنگاه:f X Y→   حـداقل

k   .كند مي مربوط Yعنصر  يكرا به  Xمختلف  عضوهاي 1+

اسـت   قابل باوربراي مثال، اگر دو نفر را به صورت اتفاقي انتخاب كنيد، مطمئناً تا حد زيادي غير 

بـا ايـن وجـود، در شـهر بـه يـاد مانـدني بوسـتون مـا          . كه به يك ميزان مو روي سر داشته باشند

البته، در بوسـتون آدم كچـل بسـيار    ! موي سر دارند به يك تداددقيقاً ساچوست سه نفر هستند كه 

  .زنيم ولي داريم درباره مردم غيرطاس حرف مي. است و همگي صفر مو دارند
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نفر غيرطاس دارد و تعـداد موهـاي روي سـر يـك نفـر حـداكثر        500,000بوستون تقريباً حوالي 

مجموعه افـراد غيرطـاس در بوسـتون باشـد، فـرض كنيـد        Aفرض كنيد . تار مو است 200,000

{ },B = K1, . كند تصوير مييك شخص را به تعداد موهاي سر خود  fو فرض كنيد كه 200/000

Aاز آنرو كه  B> مبين آن است كه حداقل سه نفر تعداد مـو   يتعميم يافته لانه كبوتراصل  و 2

  !دانيم كه وجود دارند دانيم چه كساني هستند ولي مي نمي. را دارنديكسان 

  جمع حاصل يكهايي با  زير مجموعه

رست شـده بودنـد   رقمي كه در صفحه اول فه 25ثابت كرديم كه دو زير مجموعه اعداد  قبلاً بيان

 Aفـرض كنيـد   . كند تبعيت مي ياين هم عملاً از اصل لانه كبوتر. جمع هستند حاصل يكداراي 

اي  حالا حاصل جمع هر زير مجموعـه . در ليست باشد عدد 90 هاي زير مجموعه ي تمام مجموعه

×اعداد حداكثر  اين از
25

90 رقمـي كمتـر    25عدد وجود دارد و هر عدد  90كه فقط  زيرا. است 10

25از 
}مجموعه اعداد صحيح  Bبنابراين فرض كنيد . است 10 }, ,o K 25

1, فرض كنيـد   .باشد 90.10

f در (موعه اعداد هر زير مجA (هايش  جمع را به حاصل) درB (كند مي تصوير.  

nعضو  nايم كه يك مجموعه با  ثابت كرده
  :دارد بنابراين زير مجموعه متفاوت 2

A =
90
2  

≥ ×
27

1.237 10  

  از سوي ديگر

B = +
25

90.10 1  
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      .≤ ×o 27
901 10  

 fاش آن اسـت كـه    معنـي . اسـت  Bيك كـم بزرگتـر از    Aولي  خيلي بزرگند،هر دو كميت 

  .كند رسم مي Bعضو  يكرا به  Aحداقل دو عضو از 

جمـع را   حاصـل يـك  ، دو زير مجموعه متفاوت بايـد  يبه بياني ديگر، با توجه به اصل لانه كبوتر

  !داشته باشند

مجموعه اعداد داراي زير يك از دوتوجه داشته باشيد كه اين برهان هيچ علامتي دال بر اينكه كدام 

برهـان   ،نـوع نااميـد كننـده اسـتدلال    به اين . دهد در اختيار شما قرار نمي ،جمع هستند يك حاصل

  .گويند غيرسازنده مي

  ضرب تعميم يافته قانون حاصل .4

هايي براي تعـداد   اند و در نظر داريم جايزه كنيم كه در اين ترم همه به سختي تلاش كرده درك مي

هـاي احتمـالي را    در اينجـا چنـد نمونـه از گـروه بنـدي     . كارهاي جداً استثنايي تخصيص دهيماز 

  :آوريم مي

  ها زيرمجموعه هاي مجزا از جمع هايي با حاصل مجموعه

كنـيم بـه طـوري كـه تمـام زيـر       اعداد مثبت صـحيح درسـت    nاي از  توانيم مجموعه چگونه مي

  :دو است مضاربهاي مجزا از هم داشته باشند؟ يك راه آن استفاده از  جمع صلهايش حا مجموعه

{ }1, 2, 4, 8,16  
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هايي بايد با  كند كه همه چنين مجموعه اين روش به قدري طبيعي است كه هر كسي ترديد مي

 15جا به جا كنيم ولي با  17را با  16توانيم مطمئناً  براي مثال، مي. (تعداد بزرگتري درگير باشند

در اينجا  .كنند هايي وجود دارند كه اعداد كوچكتر را درگير مي بطور قابل توجهي مثال). توانيم نمي

  :يكي هست

{ }6,9,11,12,13  

هايي  كه چنين مجموعه حدس زد 1931، در سال ول اردوشدانان قرن، پا يكي از بزرگترين رياضي

تـر، نظـر داد كـه     به طور مشـخص . كه اعداد كوچكتر را به طور معناداري درگير كنند وجود ندارد

nبزرگترين عدد بايد 
c cبراي عدد ثابت  2> > o ظـرش را  او پانصد دلار به هر كسـي كـه ن  . باشد

  .پردازد ولي مسئله همچنان لاينحل باقي است ثابت كند يا رد كند مي

  

بر روي جلد صـفحه اول، يكـي از   . مشخص كرديم كه امتحان كتاب بسته بود هترين نقد رسميب

  ".هيچ كتابي وجود ندارد"نامزدهاي بزرگ دريافت جايزه نوشت 

يـك  ب راسـت و شـلوار در   وراب چـپ، جـورا  ج ـ "بسـيار خـوب  "ناشيانه  جايزه پرسش غير

  توانستم هر سه را يكباره بپوشم؟ مي –ولو با كمك گرفتن  –زنجير قرار دارند، ولي چگونه ضد

به ظهـور   1در امتحان  "به تنهايي انجام دادم"توسط دانشجويي كه نوشت  بهترين گزاره همياري

  .رسيد
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ارائه نمود؟ ايـن آسـان اسـت كـه بـا       نفر n، سه جايزه مختلف را به توان فرضاً به چند روش مي

فـرض كنيـد   . به پاسخ رسـيد  ،ها به مسئله دنباله، ها استفاده از استراتژي ترجمه مسئله درباره جايزه

p هـاي اعطـاي جـوايز     آنگاه يك نگاشت دوسويي از روش. باشد 6.042در  افراداي از  مجموعه

p::گانه به مجموعه  سه p p p= × ×
  :جوايز بويژه ، واگذاري ،وجود دارد 3

  .برد را مي 3#ي  جايزه zو نفر سوم  2#ي جايزه yبرد، نفر  را مي 1#جايزه  xنفر 

,(به دنباله  ,x y z( داريـم  ضـرب  بـا توجـه بـه قـانون حاصـل      .شود تصوير مي ،p p n= =
33 3. 

nبنابراين 
  .نفر وجود دارد nراه براي اعطاي جوايز به كلاسي با  3

تـوانيم   شود اگر سه جايزه را بايد به دانشجويان متفـاوت اعطـا كـرد؟ مثـل قبـل، مـي       ولي چه مي

  .واگذاري را رسم كنيم

  .)برد را مي 3#ي جايزه zو فرد  2#ي  جايزه yفرد . برد را مي 1#جايزه  xفرد (

∋P سه تايي
3 ), ,x y z .( بـراي مثـال،   . ولي اين تابع ديگر به هيچ وجه نگاشت دوسويي نيسـت

شود چون كه دايـو مجـاز نيسـت دو     رسم نمي) دايو، دايو، بكي(معتبري به سه نفر هيچ واگذاري 

با اين وجود يك نگاشت دوسويي از واگذاري جايزه به اين مجموعه وجود . يزه را دريافت كنداج

  :دارد

)افراد مختلف هستند { ){ , , , ,S x y z p x y z= ∈
3  
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ضـرب در   متأسفانه، قانون حاصـل . يمده ها تنزل مي دنباله شمارشك مسئله مسئله اصلي را به يو 

ها به ديگري بستگي دارند؛ بويژه، همگي بايد  يي اينچنين مفيد نيست زيرا وروديها دنباله شمارش

  .دهد فن را انجام مي و با اين وجود، ابزاري كمي تيزتر فوت. متفاوت باشند

. باشد kهاي طول  اي از دنباله مجموعه Sفرض كنيد  )افتهضرب تعميم ي قانون حاصل( 7قانون 

  :اگر داشته باشيم

• n
1

 اول ممكن مرحله ي  يهادر 

• n
2

 اول درايه وابسته به مرحله دوم ي ممكن درايه 

• n
3

 ي اول و دوم هاي مرحله وابسته به درايههاي ممكن مرحله سوم كه  درايه 

  :آنگاه

kS n n n n= …
1 2 3
. .  

,(هـاي  شامل دنباله S، ها در مثال جايزه ,x y z ( شـود  مـي .n  تخـاب  روش بـراي انx    بـه عنـوان

nهـا،   براي هر كدام از اين. وجود دارد 1#دريافت كننده جايزه  بـه   yروش بـراي انتخـاب    1−

واجـد شـرايط    xدارد از آنرو كه همه افراد به جز شخص  وجود 2#عنوان دريافت كننده جايزه 

nو  xبراي هر تركيب . هستند y−2 وجـود   #3دريافت كننـده جـايزه    zروش براي انتخاب  ,

بـا ايـن حسـاب، طبـق قـانون      . واجـد شـرايط هسـتند    yو  xدارد، زيرا كه همه افـراد بـه جـز    

  ضرب تعميم يافته، داريم حاصل

( ) ( ). .S n n n= − −1 2  
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  .جايزه را به افراد مختلف واگذار نمود 3 توان مي هايي كه تعداد روش

  اي معيوبدلاره 4 .1

رقمي بيش از يك بـار بـه كـار     8گويند كه يك رقم در سلسله اعداد  به يك دلار وقتي معيوب مي

  .رود

اند غمگـين   تان نگاهي بكنيد، از كشف اينكه دلارهاي معيوب خيلي به هم  شبيه اگر به كيف پولي

رديف  ارقامخش پ اند؟ با فرض براينكه در واقع، دلارهاي نامعيوب چقدر به هم شبيه. خواهيد شد

  :دهيم پاسخ مي شمارش، اين پرسش را با افتد اتفاق مياعداد اغلب همگي به طور برابر 

  دلارهايي كه غير معيوب هستند كسر=   سريال دلار با ارقام مختلف

  ها دلار تمام سريال    

رقـم   10منع و محـدوديتي وجـود نـدارد؛    در اينجا هيچ . بيائيد در ابتدا به مخرج كسر توجه كنيم

امكـان   و به همين ترتيب براي سومين مكانرقم  10، براي دومين مكانرقم  10 ن مكان،اوليبراي 

8برابر است با  ضرب با نظر به قانون حاصلرقمي  8د اعدا تعدادبنابراين، . پذير است
10.  

بنابراين . فعلاً مجاز نيسيتم كه از يك رقم دوبار استفاده كنيم. ديمبعد، بيائيد به صورت كسر باز گر

 براي مكان سـوم رقم  8، براي مكان دومرقم  9د ولي براي اولين مكان وجود داررقم  10همچنان 

  ضرب تعميم يافته، بنابراين، با توجه به قانون حاصل. الي آخرو 

10!
10. 9. 8. 7. 6. 5. 4. 3 =

2
  

        =1, 814, 400  
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  :با اتصال اين نتايج به معادله بالا بدست مي آوريم . دارقام مختلف وجود دار اعدد ب

=
1, 814, 400

100,000,000
  دلارهايي كه غيرمعيوب هستند كسر 

   =1/8144%  

  مسئله شطرنج 4 .2

)و يك فيـل ) k( ، يك اسب)p( سربازتوانيم يك  به چند روش مختلف مي )b   را روي صـفحه

نمـايش  اي در يك رديف يا يك ستون نباشـد؟ يـك    شطرنج قرار دهيم به طوري كه هيچ دو مهره

داده نامعتبر در سمت راسـت نشـان   نمايش معتبر در پائين سمت چپ نشان داده شده است و يك 

  .شده است

                                    

                          k          

      p                             

                                    

                                b    

    k      b                          

                        p            

                                    

  ممكن              نا ممكن    

  

يـك نگاشـت   . كنـيم  مـي  ويرص ـهـا ت  هاي شطرنج را به پرسش درباره دنبالـه  ابتدا، اين مسئله مهره

  .ها وجود دارد دوسويي از تصويرهاي صفحه شطرنج به دنباله



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٢٢

( ),, , , ,
p p k k b b

r c r c r c  

p,در جايي كه  kr r  و
br هستند و  متفاوتهاي  رديف,p kc c  و

bc هسـتند  متفـاوت هـاي   تونس ـ .

حالا با اسـتفاده از قـانون   . رخي آوال، اسبرديف  krستون پياده،  pcرديف پياده است،  prبويژه 

  :كنيم شمارشهايي را  توانيم تعداد چنين دنباله ضرب تعميم يافته مي حاصل

• pr  رديف است 8يكي از. 

• pc  ستون است 8يكي از. 

• 
kr  هر كدام به غير از(رديف  7يكي از 

pr( 

• kc  هركدام به غير از (ستون  7يكي ازpc( 

• br  هركدام به غير از (رديف  6يكي ازpr  ياkr( 

• bc  هر كدام به غير از (ستون  6يكي ازpc  ياkc است( 

)ها  با اين حساب، تعداد كل تجسم )
2

  .است 8.7.6

  )جايگشت( 4 .3

براي مثـال،  . دقيقاً يكبار است Sاي است كه حاوي هر عضو  دنباله Sيك مجموعه  از جايگشت

}هاي مجموعه  در اينجا همه جايگشت }, ,a b c ايم را آورده:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,a b c a c b b a c b c a c a b c b a

گزينه براي عضو  nوجود دارند؟ خوب، تعداد  يعضو nمجموعه  از يك چه تعداد جايگشت

nاي هر كدام از اينها، بر. اول وجود دارد   .گزينه باقيمانده براي عضو دوم وجود دارد 1−
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nبراي هر تركيب دو عضو اول،  پـس بـه   . الي آخرراه براي انتخاب عضو سوم وجود دارد و  2−

  اين ترتيب در كل اين تعداد

( ) ( ). . !n n n n− − K1 2 3.2.1=  

!3گويـد كـه    ، ايـن فورمـول مـي   بـويژه . عضـوي وجـود دارد   nز يك مجموعـه  جايگشت ا = 6 

}جايگشت متعلق به مجموعه سه عضوي  }, ,a b c   وجود دارد كه همان عددي است كه در بالا بـه

  .آن رسيديم

در واقـع،  . شـوند  بـازيليون دفعـه مطـرح مـي     1.6تعـداد  دوبـاره در ايـن بخـش بـه      ،ها جايگشت

شما تقريب استرلينگ شود و چرا به  ها دليل اين هستند كه چرا غالباً فاكتوريل مطرح مي جايگشت

  :را ياد داديم

!~

n
n

n n
e

π
 
 
 

2  

  

  قانون تقسيم .5

يـا  . گوشها انجام دهيم و تقسيم بر دو كنيم شمارشبا توانيم تعداد افراد موجود در يك اتاق را  مي

هـاي دسـت و پـا را     توانيم انگشت يا مي. كنيم 10توانيم تعداد انگشتان را بشماريم و تقسيم بر  مي

ها يك انگشت كم يا يك گوش اضافي دارنـد، ولـي    احتمالاً بعضي. (كنيم 20بشماريم و تقسيم بر 

  .انجامند مهم مي شمارشياين مشاهدات به يك قانون ) باشيمبيائيد فعلاً در اين باره نگران ن
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 تصويربراي مثال تابع . كند مي تصوير بردعضو  يكعضو از دامنه را به  kدقيقاً  تابع 1به  kيك 

  :هر گوش به صاحبش دو به يك است

A  گوش 1      شخص  

  گوش 2

B گوش 3      شخص  

  گوش 4

C گوش 5      شخص  

  گوش 6

و تابع رسم هر انگشـت   1به  10، تابع رسم هر انگشت به صاحبش عبارت است ازطريقبه همين 

  .است 1به  20دست يا پا به صاحبش از قرار

 k سازد كه دو مجموعه يكسان هستند، يك تـابع  مي مدلنگاشت دوسويي حالا به همان شكل كه 

  :تر است دامنه وسيع مرتبه از هم kكند كه دامنه  دلالت مي 1به 

  .)قانون تقسيم( 8قانون 

f:اگر  A B→  يك نگاشتk باشد آنگاه  1به.A k B=  

دانيم يك  رو كه ميجموعه اشخاص درون اتاق است از آنم Bها و  مجموعه گوش Aفرض كنيد 

Aگويد كه  ها به افراد وجود دارد، قانون تقسيم مي از گوش 1به  2 تصوير B= ، به طور هم يا .2

Aارز، 
B =

2
  .داد اشخاص نصف تعداد گوش هاستبنابراين تع .
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 ولي، در كمال تعجـب، . اي براي شمارش افراد باشد حالا چه بسا به نظر برسد كه اين راه احمقانه

سپس با استفاده  .اند تر شده چندين بار بسيار آسانهر نمونه  شمارشبا  شمارشيبسياري از مسائل 

  .ند نمونه نگاه كنيمبيائيد به چ. كنند از قانون تقسيم پاسخ را تصحيح مي

  مسئله ديگر شطرنج 5. 1

توانيد دو مهره رخ يكسان را روي صفحه شطرنج قرار دهيد تـا در يـك    به چند روش مختلف مي

  پيكربندي معتبر در سمت چپ پائين و پيكربندي نامعتبر سمت . رديف يا ستون به هم بر نخوردند

  .اند راست نشان داده شده

                    r               

                                    

       r                            

                                    

                                    

                                    

                                    

        r                          r  

  پيكربندي معتبر            برتعپيكربندي نام

  هايي باشد مجموعه تمام دنباله Aفرض كنيد 

( )r c r c
1 1 2 2
, , ,  

rكه 
1

rو  
2

cهستند و  متفاوتهاي  رديف 
1

cو  
1

 Bفـرض كنيـد   . هسـتند  متفـاوت هـاي   سـتون  

 Bبـه مجموعـه    Aاز مجموعه  fبع طبيعي يك تا. هاي معتبر رخ باشد مجموعه تمام پيكربندي
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r(دنباله  fوجود دارد؛ بويژه،  c r c
1 1 2 2
, . rرا به يك پيكربندي با يك رخ در رديف ) ,

1
c، ستون 

1
و  

r رديف رخ ديگر در
2

c، ستون 
2

  .كند مي تصوير 

  :ها توجه كنيد به اين دنباله. ولي حالا يك گره در كاراست

( )8, )  و    8,1,1 )1,1, 8, 8  

يك پيكربندي با يك رخ در زاويه پائين سمت چپ و يك رخ در زاويـه بـالاي سـمت     دنباله اول

راست و يـك رخ در   بالا سمت دنباله دوم يك پيكربندي با يك رخ در زاويه. كند راست رسم مي

مسئله اين است كه آنهـا دو روش متفـاوت بـراي تشـريح همـان      . كند زاويه پائين چپ ترسيم مي

قع، اين وضع قرار گرفتن در سمت چپ نمودار بـالا بـه نمـايش در آمـده     در وا! پيكربندي هستند

  .است

 f؛ يعني اينكـه  كند صفحه پيكربندي رسم مي يكدقيقاً دو دنباله را به  fتر، تابع  به صورت كلي

A ،پس با توجه به قانون خارج قسمت. است 1به  2يك تابع  B= هـا   تنظيم دوباره گزاره با .2

  :آيد به دست مي

A
B =

2
  

       =

2
(8.7)

2
  

شطرنج انـدازه  ضرب تعميم شده درست مثل مسئله پيشين  در خط دوم، با استفاده از قانون حاصل

A  ايم كرده شمارشرا.  
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  هاي ميزگرد شواليه 5 .2

ارز  شواليه مختلف را بر سر ميز گردش بنشاند؟ دو جايگاه هم nتواند  به چند روش مي آرتور شاه

 زيـر  براي مثال، دو چيدمان. دشوند اگر يكي را بتوان با چرخش از ديگري بدست آور پنداشته مي

  :ارز هستند با هم هم

  

اي از تمـام جاهـاي    مجموعـه  Bها باشد و فرض كنيـد   هاي شواليه كليه جايگشت Aفرض كنيد 

را به يك چيدمان دوار  Aتوانيم هر جايگشت در مجموعه  مي. احتمالي چيدمان پيرامون ميز باشد

با نشاندن اولين شواليه در جايگشت هر كجا كه باشد رسم كنيم دومين شـواليه را   Bدر مجموعه 

  .و به همين ترتيب در تمام دور ميزسمت چپ او، سومين شواليه را سمت چپ نفر دوم 

   :براي مثال
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هـاي حلقـوي    است، از آنجا كه تمام  جابـه جـايي   B به Aاز  1 به nتابع  اين نمودار عملاً يك

nدر مثال، . شوند مي تصويرچيدمان جايگاه  يكهاي اصلي به  دنباله =  زيـر  هاي گوناگون دنباله 4

  :شوند مي تصويرچيدمان جايگاه  يك به

  

  :بنابراين، با توجه به قانون تقسيم، تعداد چيدمان جايگاه مدور عبارت است از

A
B

n
=  

!n

n
=  

( )!n= −1  

A!توجه كنيد  n=  از آنرو كه!n هاي  جايگشتn شواليه در كاراست.  

  و عدم شمولشمول  .6

دان كلـه گنـده    رياضـي  60ها به چه بزرگي است؟ بـراي مثـال، فـرض كنيـد      اتحادي از مجموعه

وجـود دارنـد؟ فـرض     اداستدر اين سه دپارتمان چند  .فيزيك داريم استاد 40استاد اقتصاد و 200

مجموعه استادهاي  Pمجموعه استادهاي اقتصاد و  E ،مجموعه استادهاي رياضي باشد Mكنيد 



  ٢٩  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

Mها، در جستجوي  در اين عبارت. فيزيك E PU U گويـد كـه    جمـع مـي   قانون حاصل. هستيم

  :آنهاستهاي  جمع اندازه هاي جدا از هم حاصل اندازه اتحاد مجموعه

M) از هم جدا باشند Pو  M ،Eاگر ( E P M E P= + +U U  

براي مثال، ممكن اسـت  . باشندنست از هم جدا ن اممك Pو  M ،Eهاي  با اين وجود، مجموعه

چنين دانشجويي دوبـار در  . دانشجويي باشد كه در هر دو رشته رياضي و فيزيك به استادي برسد

و يك بـار بـه    Mان عضوي از شود، يك بار به عنو سمت راست اين معادله به حساب آورده مي

سه گانه كه سه مرتبه در سـمت راسـت    –وضع بدتر، ممكن است يك استاد. Pعنوان عضوي از 

  !شود وجود داشته باشد مي شمارشمعادله 

هـم نيسـتند را مشـخص    هايي كه ضرورتاً جـدا از   ما اندازه اتحاد مجموعه شمارشآخرين قانون 

تـر مقـداري    بل از اينكه آن قانون را بيان كنيم، بيائيد با توجه به چند مورد ويـژه آسـان  ق. سازد مي

  .فقط اتحاد دو يا سه مجموعه: كشف و شهود كنيم

  اجتماع دو مجموعه 6 .1

ايـن اسـت كـه انـدازه اتحادشـان       اصل شمول و عدم شمول ، قانونS2و  S1براي دو مجموعه، 

  :عبارت است از

( )S S S S S S= + −U I1 2 1 2 1 2 1  
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بـه حسـاب    S2به حساب عبارت اول گذاشته شده و هر عضـو   S1به طوري شهودي، هر عضو 

يك بـار در   –اند  دوبار حساب شده S2و  S1عضوهاي هر دوي . عبارت دوم گذاشته شده است

  .شود مضاعف بوسيله عبارت نهايي تصحيح مي شمارشاين . عبارت اول و يك بار در عبارت دوم

جمـع تعـدادي از زيـر     را بـه طـور محكمـي بـا اسـتفاده از قـانون حاصـل       ) 1(تـوانيم معادلـه    مي

Sهاي  مجموعه SU1 هر دو مجموعه فرضي،  در بينيم كه به عنوان قدم اول، مي. به اثبات برسانيم 2

T  وSتوانيم  ، ميS هاي جدا از هم متشكل از اعضـاء موجـود در    را به مجموعهS   كـه درT 

اجتمـاع   Sيعنـي كـه،   . تجزيـه كنـيم   هسـتند  T هـم در  و Sو آن عضوهايي هم كـه در   نيستند

Sهاي جدا از هم  مجموعه T−  وS TI جمع داريم بنابراين با توجه به قانون حاصل. است  

S.      و بنابراين  S T S T= − + I  

( ).S T S S T− = − I 2  

Sاينك  SU1   :كنيم را به سه مجموعه جدا از هم تجزيه مي 2 

S S S S S S S SU U U I
1 2 1 2 2 1 1 2

 = ( - ) ( - ) (  )  

  داريم حالا

)از( )3(        S S S S S S S SU U U I
1 2 1 2 2 1 1 2

 = ( - ) ( - ) (  ) .  

S         )جمع قانون حاصل( S S S S S= + + I
1 2 1 22 1
- -    

) از )2      ( ) ( ) )S S S S S S S S= − + − +I I I
1 1 2 2 2 1 21

     

S                )جبر( S S S= − I
2 21 1

+    
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  اجتماع سه مجموعه 6 .2

هاي رياضي، اقتصاد و فيزيك وجود دارند؟ به سخن ديگر،  ن چه تعداد دانشجو در دپارتمانبنابراي

M E PU U چيست اگر:  

M = 60  

E = 200  

P = 40  

 اصل شمول و عـدم شـمول  تر  اريبدرفتاندازه يك اجتماع سه مجموعه توسط يك فورمول بسيار 

  :شود ارائه مي

S S S S S S+ +U U
1 2 3 1 2 3

= 

S S S S S S− − −I I I
1 2 1 3 2 3

 

S S S+ I I
1 2 3

  

Sبه صورت جالب توجهي گزاره سمت راست براي هر عضو اجتماع  S
2 1
Sو  ,

3
دقيقاً يك مرتبـه   

  .عضوي از هر سه مجموعه است xبراي مثال، فرض كنيد كه . آيد ساب ميبه ح

,توسط عبارتهاي (سه مرتبه شمارش  xپس س ,S S S
3 2 1

شـود   شود و سه مرتبه تفريق مـي  مي )

ــاي  ( ــارت ه ــط عب ,توس ,S S S S S SI I I
2 3 1 2 1 3

ــارت   )  ــط عب ــر توس ــار ديگ ــپس يكب و س

S S SI I
1 2 3

  .شود مي شمارشفقط يك بار  xتأثير ناب در اين است كه . شود مي شمارش 

  .توانيم به سئوال اصلي پاسخ بدهيم بنابراين بدون دانستن اندازه نقاط مشترك مختلف نمي

  :ين استبيائيد فرض كنيم كه وضعيت چن



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٣٢

  4    رياضي –اقتصاد    استاد مضاعف

  3    رياضي –فيزيك    استاد مضاعف

  11    اقتصاد –فيزيك    استاد مضاعف

  2    استاد سه گانه      

M, سپس E M P E P= ∩ = =I I4 +2, 3 +2 Mو  11+2 E P =I I همه اينهـا   مجموع 2

  :شود در يك فورمول مي

M E P M E P M E M P E P M E P= + + − − − +U U I I I I I  

= 60+200+ 40- 6 - 5 -13 +2  

= 278  

  60 يا ، 42 ، 04هايي با  دنباله 6 .2 .1

}در چندين جايگشت مجموعه  }K1, 2 به طـور متنـاوب ظـاهر     oو  6يا  4و  o،يا 2 و 4يا  9,

  :گردند ظاهر نمي در دنباله زير ها شوند؟ براي مثال، هيچ كدام از اين جفت مي

( )o7,2,9, 5, 4,1, 3, 8, , 6,  

o6 شود؛ ما به  نمي دهشمردر پايانo6  از سـوي ديگـر، هـر دوي    . نياز داريـمo4  وo6    بـه طـور

  :شوند متوالي در اين جايگشت ظاهر مي

(7, 2, 5,6o, ,4, 3, 8,1, 9)  



  ٣٣  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

Pفرض كنيد 
42

Pشود؛  در آن ظاهر مي 42هايي باشد كه  مجموعه تمام جايگشت 
60

را هـم   Po4و  

Pشـت بـالا از هـر دوي    با ايـن حسـاب، بـراي مثـال، جايگ    . به همين سياق تعيين كنيد
60

Pو  
42

 

Pها ما به دنبال اندازه مجموعه  در اين عبارت. برخوردار است P PoU U
42 4 60

  .هستيم 

Pهاي تكي را تعيين كنيم، همانند  ابتدا، بايد اندازه مجموعه
60

: وانيم از يك ترفند استفاده كنيمت مي. 

آنگـاه يـك نگاشـت دوسـويي طبيعـي ميـان       . را با هم يكي بعنوان يك نماد مفرد بياوريم oو  6

}هاي  جايگشت , }o K1, 2,   :هاي هستند و جايگشت oو  6كه متناوباً حاوي  9,

{ }60,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,   .وجود دارد 8,9

  :براي مثال، دو دنباله زير متناظرند

(7, 2, 5,6o, ,4, 3, 8,1,9)↔(7, 2, 5,60, 4, 3, 8,1, 9)  

Pباشند وجود دارد، بنابراين  60اي كه حاوي  جايگشت مجموعه 9!تعداد =
6.

ه قانون با توجه ب !9

P!طور هم،  همين. نگاشت دوسويي P= =o4 42
  .چنين است 9

Pمثل  تاييدوهاي  اندازه اشتراكبعد از آن، بايد  PI
42 60

ز ترفنـد  دوباره با استفاده ا. را تعيين كنيم 

}هاي مجموعه  جايگشت تجميع، يك نگاشت دوسويي به }42, 60,1, 3, 5, 7,   .وجود دارد 8,9

Pبنابراين،  P =I
42 60

Pبه همين سان هم،  !8 P =oI
60 4

  با توجه به نگاشت دوسويي مجموعه  !8

{ }604,1, 2, 3, 5, 7, 8,9  

Pو  P =I
42 60

سرانجام، توجه داشـته باشـيد كـه    . شود حاصل ميهم به كمك استدلالي مشابه  !8

P P P =oI I
60 4 42

  شود زير حاصل مي مجموعه با در نظر گرفتن نگاشت دوسويي به !7



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٣٤

{ }6042,1, 3, 5, 7, 8,9  

  :شود وارد كردن همه اينها با هم درون يك فورمول مي

P P P =oU U
42 4 60

9! +9! +9! - 8! - 8! - 8! + 7!  

   مجموعه n اجتماع 6 .3

  .شود مجموعه با قانون زير ارائه مي n اجتماعاندازه 

  ).اصل شمول و عدم شمول( 9قانون 

nS S S =U UKU
1 2

  

  ها مجموعه تك تك جمع اندازه حاصل

  ها هاي دوتايي از مجموعه هاي اشتراك اندازه  منهاي

  ها هاي سهتايي از مجموعه اشتراكهاي  اندازه به اضافه

   ها هاي چهارتايي از مجموعه اشتراكهاي  اندازه  منهاي

  .ها و الي آخر تايي از مجموعه هاي پنج اشتراكهاي  اندازه به اضافه

در نمادهاي رياضي وجود دارند، ولـي   عدم شمول –شمولهاي مختلفي براي نگارش فورمول  راه

هـايي بـراي    فورمول. ايم هيچ كدام بطور خاصي واضح نيستند، بنابراين فقط از كلمات استفاده برده

  .اين قانون كلي هستند خاصدو و سه مجموعه موارد  اجتماع

  

  



  ٣٥  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

  اعداد اول شمارش 6 .3 .1

,K1,2چه تعداد از ارقام  3, عدد اول هستند؟ يك راه براي پاسخ بـه ايـن پرسـش امتحـان      100,

ايـن كـار تـلاش قابـل     . است تا اول بودنش معلوم شود و كنار گذاشته شود 100كردن هر عدد تا 

  )؟چطور 67عدد اول است؟  57آيا . (طلبد اي مي ملاحظه

بـراي تعيـين اعـداد    : طلبد اين راه ترفندي مي. است و عدم شمولشمول راه ديگر استفاده از اصل 

توانيم  جمع آنگاه مي با توجه به قانون حاصل. كنيم مي شمارشاول، ابتدا به ساكن اعداد غيراول را 

بـراي بـه   كـه   "اسـت  متمم شمارش"اين ترفند . پيدا كنيم 100تعداد اعداد اول را با منها كردن از 

  .خاطر سپردن خوب چيزي است

  اجتماع چهار مجموعهتقليل به 

,K1مجموعه اعداد غير اول در برد  : ، اعداد مركب در اين بـرد Cعه، متشكل است از مجمو 100,

K4, 6, 8,9, كار اصلي تعيـين انـدازه مجموعـه    . ، كه نه عدد اول است نه مركب1و عدد  99,100,

C، كه كنيد فرضبدين منظور، . اعداد مركب است 
mA اد در برد مجموعه اعدm + K1, كـه   100,

  .باشندهستند m تقسيم برقابل 

( ){ }:: ,mA x x m m x≤ >100  

د دار زيـر اينـك مـا را مجـاز مـي      لم. 100تا  �عبارت است از كليه اعداد زوج از  A2براي مثال، 

 شمارشبراي اتحاد چهار مجموعه  و عدم شمولمشمول اصل را با استفاده از  C عضوهايتعداد 

  :كنيم



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٣٦

  6. 1 لم

C A A A A= U U U
2 3 5 7

  

  .كنيم ما تساوي دو مجموعه را با نشان دادن اينكه هر يك حاوي ديگري است ثابت مي .برهان

A بـــراي نشـــان دادن اينكـــه A A A C⊆U U U
2 3 5 7

 يـــك عضـــو nكـــه  فـــرض كنيـــددر  

A A A AU U U
2 3 5 7

mnپس براي . باشد  A∈، 7  ياm = 2,  ددر بر nكند كه  اين دلالت مي 3,5

K1, ، يعنـي اينكـه  . را به عنوان يك فـاكتور در اختيـار دارد   mقرار دارد و مركب است زيرا  100

n C∈ .براي نشان دادن اينكه بالعكس ،C A A A A⊆ U U U
2 3 5 7

 Cاز  يك عضو nفرض كنيد  

,K1يك عدد مركب در برد  nگاه آن. باشد   .است 100,

 آنگاهباشند،  10> حالا اگر هر دو فاكتور اول. حداقل دو فاكتور اول دارد nمعنايش اين است كه 

nكـه   اسـت خواهد شد كه در تناقض با اين حقيقت  100>ضرب آنها عددي مثل  حاصل <100. 

,5ولي . داشته باشد 10≤بايد يك فاكتور اول  nبنابراين  3,   .هستند 10≤تنها اعداد اول  7و  2

Aعضوي از  nاش اين است كه  معني A A
2 3 5
, Aيا  ,

7
nو بنابراين  ،است  A A A A∈ U U U

2 3 5 7
   


  

  

  

  

  



  ٣٧  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  

  جتماعا عضوهايتعداد  شمارش

هر مجموعه  عضوهاياينك پيدا كردن تعداد 
mA   هـر  : آسـان اسـتm ابـل  عـدد صـحيح ق   امـين

,K1است، بنابراين تعداد اعداد صحيح در برد  m قسمت بر باشـند   mبر  كه قابل قسمت 100,

به سادگي از اين قرار است 
m

  بنابراين. 100

mA
m

= −
100

1,  

شود چون كه تعيين كرديم كه  اضافه مي 1−
mA  خودm اش  اين فورمول نتيجه. كند را مستثني مي

  :شود مي

A = − =
2

100
1 49

2
  

A = −
3

100
1= 32

3
  

A = −
5

100
1=19

5
  

A = −
7

100
1=13

7
  

Aهاي  توجه كنيد كه اين مجموعه A A
2 3 5
, Aو  ,

7
در هـر دوي   6 ،بـراي مثـال  . جدا از هم نيستند 

A
2

Aو  
3

شمول  عدم –شمولاشتراك هستند، بايد از اصل ها داراي  از آنرو كه مجموعه. قرار دارد 

  :استفاده كنيم

C A A A A= U U U
2 3 5 7

  

A A A A= + + +
2 3 5 7

  



  I مارشش) شمارش(ـ  فصل نه  ٣٨

A A A A A A A A A A A A− − − − − −I I I I I I
2 3 2 5 2 7 3 5 3 7 5 7

  

A A A A A A A A A A A A+ + + +I I I I I I I I
2 3 5 2 3 7 2 5 7 3 5 7

  

A A A A− U U U
2 3 5 7

  

بـراي  . خوشبختانه، همه آنها براي ارزيابي آسـان هسـتند  ! هاي زيادي در اينجا وجود دارند عبارت

Aمثال،  AI
3 7

3.7اي بهتعداد مضر  = 100/21=شـود   ، كه مياست 100تا  1در برد  21 بـا   4

  :هاي بالا داريم جايگزيني چنين مقاديري از همه عبارت

C = 49+ 32+19+13  

-16 -10- 7 - 6 - 4 -2  

+ o3 +2 +1+  

− o  

= 74  

از آنرو كه عدد . عدد مركب در برد يك تا صد وجود دارد 74دهد كه تعداد  نشان مي شمارشاين 

-100نه مركب نه اول، تعداد  1 74-1=   .عدد اول در اين برد وجود دارد 25

تعداد اعـداد اول   شمارشررسي هر عدد از يك تا صد براي در اين مرحله شايد به نظر برسد كه ب

  .باشد و عدم شمولشمول اصل از استفاده كردن از تر  چه بسا آسان

 بـزرگ كـه بـرد اعـداد     وقتـي بكار رفته در اينجا مجانبـاً   عدم شمول -شمولبا اين وجود، روش 

  .تر است شود، سريع مي


