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  فصل پنجم 

  ها گراف

جهـت   نهـاي بـدو   طور كه در مطالب هفته چهارم متذكر شديم منظور ما از گـراف، گـراف   همان

  .باشند مي

 :شمارش بوسيله درجات .1

  :سكس در آمريكا  1-1

 "تمـايلات جنسـي  بندي عمومي  دسته"با عنوان  1994در يك مطالعه از دانشگاه شيكاكو به سال  

مايل به جنس مخالف دارنـد كـه ايـن    بيش از زنان ت 74%اده شده كه بطور ميانگين مردان نشان د

اما هـر كـس كـه ايـن مطلـب را      . قيد هستند تأييدي است بر اينكه مردان بيشتر در امور جنسي بي

ز ا اسـتفاده ا بتوان  دهيم كه چگونه مي ما نشان مي. گزارش كرده دروغگو بوده يا اشتباه كرده است

تمـايلات بـه   "اجازه دهيـد تـا موضـوع     .در گرافها اين موضوع را ثابت كرد خواص درجة رئوس

يك گراف باشد كه مجموعـه   Gفرض كنيم . را بر حسب مفاهيم گراف بيان كنيم "جنس مخالف

از  .دهـد  نشان مي را ي يك زن يا يك مردرأس حال هر. باشد مي ييآمريكاشامل هر ، Vرئوس آن 

كه اي  دسته Fمردان هستند، و  ةكه نمايند اي دسته، M:را به دو زير مجموعه  Vتوان  رو مي اين

را در سـمت   Fرا در سمت چپ و اعضاي  Mبياييم و اعضاي . راز نمودفزنان هستند، ا هنمايند

  . راست رسم كنيم
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و يك راس  M، بعضي اوقات يك يال بين يك راس از ل بدون اينكه خيلي دقت بخرج دهيمحا

  .اهر مي شود ظ Fاز 

  

را به راسـي   Mايم ، هر يال راسي از  هاي مخالف را در نظر گرفته چون ما فقط روابط بين جنس

راسـهاي در   درجات برابر مجموع Mدر نتيجه مجموع درجات راسهاي در  .كند وصل مي Fاز 

F در نتيجه رابطه زير برقرار است .دباش و برابر تعداد يالها مي:  
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و ميانگين درجات  M، ميانگين درجات در اند عبارتند از گرفتهعباراتي كه در بين پرانتزها قرار 

  درنتيجه رابطه بالا به رابطه زير تبديل مي شود  .Fدر 
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  Mميانگين درجات رئوسي در  = Fدر  ميانگين درجات رئوسي
MF  

  و لذا 

.ميانگين درجات رئوسي در 
F

F
M

  Mميانگين درجات رئوسي در=

به عبارت ديگر نشان داديم كه ميانگين تعداد مرداني كه تمايلات بـه جـنس مخـالف دارنـد قابـل      

ان با داشـتن  تنهايي با داشتن نسبت تعداد مردان به تعداد زنه مقايسه است با اين تعداد در زنان و ب

  .ين كردعتوان ديگري را م يكي از اين تعداد مي

، تعداد زنان كمي بيشتر از تعداد مردان است و بـه عبـارت ديگـر    اداره سرشمارياما طبق گزارش 

F مقدار

M
مـردان   %3.5در نتيجـه در مـي يـابيم كـه بطـور ميـانگين       . است  1/035حدوداً برابر  

خواهند داشت كه اين عدد چيزي درباره تمايلات جنسـي  تمايلات جنسي بيشتري نسبت به زنان 

 %74توانيم نسبت به گزارش محققان دانشگاه شـيكاكو كـه    ما فقط مي. كند قاعده را باز گو نمي بي

  .اند متعجب باشيم فاوت را در اين زمينه بيان نمودهت

  :لم دست دادن 

دو مفهوم ارتباطي ساده بين اين . جات و تعداد يالها بيان شددر مبحث قبل ارتباطي بين مجموع در

  .در هر گرافي برقرار است

  .دو برابر تعداد يالهاي آن استمجموع درجات در يك گراف : 1. 1قضيه 

  .هاي آن يال يك از راس يكبار براي هر ،شود ل دوبار در مجموع درجات شمرده ميهر يا :برهان



  ها فگرا ـ فصل پنج  ٤

فرد در  ؛ اگر مجموع تعداد بارهايي كه هر شود دست دادن ناميده مي ي اوقات قضيهگاه: 1 .1قضيه 

ه عمـل دسـت دادن   دهند را بشماريم دو برابر تعداد بارهايي اسـت ك ـ  مهماني با يكديگر دست مي

  .اتفاق افتاده است

  :همبندي .2

  :مسيرها و دورهاي ساده 2 .1

اما چون مفهـوم  . گردد عريف ميدار ت جهت يها مسيرها در يك گراف كاملاً مشابه مسير در گراف

  .كنيم ه دقت بيان ميمسير اهميت زيادي در مفاهيم آينده دارد تعريف آن را ب

يـك  . باشـد  Eو مجموعه يالهاي  Vيك گراف با مجموعه رئوس  Gفرض كنيم  :2 .1تعريف 

,اي از راسهاي  دنباله Gدر  مسير kv v v
o

K
1
i است بطوري كه بـراي هـر   با  , k≤ <o ،

i iv v E
+

− ∈
1

 هر يك متفاوت باشـند ها  ivاگر مسير را ساده گوييم اگر و فقط . باشد Eيالي در  

iيعني  jv v=  اگر و فقط اگرi j=.  

  

vگوييم مسير از راس 
o

شروع و به راس  
kv    ختم شده و طول مسـير نيـزk   مـي شـود  تعريـف .

مقـدار متفـاوت؛ وجـود داشـته باشـد كـه        nبار توسط مسير پيموده شده اگـر   e ،nيال  گوييم

i i
e v v

+
= −

1
 6ســاده بــه طـــول    يداراي مســـير 2. 1، گــراف شــكل   مثـــالبــه عنــوان   . 

،, , , , , ,A B C D E F G باشد ي ترين مسير ساده در گراف فوق ميكه اين مسير طولان.است.  
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  1 تصوير: دور ساده 3يك گراف با 

كه اين  كنيم ها عبور مي دفعاتي كه از يالقابل توجه است كه طول يك مسير عبارت است از تعداد 

,به عنوان مثـال طـول مسـير    . آن است يكي كمتر از تعداد راسهايعدد  , , , , ,A B C D E F G ،6 

  .س آن كمتر استأر هفتاست كه يكي از 

، مشابه حالـت گرافهـاي   ازين و راس خاتمه آن يكسان باشند، مسيرهايي هستند كه راس آغدورها

، داراي 2. 1، گـراف شـكل   ه عنوان مثـال ب. دور ساده، دوري است كه خود را قطع نكند. دار جهت

,سه دور ساده ، , , ,B H E C B  و, , ,C D E C  و, , , , ,B C D E H B  است.  

بـه عنـوان مثـال    . كه دور آن چرخيده است بيان نمـود  توان توسط هر مسيري يك دور ساده را مي

,مسير  , , ,B H E C B،  دوري را كه ازB حركت نموده و هاي ساعت و در جهت حركت عقربه ،

,در حـالي كـه مسـير    . كنـد  شود، تشريح مي ختم مي Bبه  , , ,E H B C E   همـان دور را شـرح ،

هـاي سـاعت    شروع و در خلاف جهت حركـت عقربـه   Eدهند با اين تفاوت كه اين دفعه از  مي

  .شود ختم مي Eحركت نموده و به 

 nCكنـيم كـه بـا گـراف دور      ، زير گرافي تعريف ميت بيشتر، دور ساده را در يك گرافبراي دق

اي از راسـها و سـپس    يك گراف به زيرمجموعه غييرن با تتوا يك زير گراف را مي. باشد يكريخت

  :بصورت رسمي تر. لاً حذف بعضي از يالها بدست آورداحتما
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Gيك زير گراف  2. 2تعريف  Vگرافي با مجموعه راسهاي  Gاز گراف  ′ اي  مجموعـه زيركـه   ′

Eمجموعه يالهاي  و است G از مجموعه رئوس گراف ناتهي اي از مجموعـه   مجموعـه زير كـه  ′

 و، خود يك گراف است پس دتوجه كنيد كه چون يك زير گراف .كنيم است تعريف ميGيالهاي

Vسر هر يال آن بايد راسهايي از    .دباش ′

ــف  ــراي  :2. 3تعري nب ≥ ــيم   3 ــرض كن ، ف
nC    ــهاي ــا راس ــي ب ,گراف ,n K ــاي  2,1 و ياله

, , ( ) ,n n n− − −K1-2, 2 - 3 1   .باشد 1

nاست اگر و فقط اگر عددي مانند  nز طول ، يك دور ساده اC، يك گراف ≥ وجـود داشـته    3

  .باشد يكريخت Cبا  nCباشد كه 

  .است كه دور ساده باشد G، زير گرافي از Gيك دور ساده از گراف 

برابر تعداد يالهـايي از   Cطول  آنگاه ،تشريح كنيممسير حول آن صورت يك  را بهاگر دور ساده 

بـه عنـوان   . متفاوت مسير اسـت  كند كه برابر با تعداد راسهاي سير است كه مسير از آنها عبور ميم

,توسط مسير ي كه  ا ه، دورمثال , , , ,B C D E H B است 5شود داراي طول  تشريح مي.  

  هاي همبندي مولفه 2 .2

از داشته باشد كه  دو راس در يك گراف را همبند گوييم اگر مسيري در گراف وجود :2. 4تعريف

  .ها شروع و به رأس ديگر ختم شود يكي از رأس

 uتوسط مسـير برگشـت بـه     v، سپس وجود داشته باشد vبه راس  uاز راس حال اگر مسيري 

  .مرتبط است
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وجود داشته  vبه  uهمچنين اگر يك مسير از راس . باشد نتيجه همبندي يك رابطه متقارن ميدر 

 wبه  u، مسيري از راس داشته باشد با تركيب اين مسيرها وجود wبه vباشد و مسيري از راس 

  .دشو ايجاد مي

باشد چـون هـر    اين رابطه همچنين انعكاسي نيز مي. نيز هست عديدر نتيجه همبندي يك رابطه ت

  :پس لم زير را ثابت كرديماست  oمرتبط به خودش توسط مسيري به طول  راس

  .هم ارزي روي راسهاي يك گراف است رابطه همبندي يك رابطه .لم

ايـن  . اما منظور ما نمودار يك گراف اسـت ، رسد گراف بنظر مي 3نند شكل ، ما2. 2نمودار شكل 

اس از قسمتهاي متفـاوت  مسيري بين دو ر هيچقسمت همبندي تشكيل شده است كه  3گراف از 

  .وجود ندارد

  
  يك گراف با سه مولفه همبندي: 2شكل 

  گراف را همبند گوييم اگر هر دو راس آن مرتبط باشند  يك 2 .5تعريف 

: يك تعريف مشخص عبارت است از. يمهاي همبندي گوي متهاي همبند از يك گراف را مؤلفهقس

يعنـي،  . هسـتند يك مؤلفه همبندي عبارت است از مجموعه همه راسهايي كه با يك راس مـرتبط  

  .رزي از رابطه هم ارزي همبند بودناي هم اه بندي از يك گراف عبارتند از دستههاي هم مؤلفه

گراف خـالي  . داراي فقط يك مؤلفه همبندي باشد در نتيجه يك گراف همبند است اگر و فقط اگر

n  راسي دارايnي است، مؤلفه همبند.  
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  ميزان همبندي 2 .3

كابلهاي  ، يا خطوطهاي نفتي يك شبكه تلفن كابلي، يا خطوط لوله نوان مدلي ازاگر گراف را به ع

هايي را كه بـا از بـين رفـتن     خواهيم بلكه همبندي نه تنها همبندي را مي. الكتريكي در نظر بگيريم

ضوع ما را به تعريف زير هـدايت  اين مو. يمخواه رود را نيز مي آنها، همبندي يك مؤلفه از بين مي

  .كند مي

همبند گوييم اگر در هـر زيـر گرافـي كـه از حـذف       −kدو راس در يك گراف را  2 .6تعريف 

k  همبنـد گـوييم   −kيك گـراف را   .شود اين دو راس همبند بمانند يال از گراف حاصل مي 1−

  .همبند باشند −kاگر هر دو راس آن 

روش . اي دو راس و هم براي يك گـراف اسـت  هم بر ،همبند همان مفهوم همبندي 1− بنابر اين

، هـر زيـر گـراف آن كـه بـا      بودن يك گراف اين است كه بگوييم همبند kديگري براي تعريف 

kحذف    .شود همبند باشد يال از گراف حاصل مي 1−

E,، راسـهاي  2 .1، در گراف نمودار به عنوان مثال B ،2-   و راسـهاي   همبنـد هسـتند,E G ،1- 

به . همبند است -1گراف بطوركلي . همبندي در گراف وجود ندارد -3دو راس  هيچهمبند بود و 

)، nk،همبند است و گراف كامل  -2ور كلي، يك دور ساده ط )n− اگـر دو راس  . است همبند 1−

 آنگاه) و مسيري ازيك يال عبور نكنندد هيچيعني (ل مجزا با يك ديگر مرتبط باشند يا −kتوسط 

كنيم  از اثبات مبتكرانه آن صرفنظر مي يك حقيقت اساسي كه ما. همبند هستند −kوضوح   هآنها ب
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راس  2واگـر د : كند عكس اين مطلب نيز درسـت اسـت   نگر است كه بيان ميقضيه مk−   همبنـد

اين قضيه حتي . كند اين دو راس را با يكديگر مرتبط مي يال مجزا وجود دارد كه −kد آنگاه نباش

kبراي حالت  =   .نيز اثباتي نبوغ آميز دارد 2

  ارتباط توسط مسيري ساده  2. 4

اين موضوع بديهي است اما در اثبات آن بايـد بـا   . جايي كه مسير وجود دارد مسير ساده نيز هست

   .استفاده نمود ترين عددكوچكاصل دقت از 

v,اگر راس  :2 .7 .4 u  در يك گراف مرتبط باشند آنگاه در گراف مسيري ساده ازu  بهv  وجود

  .دارد

 vبـه   u، مسيري از ترين عدداصل كوچكآنگاه بنابر وجود دارد  vبه  uچون مسيري از  :برهان

 خـود باشد آنگاه مسير با اين طول  1يا  oاگر كوچكترين طول . با كوچكترين طول هم وجود دارد

تـوان بـه صـورت     سـير بـا كـوچكترين طـول را مـي     صـورت م  يك مسير ساده است در غيـراين 

kv v v
o

K
1

vدرنظر گرفت كه   u=
o

 ،
kv v=  وk ≥o   .كنيم كه اين مسير ساده است عا مياد 2

رو راسي روي مسير  ساده نباشد از اينفرض كنيم كه مسير  مختلف، به برهان براي اثبات ادعايمان

j,وجود دارد كه دوبارتكرار شده اسـت ايـن بـدين معنـي اسـت كـه اعـداد         i    وجـود دارد كـه

i j k≤ < ≤o  بطوري كهi jv v=.    حال با حـذف دنبالـه, ,i jv v
+
K

1
مسـيري بـا طـول    ، از مسـير  

kvكوتاهتر از مسير  v
o
K  بينu  وv شود كه با فرض انتخاب ايـن مسـير در تنـاقض     حاصل مي

  �است 
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  :واقع مطلب قوي تري را ثابت كرديمدر 

بـا همـان    k، مسيري ساده از طول حـداكثر  در يك گراف kر از طول براي هر مسي 2 .8نتيجه 

  .ابتدا و انتها وجود دارد

  تعداد يال در يك گراف همبندترين  كم 2 .5

. دي باشدي تعداد زيادي مؤلفه همبنقضيه زير بيان مي كند كه يك گراف با تعداد يال كم بايد دارا

  .از تعداد راسهايش يال داشته باشدجالب است بيان كنيم كه در اين حالت بايد گراف كمتر 

kيال حداقل  nراس و  kهر گراف با  2 .9قضيه  n− مؤلفه همبندي دارد.  

)فـرض كنـيم   . گيرد وي تعداد يالهاي گراف انجام مير اثبات به استقراء :برهان )P n    گـزاره زيـر

  .باشد

kيال داراي حداقل  nراس و  k، هر گراف با kبراي هر  n−  استمؤلفه همبندي.  

تنهايي يك مؤلفه همبندي بـوده و  ه ، هر راسي براس kيال و  oدر يك گراف با : ابتداي استقراء

kدرنتيجه دقيقاً  k= − o مؤلفه همبندي دارد.  

گـراف   كنيم براي هر يالي برقرار است ثابت مي nحال فرض كنيم براي هر گراف : فرض استقراء

n   .يالي نيز حكم برقرار است 1+

−n)يك گراف  Gفرض كنيم  حـداقل   Gخواهيم نشـان دهـيم    مي. راسي باشد kيالي و  (1+

( )k n−   .مؤلفه همبندي دارد 1+
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uبراي اثبات اين موضوع يالي دلخواه  v−  را از گرافG  و گـراف حاصـل را    حذف كـردهG ′ 

Gطبق فرض استقراء . بناميم kداراي حداقل  ′ n− يال  حال.مؤلفه همبندي استuv   را بـهG ′ 

u,اگـر  . حاصـل شـود   Gگردانيم تا گراف  برمي v   نـدي از  در يـك مؤلفـه همبG باشـد آنگـاه    ′

G,هاي همبندي  مؤلفه G′  يكسان است و درنتيجهG حداقل داراي ( )k n k n− + < مؤلفـه   1−

v,اگر . همبندي است u ز در دو مؤلفه همبندي متفاوت اG شته باشند با اضافه كردن اين قرار دا ′

G يها يك مؤلفه تبديل شده وبقيه مؤلفه به Gاين دو مؤلفه در  ،يال . كننـد  تغييري نمـي  Gدر  ′

Gهاي  يكي از تعداد مؤلفه Gهاي  در نتيجه تعداد مؤلفه داراي حـداقل   Gشـود پـس    كمتر مي ′

( ) - (k n k n− − =1   �.مؤلفه همبندي خواهد (1+

  قضيه زير توسط استقراء حاصل مي شود 

nراسي حداقل  nگراف همبند  هر :2. 10نتيجه    .يال دارد 1−

، اسـتقراء را روي تعـداد   اول اينكه. بيان كنيم 2 .9بي ارزش نيست كه دو نكته درباره اثبات قضيه 

مجدد يال را يالهاي گراف بيان نموديم و با خارج كردن يك يال توانستيم از فرض استفاده كنيم و 

اسـت را بصـورت    "بزرگ كـردن "و  "كوچك كردن"برگردانيم اين روشي را كه روش  به گراف

ممكن اسـت بنظـر برسـد كـه ايـن      . كنند ف استفاده ميكاملاً معمول در اثباتهاي مباحث نظريه گرا

و . يك يـال بـه آن اضـافه كـرد    يم و فقط يالي شروع بكن nنباشد و چرا با يك گراف  تلاش نياز

)گراف  )n−   .يالي بدست آوريم 1+
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اين ممكن است در اين حالت خوب باشد اما درها را باز كرده و ايرادهـاي منطقـي ايـن راه را در    

و  "كوچـك كـردن  "همواره از روش . لي از اين را در كلاس خواهيد ديدمثا. مباحث مشابه ببينيد

  .نكته بالا قرار ندهيدگاه خود را در  استفاده كنيد و هيچ "كردنبزرگ "سپس 

  درختها .3

اشند و داراي ب ه علوم كامپيوترميطلاعات در نظريدرختها يكي از روشهاي اصلي ساختار دادن به ا

بخـش روي حالـت   در ايـن  . ريشه دار، مرتب يا درختهـاي دودويـي هسـتند    ،انواع مختلفي مانند

  .به اين معني كه، منظور از درخت، گراف همبند بدون دور ساده است. درختها تمركز داريم

گرافهـاي بـدون دور همبنـد     ارو درخته ناميده و از اين "بدون دور"يك گراف بدون دور ساده را 

  .هستند

  خواص درختها

  .بينيد زير مثال از يك درخت را ميدر 

  

  .گ وجود داردپنج بر، در مثال فوق. ناميم را برگ مي 1يك راس از درجه 

كنـيم، زيـرا همبنـدي آن از بـين      ماند اگر يكي از يالهاي آنها را حذف گراف بالا درخت باقي نمي

در  اماند اگر يك يال بين دو راس آن اضافه كنيم زيـر  همچنين گراف بالا درخت باقي نمي رود مي

ن مسـيري يكتـا   دو راس آ بعلاوه توجه كنيد كه بـين هـر  . ين حالت داراي دور ساده خواهد شدا

  .ختها مشترك استاين خصوصيات براي اين مثال در واقع براي همه در. وجود دارد
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  .هر درخت داراي خواص زير است 3. 1قضيه 

  .همبند از يك درخت، خود درخت استهر زير گراف  -1

 .راس يك مسير ساده يكتا وجود داردبين هر دو  -2

 .شود ميال بين هر دو راس، دور ايجاد با اضافه كردن يك ي -3

 .شود ذف هر يال باعث ناهمبندي گراف ميح -4

 .دو راس داشته باشد، آنگاه حداقل دو برگ دارد اگر حداقل -5

 .ها يكي بيشتر از تعداد يالها استتعداد راس -6

بنابر ايـن هـر زيـر    ست ، يك دور ساده در گراف نيز ايك دور ساده در يك زير گراف )1 :برهان

 ـ . دور استگراف از يك گراف بدون دور، بدون  د هـم باشـد طبـق    اگر زير گراف همچنـين همبن

  .تعريف يك درخت است

چرا كه گراف  ير ساده بين هر دو راس وجود دارد، سپس يك مسحداقل يك مسير وجود دارد )2

v,فرض كنيم كه بين دو راس . همبند است u دو مسير ساده متفاوت وجـود   ،با توجه به همبندي

راس مشترك بعـدي ايـن در    yاولين راس مشترك و  x، فرض كنيم uبا شروع از . ته باشدداش

y,مسير باشد در نتيجه بين  x مسـير  ومسير ساده كه يال مشترك ندارند وجود دارد كه ايـن د  ود 

پس بين هر . شود زيرا درخت ها بدون دور هستند اده توليد كرده و تناقضي حاصل مييك دور س

  .س دقيقاً يك مسير ساده وجود دارددو را
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uيال اضافي  )3 v−  به همراه مسير يكتاي بين,v u كند يك دور ساده ايجاد مي.  

uكنيم يال فرض  )4 v− چون درخت شامل يك مسير ساده يكتا بين . رده باشيمرا حذف ك,v u 

uاست پس اين مسير همان مسير  v− مسـيري بـين    هـيچ در نتيجه با حذف اين يال . است,v u 

  .شود و گراف ناهمبند مي وجود نداشته

mv,فرض كنيم  )5 v vK
2 1

m آنگاه .طولاني ترين مسير در درخت باشند راسهاي  ≥ زيـرا يـك    2

ivبه صورت  ييال هيچ. درخت با دو راس حداقل يك يال دارد v−
1

 ،i m< د ندارد زيرا وجو 2≥

در غيراينصورت 
iv vK

1
uبه صورت  ييال هيچهمچنين . كند يك دور ساده ايجاد مي  v−   كـهu 

كنيم پس تنها راسي كه  تري پيدا مي اينصورت مسير طولانيدر مسير نباشد وجود ندارد زيرا در غير

vبه 
1

vتواند وصل باشد  مي 
2

vاست يعني  
1

 دومـين نيـز   mv، مشابه حالـت بـالا  . يك برگ است 

  .برگ است

ادعا درسـت اسـت   براي يك درخت يك راسي، . كنيم قراء روي تعداد راسها استفاده مياز است )6

o+زيرا يالي ندارد و  1=1.  

−nدرختي  Tو  هراسي درست بود nحال فرض كنيم كه ادعا براي هر درخت    .راسي باشد 1+

و حذف يـال  ( 1ابتدا اثبات اين مسئله كه حذف راس درجه . ز درخت استبرگي ا vفرض كنيم 

حـال بـا   . كنـيم  خواننده واگذار مـي  كند به ف همبند زيرگرافي همبند ايجاد مياز يك گرا) مربوطه

 رسيم درخت كوچكتر طبـق  مربوط به آن به درختي كوچكتر مي يال و Vو حذف ) 1(استفاده از 

نـاظر را برگـردانيم   ترا و يال م Vاگر مجدداً راس . راس بيشتر از تعداد يالهايش دارداستقراء يك 
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رابطه بين تعداد راسها و يالها در گراف حاصل برابر است زيرا هم تعداد راسها و هم تعداد يالها به 

قراء بـراي تمـام   برقـرار اسـت و بـا اسـت     Tاي اند پس قضيه بر افزايش پيدا كرده واحد يكاندازه 

  �.شود درختها برقرار مي

كـه  .نمايد  ي مختلفي از درختها را فراهم ميها هاي متفاوت از اين خواص، رده بندي زير مجموعه

بند با تعداد راسهاي يكي بيشتر از تعداد به عنوان مثال، يك گراف هم. پردازيم ما به اثبات آنها نمي

همچنين يك گراف كه بين هر دو راس آن مسيري يكتا وجود داشـته  . يالهايش لزوماً درخت است

  .باشد نيز لزوماً درخت است

  :درختهاي فراگير

در حقيقت، هر گراف همبند شامل يك زير گراف است كه اين زير گراف . درختها همه جا هستند

نامند بـه   اين زير گراف را، يك درخت فراگير از گراف مي. همه رئوس گراف استدرختي شامل 

كه يك زير درخـت فراگيـر آن بـه صـورت پررنـگ       رسم شدهگرافي همبند  ،، در زيرعنوان مثال

  .ن داده شده استنمايا

  

  .بند شامل يك زير درخت فراگير استگراف همهر  3. 2ضيه ق
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بـه روش برهـان   . باشـد  Gزيرگرافي همبند با كمترين تعداد يال از گراف  Tفرض كنيم  :برهان

داراي دوري با يالهاي زير  Tفرض كنيم . يك گراف بدون دور است Tدهيم كه  خلف نشان مي

  .باشد

nv v v v v v−
o o

K
1 1 2
, - , -  

nvفرض كنيم يال  v−
o

y,اگر دو راس . را حذف كنيم  x    توسط مسيري كه شـامل يـالnv v−
o

 

y,اگـر  . توسط باقيمانده مسير به هـم مـرتبط خواهنـد بـود    نباشد به يكديگر مرتبط باشند باز  x 

يال  شاملتوسط مسيري كه 
nv v−

o
اين دو راس توسط مسيري كه شامل  آنگاهاست مرتبط باشند  

 Tنـاقص اسـت زيـرا    تاما ايـن موضـوع   . شوند ده دور هستند با يكديگر مرتبط مييالهاي باقيمان

  �.بدون دور است Tاز نظر تعداد يال بوده است پس  Gكوچكترين زير گراف همبند 

 رنگ آميزي گرافها .4

امتحانات پاياني دروس  بايد بازه زماني اي را براي هر يك از MIT، دفتر برنامه ريزي در هر ترم

اي نيست زيرا بعضي از دانشجويان چنـدين درسـي را كـه داراي     اين موضوع ساده .مشخص كنند

اني بـيش از يـك   تواند در يك بازه زم ـ م داشته و يك دانشجو نميامتحان پاياني هستند در يك تر

  .امتحان داشته باشد

ين تـر  اهد از تمام اين تضادها جلوگيري كند ولي امتحانات را هم در كوتهواخ ريزي مي دفتر برنامه

اي بر حسب رنـگ آميـزي    بندي را به مسأله يم اين مسئله زمانتوان زمان ممكن برگزار نمايد ما مي

براي هر درسي با امتحان پاياني يك راس در نظر بگيريد يك يال بين . هاي گرافها تبديل كنيم راس
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عنوان مثـال، گـراف   به . ند كه اين دو درس را داشته باشنددو راس قرار دهيد اگر دانشجوياني باش

  .تواند به شكل زير بنظر برسد بندي مي زمان

  

به عنوان مثال، صبح دوشنبه را قرمـز، عصـر   . رنگ در نظر بگيريديك  متناظرحال هر بازه زمان را 

  .و غيره دوشنبه را آبي، صبح سه شنبه راسبز

. ان اسـت نـاظر آن امتح ـ تتخصيص يك امتحان به يـك بـازه زمـاني معـادل رنـگ آميـزي راس م      

صـورت   ايـن د رنگهاي متفاوت بگيرند و در غير محدوديت اصلي اين است كه راسهاي مجاور باي

از آنجـا كـه   ، بعـلاوه . باشـند  زماني داراي حداقل دو امتحان مـي  بعضي از دانشجويان در يك بازه

متـرين  هـا را بـا ك   ، بايد سعي كنـيم تـا راس  تحانات را تا حد ممكن كوتاه كنيمخواهيم زمان ام مي

  .اف مثال زده شده سه رنگ كافي استبراي گر. تعداد رنگ ممكن، رنگ آميزي كنيم

  

، دو امتحان در عصـر دوشـنبه   )قرمز(كند كه يك امتحان در صبح دوشنبه  رنگ آميزي بيان مياين 

  .برگزار شود) سبز(و دو امتحان در صبح سه شنبه ) آبي(
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1. 4 k− ميزيرنگ آ.  

به طور كلي يك . شوند بسياري از مسائل مربوط به تخصيص منابع به مسئله رنگ آميزي تبديل مي

رنگ را اختصاص داد بطوري كه  kپذير گويند اگر به هر راس بتوان يكي از  رنگ −kگراف را 

 Gد رنگ لازم را عدد رنگـي گـراف   كوچكترين تعدا. اشنداي مجاور رنگ متفاوت داشته به راس

بالايي  نكرازير  اما قضيه. اي است ي يك گراف بطور كلي مسئله پيچيدهمحاسبه عدد رنگ. نامند مي

  .دهد براي آن ارائه مي

)، kيك گراف با ماكسيم درجه  :4. 1 ضيهق )k−   .پذير است ، رنگ1+

  .كنيم دهيم استفاده مي نمايش مي nهاي گراف كه آن را با  از استقراء روي تعداد راس :اثبات

)فرض كنيم  )P n  يك گـراف  باشد كهگزاره اين ،n    درجـه   مراسـي بـا ماكسـيمk ،(k +1)- 

پـذير اسـت پـس     رنـگ  -1اسـت و   oيك گراف يك راسي داراي ماكسيم درجه  .پذير باشد رنگ

( )P )فرض كنيم .برقرار است 1 )P n  درست بوده وG  گرافي( )n− راسي با ماكسيم درجـه   1+

k راس . باشدV  و يالهاي مجاور با آن را ازG  گـراف  . كنيم ميحذفn   راسـيG حاصـل   ′

G ماكسـيم درجـه در  . دشو مي Gاسـت پـس طبـق فـرض اسـتقراء ،       kحـداكثر   ′ ′ ،( )k− +1 

 vتوانيم رنگـي بـه راس    مي .گردانيم جاور با آن را بر ميو يالهاي م vحال راس . پذير است رنگ

 kداراي حداكثر  درجـه   vتخصيص دهيم كه با رنگ تمام راسهاي مجاورش متفاوت باشد زيرا 

kاست و  )پس . ار داريمرنگ در اختي 1+ .k G− پذير بوده و قضيه با استقراء حاصـل   رنگ (1+

  �.شود مي
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  گرافهاي دو بخشي 4 .2

اين گرافها . نام بخصوصي براي آنها قائل شويم پذير به اندازه كافي مهم هستند تا رنگ -2گرافهاي 

اين بـدين معنـي اسـت كـه مـا      . گرافي دو بخشي باشد Gم فرض كني. شوند دو بخشي ناميده مي

ر رنـگ  توانيم راسهاي گراف را با دو رنگ سفيد و سياه رنگ كنيم طوري كـه راسـهاي مجـاو    مي

ي سفيد را در در سمت چپ و تمام راسها توان تمام راسهاي سياه را حال مي .متفاوت داشته باشند

كند هر يـال   نگ متمايز را به يكديگر مرتبط ميچون هر يال راسهايي با ر. دهيمسمت راست قرار 

  .رسد گراف دو بخشي به شكل زير بنظر ميپس هر . قرار گيردبايد بين دو سمت 

  

براي مثال ، هر مسير، هر درخت و هـر دور بـا   . گرافهاي دو بخشي هم مفيد و هم متداول هستند

ديگر، در حقيقت هر گرافي كه داراي دور بطول فرد نباشـد دو   به بيان. طول زوج دو بخشي است

  .بخشي است و بالعكس

  .گراف دو بخشي است اگر و فقط اگر دور با طول فرد نداشته باشد 4. 2قضيه 

  گرافهاي مسطح .5

  در اينجا سه سگ و سه خانه وجود دارد 
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يري اشتراك نداشته باشند، دو مس هيچتوان مسيري از هر سگ به هر خانه يافت بطوري كه  آيا مي

. در كف دريا قرار دارنـد  quadapusدست است در اينجا  4حيواني كوچك مشابه با اختاپوس با 

  .ري كه دستها يكديگر را قطع نكنندتواند با ديگران دست دهد بطو مي quadapusآيا هر 

  

گرافي است كه بتوان آن را درصفحه طـوري رسـم كـرد كـه     ، بطور غير رسمي، يك گراف مسطح

د كه آيـا گرافهـاي زيـر    كن ، در مسئله مطرح شده بيان ميبنابراين. يالهاي آن يكديگر را قطع نكنند

  .ان يكديگر را قطع نكنندشه يالهايرسم نمود ك اي به گونهتوان آنها را  عني آيا مي؟ يمسطح هستند

  

توان رسم را انجـام داد   به عبارت ديگر در هر دو حالت مي .نفي استر هر حالت جواب تقريباً مد

  .اگر از هر كدام يالي برداشته شود

اي داشته و در نمايش گرافي اطلاعات مفيـد اسـت    مسطح كاربردهايي در طراحي دايره هاي گراف

از آنها . يد هستندسازگاري زمانبندي هاي مف، نمودار سازمانها و در ناها ال، در نمودار برنامهبراي مث
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توسط يونانيهاي باستان اثبات شـده، ثابـت   انگيز را كه  كنيم تا يك قضيه رياضي شگفت استفاده مي

  .كنيم

  )اويلر( فرمول ايلر 5 .1

براي اين منظور به هر راسي . باشد) يا رسم(يك گراف مسطح است اگر داراي يك نمايش مسطح 

كند بين  كه خود را قطع نمي ،هموار ر يال يك خمِه اختصاص داده و به هيك قطعه جدا در صفح

كنند مگـر در تنهـا راس    كدام از خمها همديگر را قطع نمي هيچ. دهيم دو سر آن يال اختصاص مي

  .شود ر هر دو خم ظاهر ميمشترك يالهاي متناظرشان كه د

چـه موضـوع    اگـر : كند متناظر با گرافهاي مسطح هدايت مياين تعريف ما را به يك مسئله تئوري 

مربوط به گرافهاي مسطح بايد با بحث درباره نـواحي كرانـدار كـه     حثب، مرسد ذاتاً ساده بنظر مي

راحتي بـا فـرض   ه ما اين موضوع را ب. آيند شروع شود سط خمهاي هموار در صفحه بوجود ميتو

 ،نمـايش  كنيم كه يـك  براي شروع، فرض مي. زنيم مسطح دور مي ياز خواص ذاتي گرافهابعضي 

ند كه توسط ها نواحي همبندي هست كند كه اين وجه هايي تقسيم مي گراف مسطح صفحه را به وجه

  .چهار وجه است، نمودار زير داراي به عنوان مثال. شوند يالهاي گراف احاطه مي
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توجـه كنيـد كـه    . نامنـد  نهايت در هر جهتي گسترش مي بايد را وجه خارجي مـي  ، كه تا بي1وجه

  .ح هستند مرز بين دو وجه مي باشنديك دور در گراف مسط يالهايي كه در

ها را در هر نـوع   ا و يالها در يك گراف همبند مسطح، تعداد وجهكه تعداد راسه دهد يم  اين نتيجه

  .كند گراف مشخص مي كشيدن آن

v  : كشيدن يك گراف مسطح همبند داريم براي هر) فرمول ايلر(  5. 1قضيه  e f− + = 2  

  .ها است تعداد وجه f، تعداد يالها e، تعداد راسها vكه در آن 

4E، نمودار ترسيم شده بالا ربراي مثال د  v= = L6,  وf = ول ايلـر  همانطور كـه فرم ـ  و 4

-4داريم . ادعا كرد 6 + 4 = 2.  

)فرض كنيم . كنيم هاي گراف استفاده مياز استقراء روي تعداد يال :برهان )P n  اين گزاره باشد كه

Vباشيم يال داشته  eبا  Gبراي هر ترسيم از گراف  e f− + = 2.  

fراس و در هر نوع كشيدن آن  1يال داراي  oيك گراف همبند با : استقراء پايه وجـه  (وجه  1=

vاست پس ) خارجي e f− + = o O1- +1= )و  2 )P o برقرار است.  

)حال فرض كنيم : فرض استقراء )P e خواهيم  اشد ميبرقرارب( )P e eرا براي  1+ ≥ o نيم بت كاث

eيك گراف همبند    :دو حالت وجود دارد. گيريدرا در نظر ب Gيال  1+

                                                
   از اين فرضيات در پيوست تشريح شده است رهايييك راه براي  .١
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eدرخت اسـت بنـابراين    G، بدون دور باشد Gاگر  )1 راس وجـود داشـته و در هـر نـوع      2+

P) چـون . م آن فقط يك وجه خارجي وجود داردترسي e e e+ = + + + = + =1) ( 2) - ( 1) 1 2-1 1 2 

  .درست است

uيك درخت فراگير و يـك يـال   . داراي حداقل يك دور است G ت،صور در غيراين )2 v−  در

درخت فراگير نمي تواند تمام يالهـاي يـك دور را   (ه در درخت نيست را انتخاب كنيد يك دور ك

uحذف يال . )شامل شود زيرا درخت بدون دور است v− طـرف ايـن يـال را يكـي      دو وجه ود

Gكند و گراف  مي f,يال و همان تعداد راس  eبا  ′ v  آورد وجه بوجود مـي .G همبنـد اسـت    ′

در نتيجـه بـا توجـه بـه فـرض      . مسير در درخت فراگير وجـود دارد ك زيرا بين هر دو راس آن ي

)، استقراء )P e  داريمv e f− + = e، راس vداراي  G كهاز آنجا كه گراف  .2 fيال و  1+ +1 

)وجه است و  ) ( )v e f v e f− + + + = − + =1 1 )پس  2 )P e و در نتيجـه  . نيز برقرار اسـت  1+

  �.شود بت مياقضيه توسط استقراء ث

رسم يك درخت فقط يـك وجـه ايجـاد    : زاماً دو حكم هندسي را فرض كرديم، ما الدر اين بحث

  .كند يال در يك دور دو وجه را يكي مي ، حذف يكندك مي
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  تعداد يالها در مقابل تعداد راسها 5 .2

ــم  ــد داراي   5 .2ل ــك گــراف مســطح همبن ــيم ي ــرض كن vف > ــال باشــد  eراس و  2  آنگــاهي

  

توسط دوري از هر يال دقيقاً دوبار . وجه ايجاد كند fفرض كنيم نمودار گراف در صفحه  :اثبات

 )ر مسائل اثبـات شـده در كـلاس ديـديم    همانطور كه د: (گذريم كند مي كه يك وجه را محدود مي

vهمچنين وقتي . است e2دقيقاً  درنتيجه مجموع طول دورهاي محدود كننده هر وجه >  .است 2

  پس داريم .است f3گذرد در نتيجه اين مجموع حداقل  يال مي 3مرز هر وجه حداقل از 

)1(e f≥2 3  

fر، اويلاما بنا بر فرمول  e v= − +   .خواهيم داشت )1( جايگزاري فرمول يا و 2

( -e e v≥2 3 +2)  

e v≥ − +o 3 6  

v e− ≥3 6  

  �.شود و اثبات تمام مي

 توانند با يكديگر دست دهند ، نميهاquadapiدهد كه ثابت كنيم  فرمول ايلربه ما اين امكان را مي

را توسـط يـك راس و دسـت دادن هـا را      quadapi هـر  .اينكه دستها يكديگر را قطع كنند بدون

kتوسط يال نمايش دهيد گراف كامل 
5

دست دادن بدون قطع كردن دستها به اين . شود حاصل مي 
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kمعني است كه 
5

kاما . در صفحه رسم كرد را بتوان 
5

يالي اسـت و   10راسي و  5گرافي همبند  

> ×10 3 5 -   .كند بودن است را نقص مي طحزم براي مسكه شرط لا 5 .2، شرط لم 6

  ها بندي چند وجهي دسته 5 .3

و يـك روش   2بـودن   گويـا نا درگ رياضي را به همراه داشـتن پيروين فلسفه فيثاغورث دو راز بز

  !خواهيم آن را دوباره كشف كنيم ساخت هندسي كه ما مي

اگـر  . متناهي وجه چنـدتايي اسـت  ، يك ناحيه سه بعدي محدب كراندار با تعداد يك چند وجهي

ه در هر گوشه يكديگر را قطع كند، چند ج، همگي يكسان و منظم باشند و تعداد يكساني وها وجه

  .وجهي را منظم گويند

ي منظم در زير نشـان داده شـده اسـت، سـه وجهـي، مكعـب و هشـت        ها سه مثال از چند وجهي

  .وجهي

  

هـاي   مان را خيلي نزديك به يكي از وجـه ، چند وجهي ديگر وجود دارد؟ تصور كنيد كه چشچند

يالهاي آن وجه ديد شما را احاطـه كـرده و تمـام يالهـاي     . ايد كرده translucentيك چند وجهي 

  .شوند د وجهي بالا به صورت زير ديده ميبراي مثال، سه چن. ديگر قابل رويت هستند
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اي يـك گـراف   ها را به عنوان راسها و ياله ها و يالهاي اين چند وجهي توانيم گوشه بنابراين، ما مي

ايـن بـه ايـن    . )شهود هندسي اسـت يك پرسش منطقي ديگر براساس  اين(مسطح در نظر بگيريم 

هـاي   د ما را براي پيدا كـردن چنـد وجهـي   توان فرمول ايلر براي گرافهاي مسطح ميمعني است كه 

  .ندمنظم راهنمايي ك

قـات مـي   هايي باشد كه در هر گوشه از يك چند وجهي يكديگر را ملا تعداد وجه mفرض كنيم 

يـال مجـاور    mبا  vدر گراف مسطح متناظر، هر راس . تعداد پهلوهاي هر وجه باشد nكنند و 

mvيال نيز با دو راس مجاور است پس چون هر . است e= يال دارد  n از طرفي مرز هر وجه 2

nfو چون هر يال نيز مرز دو وجه است پس  e= 2.  

f,با حل  v  در اين معادلات وجايگزاري آن در فرمول ايلر داريم  

e e
e

m n
− + =

2 2
2  

m n e
+ = +

1 1 1 1

2
  

چنـد  . دهـد  هـاي مـنظم قـرار مـي      شرط بسيارقوي روي ساختار چنـد وجهـي  ه معادله بدست آمد

nطرف هستند پس  3هاي باقيمانده داراي حداقل  يوجه ≥ چنـد وجهـي در هـر     3حـداقل   و 3

mرو  از اين. گوشه بايد يكديگر را ملاقات كنند ≥  6بزرگتـر از   mيـا   nاز طرف ديگر اگر  .3

+باشند سمت چپ معادله بالا حداكثر  =
1 1 1

3 6 2
بـا  . شود ز سمت راست كوچكتر ميشود كه ا مي 

 mو  nبراي معادله بالا خواهيم داشت براي هر  جواب ممكن 5باقيمانده  متناهيبررسي حالات 
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مـنظم   هـاي  تمام چند وجه .را محاسبه كرد fها،  و وجه e، ، يالهاv، توان تعداد راسها مجاز، مي

  .داد بدست آمده واقعاً وجود دارندبا اين اع

  

 f e v m n  ها چند وجهي

 3 3 4 6 4  سه وجهي

 4 3 8 12 6 مكعب

 8  وجهي هشت
12  6 4 3 

 3 5 12 30 20 وجهي بيست

 5 3 20 30 12 دوازده وجهي

ن بـزرگ  ضـي دانـا  ، يكي ديگر از رازهـاي ريا ليست، يعني، دوازده وجهيآخرين چند وجهي در 

  .باشد فلسفه فيثاغورث مي

  .الهقضيه ازدواج  .6

و  دوسـت دارد  را هر دختر بعضي از پسـرها . مل تعدادي دختر و تعدادي پسر استيك كلاس شا

 دوست دارديي كه او را تواند با يكي از پسرها تحت چه شرطي هر دختر مي. قيه را دوست نداردب

  ؟ازدواج كند

براي هر دختر در سمت چپ يـك  . يك گراف دو بخشي مدل كنيمرا با  توانيم اين موقعيت ما مي

اگر يك دختر با يـك پسـر آشـنا    . راس و براي هر پسر در سمت راست يك راس در نظر بگيريد

  .براي مثال ممكن است گراف زير را داشته باشيم. دهيداست يك يال بين راسهاي متناظر آنها قرار 
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، يـك زيرمجموعـه از يالهـا    براي دختران است، يعني ملمكيك  تنف، هدف ياگرديبيان برحسب 

اگر (ر حداكثر با يك يال مجاور باشد بطوري هر يال دقيقاً با يكي از دخترها مجاور باشد و هر پس

دختري جفـت نشـده و ايـن بـدين      هيچتعداد پسران از دختران نيز بيشتر باشد بعضي از پسران با 

ممكن براي دختـران عبـارت    تكاملبراي مثال، يك ) يستيالي با آنها مجاور ن هيچمعني است كه 

  است از 

  

ق را در يـك گـراف دو بخشـي بيـان     شرطي لازم و كافي براي وجود يك تطـاب  الهقضيه ازدواج 

  .مفيد رياضي تبديل شده است كه اين قضيه يكي از ابزارهاي. كند مي

 ـ پسرمسأله دختر آشنا با يك ما اين قضيه را بر حسب  ، كنـيم  تعريـف مـي  . كنـيم  ات مـي بيان واثب

مجموعه پسران آشنا با يك زير مجموعه از دختـران داده شـده عبـارت اسـت از مجموعـه تمـام       
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براي مثال ، مجموعه پسران آشنا بـا  . از دختران آن مجموعه آشنا هستند پسراني كه با حداقل يكي

  .ارتند از تام، مايكل و مرگارويدعبجين و  مارتا

اين را داشته باشيم كه يك تطابقي براي دختران وجود داشته باشـد بايـد شـرط    براي اينكه شانس 

  .ازدواج زير برقرار باشد

  .ي از پسران كه به بزرگي خودش است آشنا باشدا مجموعه از دختران بايد با مجموعههر زير 

بيـان   هـال قضيه . پسر آشنا باشند 3قط با دختر ف 4توانيم تطابقي پيدا كنيم اگر  ، ما نميبراي مثال

رار باشد سپس يك ، در واقع شرط كافي نيز است و اگر شرط ازدواج برقكند كه اين شرط لازم مي

  .تطابق وجود دارد

توان پيدا  مي Bران با يك مجموعه از پس Gيك تطابق براي يك مجموعه از دختران  6 .1قضيه 

  .فقط اگر شرط ازدواج برقرار باشد كرد اگر و

.  دهيم شـرط ازدواج برقـرار اسـت    نشان مي باشد نيم يك تطابق وجود داشته، فرض كابتدا :برهان

ت ي كه با او زوج شده اس ـهر دختر با پسر. خواه از دختران را در نظر بگيريديك زير مجموعه دل

، هر زير مجموعه از دختران با يك مجموعه از پسران به بزرگي خودش آشـنا  رو از اين. آشنا است

  .بنابراين شرط ازدواج برقرار است .است 

از اسـتقراء  . دهيم كه يك تطابق وجود دارد شرط ازدواج برقرار باشد نشان مي حال فرض كنيم كه

Gاگر . كنيم ختران استفاده مي، تعداد دGقوي روي  كند كـه ايـن    ، شرط ازدواج ايجاب مي1=
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Gپس فـرض كنـيم   . ت و در نتيجه يك تطابق وجود دارددختر با حداقل يك پسر آشنا اس ≥ 2 .

  :دو حالت ممكن است رخ دهد

در ايـن  . نا باشـد جموعه بزرگتري از پسران آشاز دختران با يك زير م محضهر زير مجموعه  )1

كنـيم   كه با او آشنا است جفت مي يكي از دختران را به دلخواه انتخاب و با يكي از پسراني حالت

در . ن و دختران باقيمانـده برقـرار اسـت   شرط ازدواج هنوز براي پسرا. گذاريم و هر دو را كنار مي

  .با پسران جفت كرد بقيه دختران راتوان  نتيجه با استقراء مي

Xاز دختران مانند  محضفرض كنيم زير مجموعه  )2 G⊂    اي از پسـران   با يـك زيـر مجموعـه

Yمانند  B⊂ ما دختـران و پسـران را در   . با همان سايز آشنا باشد,Y X     طبـق فـرض اسـتقراء

دهيم شرط ازدواج براي دختران  نشان مي. گذاريم ديگر جفت كنيم و آنها را كنار ميا يكتوانيم ب مي

 توان دختران باقيمانده را طبق فرض استقراء بـا  ه هنوز برقرار است و در نتيجه ميو پسران باقيماند

  .پسران جفت كنيم

X، زير مجموعه دلخـواهي از دختـران باقيمانـده    براي اين منظور G X′ ⊂ در نظـر بگيريـد و    −

Yفرض كنيد  Xاي از پسران باقيمانده باشد كه با  زير مجموعه ′ بايد نشـان دهـيم   . آشنا هستند ′

X Y′ Xدانيم كه مجموعه دختـران   از ابتدا مي ≥′ X′U     بـا مجموعـه پسـرانY Y′U   آشـنا

Xدانيم  شرط ازدواج ميبا توجه به . هستند X Y Y′ ′≤U U  

Xكه (دختر از مجموعه سمت چپ  Xنيم توا مي و همان تعداد پسر از مجموعه ) ماند باقي مي ′

Y(ست سمت را Xرو بايـد داشـته باشـيم     از اين. گذاريم را كنار مي) ماند باقي مي ′ Y′ كـه   ≥′



 ٣١   ها فگرا ـ فصل پنج

ابـت  قضـيه بـا اسـتقراء ث   . شود در هر دو حالت، يك تطابقي از دختران يافت مي. ادعا كرده بوديم

  �.شود مي

دهد كه  يه يك الگوريتم براي پيدا كردن يك تطابق در يك گراف دو بخشي ارائه ميبرهان اين قض

بق در گرافهـاي دو بخشـي   در هر حال يك الگوريتم كارا براي يـافتن تطـا  . البته خيلي كارا نيست

  .وجود دارد

با همـان   لزوماً توان كرد، مسئله را ميبنابراين اگر يك مسئله را بتوان به مسئله يافتن تطابق تحديد 

  .پيچيدگي حل نمود

  .يك بيان رسمي 6 .1 

  .خواهد بگوييد يان كنيم در نتيجه شما هميشه نميرا با زبان مجردتري ب الهاجازه دهيد قضيه 

مجموعـه   Sفرض كنيـد  .  "حال اين گروه از دختران با حداقل همان تعداد از پسران آشنا است"

). باشداف راسهاي يك گر )N S هاي  را مجموعه تمام همسايهS كنـيم، يعنـي تمـام     تعريف مي

  .شوند واقع نمي Sمجاور هستند ولي در  Sراسهايي كه با بعضي از راسهاي 

گرافي باشد بطوري كه مجموعه راسهاي آن را بتوان به دو  Gكنيم  فرض) الهقضيه ( 6 .2قضيه 

R,مجموعه  L در  افراز كرد بطوري كه هر يال يك سرL   و يك سـر درR   يـك  . داشـته باشـد

داشـته   Lاز  Sوجود دارد اگـر و فقـط اگـر بـراي هـر زيـر مجموعـه         Lتطابق براي راسهاي 

)باشيم )N S S≥. 


