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  فصل هفتم

  يپذير پايانو  ييپايا: هاي حالتي ماشين

  هاي حالتي ماشين .1

رو در بسـياري   مرحله هستند و از اين –به –هاي حالتي يك نمونه انتزاعي روندهاي مرحله ماشين

منطقي درس مدار ممكن است شما در طي گذراندن يك . شوند از فضاهاي علوم رايانه طراحي مي

  .احتمالات آنها را ديده باشيددرس يا  درس كامپايلرالكتريكي، يك 

  اي تعاريف پايه 1 .1

 "هـا  حالـت "رئوس آن آن كه به  جزحالتي واقعاً بيشتر از يك ديگراف چيزي نيست،  ماشينيك 

pبـه صـورت    qبـه حالـت    Pاز حالـت  ) يال(ال انتق. بگويند "انتقال"و به يالها بگويند  q→ 

  .نوشته خواهد شد

  .است ،حالت شروع به طراحي مجهزدر يك ماشين حالتي همچنين 

يك تعداد متناهي حـالات  معمولاً  اند به كار رفته و كامپايلرهامدار منطقي  در ههاي حالتي ك  ماشين

. ند نوعاً تعداد نامتناهي از حالات را دارنـد ا هاي متوالي هايي كه نمونه محاسبه را دارند، ولي ماشين

انـد تـا    هاي حالت با علائم مشخصه برچسـب خـورده   ها در گراف ها، انتقال در بسياري از كاربري
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هـا، يـا    هـا، گنجـايش   هاي ورودي و خروجي باشند، يـا اعـدادي كـه بيـانگر قيمـت      نمايشگر داده

  .ي بدون برچسب نظر داريمها، به انتقالها در اين يادداشت. احتمالات، باشند

  ها  مثال 1 .2

   .شوند هاي حالتي ارائه مي ماشينهاي ساده درباره  در اينجا تعدادي مثال

 كـه رسـيد   100كنـد و بـه    را محاسـبه مـي   99تـا   oحساب محدود كـه از   يك ماشين 1 .1مثال 

نمـايش داده   اسـت  صفر آن ه حالت شروعك ،1گراف حالت در تصوير شماره . شود برگردانده مي

  .شود مي

  

  عددي 99حساب محدود  گراف حالت ماشين: 1تصوير 

خورد، از آنرو كـه هـيچ راهـي بـراي      همين كه يك مرتبه سرريز شود ديگر به درد نمي ماشيناين 

  .خلاص شدن از حالت سرريز شدن خود ندارد

، كـه  ست، ولي مجموعه حالت نامتناهي داردحساب نامحدود هم همينطور ا يك ماشين 1 .2مثال 

  .تر است رسم اين كار سخت. نتيجه آن گرافي نامتناهي است

هـاي   توان بـه عنـوان نمونـه    گالني را مي 5و  3هاي آب  با ظرف 3سخت  نامه جان فيلم 1. 3مثال 

). ها را به كار ببـريم  توانيم جفت ها مي به جاي حالت. حالتي در نظر گرفت ماشين ),b l   از اعـداد

bحقيقي به طور كه  l≤ ≤ ≤ ≤o o5, توانست هر مقدار آب را درون سطل  از آنجا كه بروس مي.3
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) حالت شروع. اعداد حقيقي اختياري باشند lو  bكنيم كه  بريزد فرض مي ),o o  است، از آنرو كه

  .شوند خالي شروع مي حالت هر دو ظرف با

  :چندين نوع انتقال وجود دارد

) :ظرف كوچك را پر كنيد -1 ) ( ),b l b←3,  برايl>3. 

):ظرف بزرگ را پر كنيد -2 ) ( ),l l b←,  .b>5 براي 5

):ظرف كوچك را خالي كنيد -3 ) ( ), ,b l b←o  برايl<o. 

):ظرف بزرگ را خالي كنيد -4 ) ( ), ,l l b←o  برايb<o. 

 .l<oبراي  :درون ظرف بزرگ بريزيد را ظرف كوچك محتواي -5
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سخت بـيش   جان ماشينعددي، در  99حساب  حالت ماشين ماشينتوجه داشته باشيد كه در مقابل 

  .ممكن وجود دارداز يك انتقال 

  دو حالت دارند؟ دقيقاً هاي مستقيم به انتقال 3سخت  جان ماشينهاي  كدام يك از حالت :1مسئله 

  هاي حالتي ماشينكار  انجام 1 .3

  .كند ميمدل ها را طبق قواعد نمونه  هر شيوه ريختن آب درون ظرف 3سخت  جان ماشين

بـا اسـتفاده از نمونـه     كـه توان گفت  زمائيم اينك ميآ بيخواهيم  سخت را كه مي ات جانيصصوخ

)شكل  ي بهبراي مثال، اگر بروس بتواند به حالت. حالت ثابت كرد ماشين )l4,   دست يابد بمـب را

  .خنثي خواهد كرد

 در غير اينصورت

 اگر فاصله
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حالـت شـروع آغـاز     ازحالـت گـراف كـه     ماشين در )احتمالاً نامتناعي(، مسيربه زبان گراف، يك

حالـت   ماشـين مطابقـت دارد، چنـين راهـي را انجـام كـار       ممكـن يك نظام رفتاري  و ازشود  مي

 بـه آن حالـت   حالت شـروع  از مسيريد كه شو ناميده مي يسقابل دستر يك حالت وقتي. نامند مي

  .وجود داشته باشد، يعني كه، اگر در يك اجرا ظاهر شود

انعكاس اين واقعيت كه بروس و ساموئل بـا  بود، با  يقابل دسترس) 4 3(مشاهده كرديم كه حالت 

  .بمب را خنثي كردند 3سخت  موفقيت در جان

  ابل دسترسي بودن و پاياهاق .2

  .ها است ات حالتيصصوخ، شناسايي حالتي ماشينرسي يك راه حل مفيد در بر

هـاي   حالـت  وير pمحمـول  ماشين حالت عبارت است از يـك  يك از  يييك پايا 2 .1تعريف 

) رگا، به طوري كه مختلف )p q در يك حالت q و  صحيح باشدq r→ ديگر  براي يك حالتي

r، آنگاه ( )p r صحيح است.  

  :هاي حالتي دوباره مطرح كنيم ماشينبراي  راتوانيم اصل استقراء  حالا مي

 pاگـر   .حالتي باشد ماشينيك  وير پايايك محمول  pفرض كنيد  )ييپاياضيه ق( 2 .2ضيه ق

  .نيز برقرار استهاي قابل  براي تمام حالت pد، آنگاه اشقرار ببر ت شروعلاحدر 

را ثابت خواهيم كرد، البته، با توجه  آن. به وضوح حقيقت اصل استقراء است ييضيه پاياحقيقت ق

  .ر طول اجراهاي متناهي، ولي باعث رنجش نخواهيم شدبه استقراء ب

  



 5  پذيري پايانو  پايايي: هاي حالتي ماشينـ فصل هفتم 

  جان سخت يك بار و براي هميشه 2 .1

 5گالني به جاي ظـرف   9اين بار يك ظرف . گرديم سخت يكبار براي هميشه باز مي حالا به جان

 هـاي شـبيه بـه ماشـين     قـال حالتي كه حـالات و انت  ماشينتوانيم اين موضوع را با  مي. گالني داريم

  .بشوند "�"كه جايگزين  "9"رويدادهاي  دارند مقايسه كنيم، با كليه 3خت س جان) ماشين(

 ايـن را ثابـت   قضـيه پايـايي  با اسـتفاده از  . غيرممكن است) ,l4(حالا رسيدن به هر حالت شكل 

)مثلاً، محمول . كنيم مي )( ),p b l  كـه   هرگاه، پايا گوييمرا,l b  باشـند  3هـاي غيرمنفـي    بمضـر .

)حالت  رويبه صورت آشكار  pبنابراين  ),o o كند صدق مي.  

)كنيم  يك پايا است، فرض مي pكه اين برهانبراي  )( ),p b l از  ي در حالت( ),b l   صادق باشـد

)دهيم كه اگر  مي و نشان ) ( ), ,b l b l′ )پس آنگاه  →′ ),p b l′ برهـان بـه چنـد    . نيز صادق اسـت  ′

مثال، در نظر بگيريد كـه   براي. رود شود، بر همان اساس كه قانون انتقال به كار مي مورد تقسيم مي

)اش اين است كـه   معني. ادامه پيدا كند "ظرف كوچك را پر كنيد"انتقال از قانون  ) ( ), ,b l b→ 3 

)ولي  ),p b l كند كه  دلالت ميb 3صـحيح   مضـرب يـك   3است و البته  3عدد صحيح  مضرب 

)همچنان در حالت جديد با  p نابراينباشد، ب مي ),b مثال ديگر وقتـي اسـت كـه    . صادق است 3

باشد بـراي زيـر حـالتي كـه      "ريختن از ظرف بزرگ درون ظرف كوچك"قانون بكار رفته انتقال 

b l+ > )آنگاه حالت به صـورت   3 ) ( )( ),b l b l→ − −3 , l,ولـي از آنجـا كـه    آيـد   در مـي  3 b 

)هستند بنابراين  3هاي صحيح مضرب )b l− 3 بنابراين، در اين مورد هم  بعد . هم همينطور است -

  .از انتقال صادق است



 پذيري پايانو  ييپايا: هاي حالتي ماشينـ هفتم فصل   6

نمـود خـود را بـه دردسـر      تـوان بـه راحتـي بررسـي     مي را مانده، كه همه موارد باقي بررسيبراي 

. آيد جور در مي pگيريم كه هر حالت قابل دسترس با  ، نتيجه ميقضيه پاياييحالا با . اندازيم نمي

)ولي از آنجا كه هيچ حالتي از شكل  )l4, در p بـت كـرديم كـه    ، بطور محكمي ثاكند صدق نمي

  !ميرد بروس يكبار و براي هميشه مي

  روبات  2 .2

آيد و در هر مرحله يك  سوار بر شبكه ريل مانندي به حركت در مي. يك روبات را در نظر بگيريد

جمله آخر را دوباره بخوانيد، اگـر  . (رود واحد به شمال يا جنوب و يك واحد به شرق يا غرب مي

)روبات از موقعيت  !)ازنده خواهيد شد، بحركت روبات مستقيم نداريد ),o o  آيـا  . كنـد  مـي  آغـاز

)تواند به موقعيت  روبات مي )o1, برسد؟  

براي مثـال، بـا    ،توانيم مقداري حركات روبات را تشبيه سازي كنيم به منظور كمي الهام گيري، مي

)شروع در  ),o o شرقي به  توانست به شمال روبات مي( )شرقي بـه   برود، بعد به جنوب 1,1( ),o 2 ،

)غربي  بعد به جنوب )غربي  و باز دوباره به جنوب 1,1−( )− o2, برود.  

مناسـب را ثابـت    يپايـا حالت نمونه سازي كنيم و سپس يك  نماشيبيائيد مسئله را به شكل يك 

. اسـت  با مختصات موقعيت روبـات  متناظركه د صحيح خواهد بود اعدا ي ازحالت جفت يك .كنيم

)حالت  ),i j هايي به چهار حالت متفاوت دارد انتقال:  

( ),i l j± ±1  
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)، كه براي وضعيت شروع pمناسب است، يياانتخاب يك پا ،حالا مسئله ),o o    صـحيح و بـراي

)وضعيت  )o1, گـاه بـه    كنـد كـه روبـات هـيچ     ايجـاب مـي   قضيه پاياييسپس . لط باشدغ( )o1, 

)اين است كه فرض  پاياتلاشي مستقيم در يك . رسد مين )p q باشد كه  برقرار( )q ≠ o1,.  

)حالت . افتد متأسفانه، اين كارگر نمي  ـ. در نظر بگيريدرا  2.1( )وضـوح   هب )( )p صـادق اسـت    2.1

)ه ك چون ) ( )≠ o2.1 )و البته  ,1 )( )p o1, ولي . كند صدق نمي( ) ( )→ o2,1 اين از انتخـاب   بنابر ,1

p،  شود حاصل نمي پايايك.  

با نگاه كردن به مثال اجرايي شايد بتوانيد حدس درستي بزنيد، مـثلاً،  . تر نيازمنديم اي قوي به گزاره

اگر بتوانيم پايا بودنش را ثابت كنـيم، آنگـاه ثابـت    . زوج است يعدداش  تمختصا جموعآن كه م

)ايم كه روبات هرگز به موقعيت  كرده )o1, رسد چون كه مقدار  نميo1+    ،يك عـدد زوج نيسـت

o+ولي مقدار  o زوج است مختصات وضعيت شروع يك عدد.  

  .مختصات روبات هميشه زوج است مجموع قدارم 2 .3ضيه ق

  .گيرد بهره مي قضيه پاياييبرهان از . برهان

)فرض كنيد  )( ),p i j اي باشد كه  گزارهi j+ زوج است.  

)ابتدا، بايد نشان دهيم كه گزاره مورد نظر براي وضعيت شروع  ),o o وليكن . صادق است( )( ),o o 

o+كه  چون برقرار o شود زوج مي.  
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iاگـر  ،براي هـر انتقـال   هت، يعني كه، بايد نشان دهيم كسا پايا pسپس، بايد نشان دهيم كه  j+ 

) ج وزو ) ( ), ,i j i j′ i آنگاه →′ j′ i هـا  با توجه به تعريـف انتقـال   ولي. زوج است +′ i′ = و  ±1

j j′ = iبنابراين  ±1 j′ iبرابر است با  +′ j+ iو يا  ،2+ j+   �  .كه همگي زوج هستند 2−

)تواند به  روبات نمي 2 .4قضيه فرعي  )o1, برسد.  

) از .كند دو بعدي حركت مينوار نقاله صحيح روبات بر روي  .2مسئله  ),o o و مجاز كند  آغاز مي

  :ر يك از اين چهار جهت استبه حركت در ه

1- ( )+2,   راست2پائين و 1 1-

2- ( )-2,   چپ2 بالا1 1+

3- ( )+1, +3  

4- ( )− −1, 3  

)ثابت كنيد كه اين روبات هرگز به    .نخواهد رسيد 1,1(

  اي الگوريتم دنباله از هاي مثال .3

  .ارائه شد رابرت فلويد در مؤسسه تكنيكي كارنژيتوسط  1967 1سال در ييپايا قضيه

بـر طراحـي زبـان     زيـادي  رسـمي كـه نفـوذ    گرامرهـاي پيش از آن فلويد به خاطر كـار بـر روي   

لـت آن كـه او   بات جمله بود معروف گرديده بـود، در واقـع، ع  نويسي و تعيين اجزاء و تركي برنامه

.بدون اينكه هيچ وقت  استاد بود .ph D همين مسئله بود بگيرد.  

                                                
 .ملون تغير نام داد -  سال بعد، مؤسسه تكنيكي كارنژي به دانشگاه كارنژي .١
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ماير به عنوان استاديار موسسه صنعتي كارنژي در بخش علوم محاسباتي . آر. در همان سال، آلبرت

هـاي آن   فلويـد و مـاير تنهـا تكنسـين    . بار ملاقات كرد منصوب شد و همانجا با فلويد براي اولين

بعـد از كمـي   . بودنـد  هبخش بودند و از صحبت كردن درباره علايق مشترك خود بـه شـوق آمـد   

ترين فردي است كه تا كنون  گفتگو، همكار تازه جوان فلويد به اين نتيجه رسيد كه فلويد با هوش

جديد، تا آن وقت منتشر  قضيهبگويد، د مايل بود به ماير ، اولين موردي را كه فلويطبيعتاً. ديده بود

توانست بفهمد چه چيزي فلويد  فلويد نتايج را براي ماير شرح داد و ماير نمي. هايش بودپايانشده 

كـه آدمـي بـه    ) البته درون خـود (در واقع، ماير در عجب بود . را تا اين حد هيجان زده كرده است

بايسـت يـك    فلويد مي. ه امري چنين بديهي به هيجان در آمده بودفرزانگي فلويد چطور با مشاهد

داد قبـل   آيند را به ماير نشان مي ها مي هايي كه در پي اين يادداشت هاي شبيه به همان سري از مثال

تر در بلكه بيش .نبود قضيه پاياييدر حقيقي بودن كاملاً آشكار  از آنكه ماير بفهمد كه هيجان فلويد

هاي پژوهشـي   توانست چنين گسترده و به آساني در برنامه اي مي سادهضيه ه چنين قاندازي ك چشم

  .به كار رود

متعلق به تورينگ را در علـوم كـامپيوتر برنـده     "جايزه نوبل"او . فورد رفتفلويد سال بعد به استن

 1968از سـال   نويسي بود و تحقق برنامه گرامرخاطر هر دو كارش كه  ،1970در اواخر دهه  –شد

در ستايشـي از فعاليتهـا و زنـدگي    . ماند باقيفورد استندر دانشگاه  2001تا هنگام مرگ در سپتامبر 

اطلاعات جـامعي را ارائـه    www.acm.org، در سايت كنوت ترين همكارش، دان فلويد، نزديك

  .نموده است
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. قيده فلويد را به تصوير خـواهيم كشـيد  عليه مشترك ع بوسيله الگوريتم اقليدس بزرگترين مقسوم

  .شود ئل كلاس مطرح ميامثال ديگر در مس

  اثبات درستي 3 .1

  :مفيد است ،حالت ماشين درستيفرايند  ي اصولاً تميز دادن دو جنبه

. كنـد  هاي سيستم را برآورده مـي  نيازمندي ،اين خاصيت كه نتيجه نهايي، هرچه باشد، از فرايند -1

  .جزئي  تبه اين گويند صح

اً هـم نادرسـت   باشد، پس چه بسا كه جزع ـدرست  اًعاي جز ممكن است تصور كنيد كه اگر نتيجه

منشـعب از نگـاه بـه     "جزئـي "واژه . باشد، ولي اين آن چيزي نيست كه در اينجا مورد نظر اسـت 

ي بنابراين صحت جزئي به اين معن. فرآيندي است كه شايد در محاسبه يك تابع جزئي خاتمه نيابد

نجـر  اي در كار باشد، صحيح است، ولي چه بسا كه فرايند هميشه به نتيجـه م  است كه وقتي نتيجه

  .قرار گيرديك حلقه  نشود، شايد به اين دليل كه در

هـاي مطلـوب    رسد يا براي ارائه خروجـي  اين خاصيت كه فرايند مورد نظر هميشه به پايان مي -2

  .گويند اتمام اين را مي. تضمين دارد

  .اثبات نمود قضيه پاياييه از توان به طور مشترك با استفاد ت جزئي را ميصح

  گوريتم اقليدسلا 3 .2

)عليه مشـترك   پيش از اين الگوريتم اقليدس را براي محاسبه بزرگترين مقسوم )gcd ,a b   معرفـي

يـك حالـت يـك    . عرفـي كنـيم  حالت م ماشينتوانيم مجدداً اين الگوريتم را به عنوان  مي. ايم كرده
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)جفت عدد صحيح  ),x y در يك برنامـه   ثبتتوانيم به آن مانند عدد صحيحي  خواهد بود، كه مي

  .شوند با قانون زير معين مي هاي حالت انتقال. نگاه كنمثبت 

y ≠ o   اگر    ( ), )x yباقيمانده( ), ( ,x y y→  

  :خواهيم ثابت كنيم كه مي

x,اي با  با شروع از مرحله -1 a y b= . پاسخ مان صحيح خواهد بود آنگاهم، سبراگر به پايان  =

)يعني كه، در پايان،  )gcd ,x a b=  جزئي است ادعا درستياين يك.  

  .اين يك قضيه فرايند به پايان بردن است. يمرسان ما عملاً به پايان مي -2

  GCDصحت جزئي  3 .2 .1

بـويژه فـرض كنيـد    . پاسخي ارائه كند، آن پاسخ درست است GCDابتدا بيائيد ثابت كنيم كه اگر 

( ):: gcd ,d a b=.  حل در حالت خواهيم ثابت كنيم كه اگر راه  مي( ),x y   ،آنگـاه به پايان برسـد 

x d=  

  كنيد فيرعبنابراين گزاره حالت را ت .برهان

)]y > o  يا( )( ) ( ), :: [gcd , , (p x y x y d x= = > o  

p  براي حالت شروع صادق است( ),a b  با تعريفd   و الزام اينكه حداقل يـكa  وb   مثبـت

  يك پايا است زيرا pهمچنين، . است

( ), )x yو  مانده باقي( )gcd , gcd(x y y=  
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x,براي تمام  y ∈� N  به طوري كهy ≠ o ضيه اعـداد بوط به قهاي مر همان طور كه در يادداشت 

  .يابيم مي دستهاي قابل دسترس  به تمام حالت ،ييپاياضيه با نظر به ق به آنها اشاره كرديم،

yن است كه از آنرو كه تنها قاعده به پايان رساندن اي = o ، اگـر   پـس( ),x y     يـك حالـت پايـاني

y آنگاهباشد،  = o.  پايااگر حالت پاياني قابل دسترس باشد، پس ( ),x y اين دلالـت . صادق است 

)كند كه  مي )gcd ,x d=o  چونو x > o كنيم كه  گيري مي نتيجه( )gcd ,x x d= =o �  

  GCDپايان  3 .2 .2

براي اثبات اين، توجه كنيـد كـه   . آوريم، كه راه حل بايد پايان پذيرد اينك به دومين ويژگي رو مي

y شود بعد از هر انتقال به شدت كوچكتر مي.  

مانـده   است و اين بـاقي  yبر  x مانده تقسيم باقي ،بعد از انتقال yآن به اين دليل است كه مقدار 

هميشه يك عدد طبيعي اسـت، بنـابراين بـا     yولي مقدار . با توجه به تعريف است yكوچكتر از 

ولي . شود هاي قابل دسترس نايل مي ترتيبي، به كمترين مقدار نزد تمام مقادير در حالت اصل خوش

 yتواند موجود باشد، زيرا انتقـال   د را دارد، نميكمترين مقدار خو yيك انتقال از يك حالت كه 

كمترين مقدار خـود   yبنابراين حالت قابل دسترس در جائي كه . دهد را همچنان بيشتر كاهش مي

پايـان   ي ممكـن نيسـت، يعنـي كـه، در راه حـل     را دارد حالتي است كه در آن هيچ مرحله ديگـر 

صـفر اسـت، فقـط ثابـت      yكند كه كمترين مقدار  توجه كنيد كه اين استدلال ثابت نمي. پذيرد مي

ايم كه تنها قاعده بـه پايـان    ولي قبلاً يادآوري كرده. شود كند كه كمترين مقدار در پايان واقع مي مي
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yرساندن  = o رسيم به اين كه كمترين مقـدار   اين در ادامه مياست، بنابرy     در واقـع بايـد صـفر

  .باشد

  توسيع الگوريتم اقليدس 3 .3

 gcdتـا  توان استفاده كـرد   از آن بجاي خرد كردن مييك توسيع الگوريتم اقليدس وجود دارد كه 

y,اعداد طبيعي  به خصوص،. حيح را عنوان نموددو عدد صحيح و تركيب خطي ص x  بـاy > o 

t,كنيم كه عملگر زير در اعـداد صـحيح    ادعا مي. را در نظر بگيرد s   در مكانهـاي,T S   متوقـف

)شود جايي كه  مي )gcd ,sx ty x y+ =.  

0  x, y ∈ N , y >:ورودي  

, , , , , , .X Y S T U V Q :متغيرها  

  توسيع الگوريتم اقليدسي

: , : ; : ; : ; : ; : ;X m Y n S T U V= = = = = =o o1 1  

  دور:

Yاگر  X و آنگاه متوقف شود  

  در غير اين صورت

)عليه  مقسوم; ): ,Q X Y=  

;هاي زير در متغيرها بصورت همزمان هستند تخصيص ;  

{ : ,X Y=  
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)باقيمانده  ),Y X Y=  

: ,U S=  

: ,V T=  

: * ,S U Q S= −  

}: * ;T V Q T= −  

  برو تو دور

y,توجه كنيدكه  x رفتاري دقيقاً مانند الگوريتم اقليدسي ،CGD  دارند بجز آنكه  3. 2در بخش

)شود و  روش توسيع يك مرحله زودتر متوقف مي )gcd ,x y  درY الگوريتم  است وقتي كه

y,هاي  در نتيجه براي تمام ورودي. كند توقف مي x  اين الگوريتم به شكل الگورتم اقليدسي عمل

  .كند كه يك متغير طبيعي مقدار است هر لحظه در دور اكيداً نزول مي Yاز  yكند محتوي،  مي

  تواند درستي جزئي را ثابت كند عبارت است از كنيم كه خصوصيت پايا، كه مي ادعا مي

)1(      ( )gcd , gcd ;X Y a b=  

)2(            ,Sa Tb Y+ =  

)3(          .Ua Vb X+ =  

لگوريتم تقسيم ها توجه كنيد كه تساوي اول همان تساوي است كه در ا براي بررسي اين تساوي

,براي بررسي دو تساوي ديگر، فرض كنيم . داشتيم , , , ,v u t s y x  محتواي, , , , ,V U T S Y X 

بايد ثابت . ها براي اين مقادير برقرار باشند دور باشند و فرض كنيم تمام تساويدر مرحله شروع 
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,براي محتواهاي جديد ) 3(و ) 2(كنيم كه  , , , ,v u t s y x′ ′ ′ ′ ′ از متغيرها در زمان بعد از دور نيز  ′

  ).ايم را قبلاً ثابت كرده)1((برقرار است 

v,بنابر روش الگوريتم، t u s′ ′= = ،x y′ ,براي ) 3(در نتيجه تساوي . = ,x v u′ ′ برقرار  ′

,براي ) 2(است زيرا تساوي  ,y t sK برقرار بود.  

sهمچنين  u qs′ = − ،,y x qy t v qt′ ′= − = )خارج قسمت  − ),x y بنابراين. است  

( ) ( ) ( )s a t b u qs a v q b ua vb q sa tb x qy y′ ′ ′+ = − + − = + − + = − =  

,هم براي ) 2(از اينرو تساوي  ,y t s′ ′   .برقرار است ′

مـثلاً، در نقطـه   . آسان استحلقه  اولين شروعدرست قبل از  ررسي صحت سه تساويبهمچنين، 

, شروع , ,X a Y b s T= = = =o saبنابر اين  1 TB a b b Y+ = + = =o 1  

Uصادق اسـت؛ همچنـين    )2(بنابراين  V= = o1,  وUa Vb a b a x+ = + = =o1  3(ايـن   بنـابر( 

ولـي در پايـان   . ، آنها در پايان صـحيح هسـتند  قضيه پايايياين ترتيب با توجه به  به. ستاصحيح 

 .شـود  تقسـيم مـي   x ثبـت  ، ازXشود بر محتواهـاي   تقسيم مي y، از ثبت Yمحتواهاي ) اتمام(

  كنند دلالت مي )2(و  )1( هاي متساويبنابراين 

( ) ( )gcd , gcd ,a b X Y Y Sa Tb= = = +  

S, را در ب مطلوبايو ضر Yدر  را gcdبنابراين  T خواهيم داشت.  
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  متغيرهاي مشتق .4

اندازه مقدار عدد طبيعي هستند تابه حالتهـاي تخصـيص    يك در پي يافتن ،اي اتمام پيشينه برهان

  .حالت بناميم "سايز"ممكن است اين اندازه را  .دهد

، ترتيبـي  بوسيله اصل خـوش . هر حالت با هر انتقال حالت كاهش يافت سايزآنگاه نشان داديم كه 

لي بدسـت آيـد، هـيچ    حالت حداق سايزكاهش بيابد، بنابراين وقتي كه  نهايت تا بيتواند  نمي سايز

  .پايان يافته است فرايند: شود انتقال ممكن نمي

ضرورتاً نه اعداد طبيعي و ضرورتاً نـه كاهنـده    –تر، فن تعيين كردن مقدارهاي حالت  به طور كلي

هاي بالقوه نقشي همانند در فيزيك ايفا  تابع. ها مفيد است اغلب در تجزيه الگوريتم –تحت انتقال 

هـا را متغيـر مشـتق     نه فرايندهاي محاسباتي، چنين مقدار تخصـيص بـراي حالـت   در زمي. كنند مي

  .نامند مي

  توانسـتيم يـك متغيـر مشـتق را معرفـي كنـيم،       سـخت مـي   هـاي جـان   براي مثـال، بـراي ماشـين   

R → حالتها:f  قـرار دادن براي مقدار آب موجود در دو سطل، با ( )( ), ::f a b a b= مـين  ه. +

توانـد   توسط متغير مشتق فرضـي مـي   xع روبات در طول محور طور هم، در مسئله روبات، موض

x. ارائه شود coord جايي كه ( )( ), ::x coord i j i− =  

  :توانيم روش اتمام كلي خود را به شكل زير فورمول نويسي كنيم مي

  f:ها  حالت → R      يك متغير مشتق  4 .1ريف تع
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  است اگر و فقط اگر  اكيداً نزولي

q q′→ ايجاب كندكه ( ) ( )f q f q′ <  

د كه فقط مقادير صـحيح  حالت باشاكيداً نزولي از يك ماشين يك متغير مشتق  fاگر  4 .2ضيه ق

)شروع شود حداكثر  qطول هر اجرا كه در حالت  آنگاهغيرمنفي را بگيرد،  )f q باشد مي.  

)را به كمك استقراء بر مقدار  4 .2ضيه توانستيم ق البته مي )f q   ولـي دربـاره آنچـه    . ثابـت كنـيم

)عدد طبيعي  ازاگر شروع به شمارش ": گويد فكر كنيد مي )f q توانيد بيشتر از  كنيد، نمي به پايين

( )f q ضيه به قدري آشكارا است كه هيچ كس از اينكه اين يكي را ملاحظه كنيد، ق" .بار بشماريد

  .كند ان را حذف كنيم احساس محروميت نمييك بره

وجـود   حالـت،  يك ماشـين براي  متغير مشتق طبيعي مقدار اكيداً نزولياگر يك  4. 3قضيه فرعي 

  .يابد خاتمه مي ماشينآنگاه هر اجراي آن  داشته باشد

را بـر   خـود  كنـيم كـه مقـادير    مـي  تعريفهاي مفيد متغيرهاي مشتق را  اينك تعدادي ديگر از مزه

براي ترتيب اعداد حقيقي مفيـد   >و  ≥تعميم مفاهيم آشناي . گيرند مي جزعاً مرتبهاي  جموعهم

اكيـد  جزئـي   ترتيـب  را p سـپس باشـد،   Aيك ترتيـب جزئـي در يـك مجموعـه      p اگر: است

  .متناظراتي تعريف كنيد

:: .a a a a a a′ ′ ′= ∧ ≠p p  

يـك متغيـر مشـتق    . باشـد  A يك ترتيـب جزئـي در يـك مجموعـه     pفرض كنيد  4 .4تعريف 

:f Q A→  ًنزولي نسبت به اكيداp اگر و فقط اگر  است  
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q q′→ كند ايجاب مي ( ) ( )f q f q′ )و  ≠ ) ( )f q f q′ p  

  است اگر و فقط اگر نزولي به طور ضعيف 

q q′→ كند ايجاب مي ( ) ( )f q f q′ ) يا = ) ( )f q f q′ ≤  

  .شوند مي فيرتعبه طور مشابه متغيرهاي مشتق اكيداً صعودي و به طور ضعيف صعودي 

. وجود يك عدد طبيعي به عنوان متغير مشتق بطور ضعيف نزولي ضمانتي بر پايان هر اجراء نيست

يك متغير بطـور   هائي كه در آن توان از طريق حالت به اين دليل است كه يك اجراء نامتناهي را مي

  .نزولي ثابت مانده باشد ارائه نمود ضعيف

  مسئله ازدواج پايدار .5

بسيار خوب، مراجعه مكرر همگان به متغيرهاي مشتق ممكن است كه به انتظارات زناشويي شـما  

  !شوند بشوند مفيد واقع مي تحليلولي اگر . كمك نكند

  مسئله 5 .1

هاي خود دسـته   هر پسر تمام دخترها را بر اساس ترجيح. دختر باشند nپسر و  nفرض كنيد كه 

آليس را از همه  ،براي مثال، چه بسا باب. كند بندي مي كند و هر دختر همه پسرها را دسته بندي مي

بندي افراد  دي در دستههيچ پيون. ي آخرال را در مرتبه سوم بخواهد، و بيشتر، كارول را بعد، هايدل

رو هـم   از ايـن . گارد را به يك اندازه دوسـت بـدارد  ،  تواند كارول و هايدل وجود ندارد؛ باب نمي

  .در ابتدا مشخص شده و براي هميشه ثابت است ترجيحات
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؛ همين الان د و راضي باشندهدف كلي ازدواج همه پسرها و دخترهاست بطوري كه همه شاد شون

از چند همسـري   –هر پسر بايد دقيقاً با يك دختر ازدواج كند و بر عكس . گفتتر خواهيم  صريح

  .خبري نيست

  :بي ثبات اجتناب كنيم جور كردندوام بياورد، پس مايليم از يك خواهيم اين ازدواج  اگر كه مي

را به  ديگريدختر هر كدام  و يكاي از ازدواج بي ثبات است اگر يك پسر  مجموعه 5. 1تعريف 

  .دنترجيح بده انشهمسر

را  دبا آليس ازدواج كند، متأسفانه، كارول ت تدبراي مثال، فرض كنيد باب و كارول ازدواج كنند و 

ايـن وضـعيت در تصـوير    . بيشتر از باب دوست دارد و تد كارول را بيشتر از آلـيس دوسـت دارد  

هنـد بـود اگـر بـا هـم      تـر خوا  بنابر اين كارول و تد هر دو شادمان. نشان داده شده است 2شماره 

گوئيم كه كارول وتد يك جفت رذل هستند، براي اينكه موقعيتي است كه در آن رفتار  مي. بگريزند

  .شود رذيلانه تشويق مي

هاي رذل در آن نباشند يا، به طور معـادل،   ثابت است اگر جفت يك مجموعه ازدواج 5. 2تعريف 

  .ثبات نباشد بي ،اگر مجموعه ازدواج

يافتن همسر براي همـه تـا اينكـه مجموعـه     : را بيان كنيم پايدارمسئله ازدواج نيم دقيقاً توا حالا مي

در واقـع، در ميـان   ! معلوم هم نيست كه اين هدف قابل دسترس باشد. باشد پايدارها  نتايج ازدواج

توانند با هم يار شوند، ممكن است هيچ  روشن دلان رفيق پا برجا، جايي كه آدمهاي هر جنسي مي
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يك مجموعه پايدار  "دختر –پسر "با اين وجود، براي مسئله ازدواج ! يابي ثابتي در كار نباشد وجز

  .ازدواج هميشه وجود دارد

  

دهـد،   مي ترجيحباب با كارول ازدواج كرده و تد با آليس ازدواج كرده است، ولي تد كارول را به همسرش : 2تصوير شماره 

  .كنند بنابراين تدوكارول يك زوج رذل هستند، ازدواج كنوني خود را ناپايدار مي. دهد و كارول تد را به شوهرش ترجيح مي

بـه خـاطر سـپردن تعـاريف را      "دختر –پسر –ازدواج"مات نمادشناسي كلاتفاقاً، با اين وجود كه 

. هايي مفيد براي مسئله ازدواج پايـدار هسـتند   حل) اميدواريم به كسي بر نخورد(سازد  تر مي آسان

توسـط   1962اي در سـال   دهـيم بـراي اولـين بـار در مقالـه      ميريتم ازدواج پايداري كه شرح الگو

لـي از ميـزان بسـيار مـؤثر      ، گيـل و شـيپ  ردر زمـان انتشـا  . لي مطـرح شـد   شيپ اس گيل و ال دي

  .غافل بودند الگوريتمشان

)دسـتيار متخصـص    جـور كـردن  اين الگوريتم توسط سازمان برنامه ملي  )NRMP    بـراي تعيـين

ي هـا  اكثر بيمارسـتان  و ده سال قبل از ارائه مقاله مورد استفاده قرار گرفته بود ،دستياران متخصص

، گروهـي از كـار   از آغـاز قـرن بيسـتم    NRMP ،دزدن) در نقش دختران(دست به اين كار  بزرگ

رسماً (ها دوره ببينند  تا در بيمارستان) در نقش پسران(ه آموزان فارغ التحصيل دبيرستاني را برگزيد

يابي بر سر همتاهاي ثابـت انجـام    قبل از آنكه طرز كار اطمينان). گويند مي "دوره دستياري"به آن 

اي  افتـاد تـا اينكـه عـده     هـاي متقابـل ناشـيانه اتفـاق مـي      هـاي مـزمن و اقـدام    شود، فاصله گيري
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توسـط   1952 در سـال  پايـدار طرز عمل ازدواج . ها در نظر بگيرند هالتحصيل را براي اين دور فارغ

NRMP آميز حـل كـرد،    آن انجمن به قدري مسئله را موفقيت .كشف و مورد استفاده قرار گرفت

  .گرفت مورد استفاده قرار مي 1989كه آن طرز عمل به طور اصولي بدون تغيير تا سال 

پيدا كنيم و بعد از آن روش خود را به  ممكندر يك موقعيت  را ازدواج پايداربيائيد يك مجموعه 

نشـان   نزولـي هاي هـر دختـر و پسـر را در تربيـت      جدول زير ترجيح. برسانيميك الگوريتم كلي 

  پسرها      دخترها          .دهد مي

  

بـريم و بـا    ه سادگي هر پسر را به نوبت مـي را بيازمائيم؟ ب "طمع كارانه"چطور است يك راه كار 

نتـايج زيـر بـه دسـت     . كنـيم  اش از دختراني كه هنوز در دسترس هستند جفت مي فرد مورد علاقه

  .آيد مي

  

هـاي رذل در ميـان آنهـا     آيا زوجها، بايد بررسي كنيم كه  براي تعيين پايداري اين مجموعه ازدواج

الي خود را در ميان دختران دارند، هيچ كـدام در فكـر   انتخابهاي ع 3و  2، 1همه پسرهاي . هست

را از همسـرش   Aباشد چـون كـه او دختـر     هممكن است مشكل داشت 4پسر . فرار كردن نيستند
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با اين وجـود، پسـر   . خواهد ر تركش مياو را به عنوان آخرين تي A بيشتر دوست دارد، ولي دختر

  !دهند يك زوج رذل را تشكيل مي Cو دختر  4

هايي را براي ايـن منظـور خـاص درسـت كنـيم، ولـي        توانستيم جفت مي. ها پايدار نيستند ازدواج

. يك راه ديگر استفاده از استقراء اسـت . گذاريمبراستي كه ما در تلاشيم يك استراتژي كلي را بنا ب

را با هم برسانيم، سعي كنيد نشان بدهيد كه هيچكدام از  Cو دختر دلخواهش  1فرض كنيد پسر 

كـاملاً روشـن   . مانده را با استقراء حل كنيد شوند و بعد مسائل باقي اين دو نفر يك جفت رذل نمي

ولـي  . دارد نمـي  دسـت بـر   Cدختـر  ) گزيـده عـالي خـود   (از انتخاب بالاي خود  1است كه پسر 

در يـك   Cتوانيم مطمئن باشيم كـه دختـر    اين است كه نمي كند رفتار مياي كه با اين طرز  مسئله

چه بسا آن پسـر   –را خيلي ارزان بفروشد  1پسر  Cچه بسا دختر . رذل قرار نخواهد گرفت زوج

  !بندي كند را هم در آخرين نوبت رده

بهتـرين راه اسـتفاده از همسـريابي آئـين     . دهد را نشان مي) فريب(اين ديگر يك مسئله حقه بازي 

  .بوده استاست كه در برخي ادوار اساطيري شهره 

  الگوريتم همسريابي آئيني: 5. 2

دهد را شرح خـواهيم   لگوريتم را به عنوان همسريابي آئيني كه در طي چندين روز روي ميا 5 .2

  :افتند رويدادهاي زير هر روزه اتفاق مي. داد

دختر مورد علاقـه خـود در ليسـت خـود      بالكنهر پسر زير . ايستد مي بالكنشهر دختر در : صبح

اش نمانـده   چ دختر ديگري در فهرسـت اگر پسري هي. دهد ايستد و برايش آواز عاشقانه سر مي مي
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هر دختـري كـه يـك نفـر يـا      : بعد ازظهر. كند تمرينش را حل مي 6.042ماند و  باشد، در خانه مي

، ...شـايد  "گويـد   مي تعدادي خواستگار آواز عاشقانه خوان داشته باشد، به خواستگار دلخواه خود

  "!راه باز جاده دراز! ابداً با تو ازدواج نخواهم كرد. نه"يد گو به ديگران، مي. "فردا هم بيا

، آن دختر را از فهرسـت خـود    هر پسري كه راه باز جاده دراز را از يك دختر شنيده باشد: غروب

  .گذارد بيرون مي

دارد كه هر دختـر   وقتي كه هر دختر حداكثر يك خواستگار داشته باشد، آئين مقرر مي: شرط اتمام

  .گارش ازدواج كند، اگر خواستگار داشته باشدبا خواست

  :اين الگوريتم وجود دارد كه مايليم آنها را اثبات كنيمتعدادي حقايق درباره 

 يابد الگوريتم خاتمه مي •

 .هر كسي با ازدواج كارش تمام است •

 .پايدارند  هاي نتيجه ازدواج •

هر دو گـروه پسـران و دختـران در    آيا . وانگهي، مايليم اگر الگوريتم حق به جانب است را بدانيم

  پايان به يك اندازه شادند؟

  مدل حالت ماشين 5 .3

خـواهيم دربـاره آنهـا     قبل از اينكه چيزي را ثابت كنيم، بايد تعاريف رياضي واضحي از آنچه مـي 

از دقيـق   ماشين حالت مـدل چگونگي ارائه طرح اوليه يك  حرف بزنيم داشته باشيم در اين بخش

  .كنيم مي فيرعرا تمسئله ازدواج 
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  .مسئله را شروع كنيمريف پس بيائيد به طور رسمي تع

n سـايز  جـدا از هـم از  شود از دو مجموعه  يك مسئله ازدواج تشكيل مي 5 .3تعريف   كـه   �∋

اء دخترهـا بـه   پسرها موسوم به پسران است و اعض اعضاء. شوند ميپسرها و دخترها ناميده تعداد 

 ،اكيد ، يك ترتيب كليBبراي هر پسر . شوند ام دختران خوانده مين
B<     بر دخترهـا و بـراي هـر

  .بر پسرها وجود دارد ،>G،اكيد يك ترتيب كلي  Gدختر 

BGيعني كه . بندي پسرها بر دختران است ترجيح رده >Bنظر به اين است كه  G<
1 2

به اين معني  

بطور مشابه هـم،  . دهد ترجيح مي G1را به  G2دختر  Bاست كه 
G<  بنـدي   تـرجيح ردهG   بـر

  .پسران است

  :سازيم حالت يك كليد مشاهده مي ماشينبه منظور نمونه سازي الگوريتم همسريابي بوسيله 

افتد، همه آنچه را بايد بدانيم اين است كه كـدام   براي تعيين اينكه در يك روز آئيني چه اتفاقي مي

بنابراين يـك حالـت را بـه برخـي اطلاعـات      . در فهرست كدام پسرها قرار دارنددخترها آن روز 

همچنـان،  "كنيد تا رابطـه   فيرمثلاً، حالتي را تع. ها را فراهم كند كنيم تا اين داده رياضي تعيين مي

از  Gيعنـي اينكـه دختـر     BRGبنابراين . بين پسرها و دخترها باشد R "بماند  اقيب فهرست در

  .بيرون نيفتاده است Bفهرست پسر 

بنـابراين در حالـت   . كنـيم  الگوريتم همسريابي را با هيچ دختري از فهرست رانده نشده آغـاز مـي  

مطابق همسريابي . دهد دختر ربط مي هر كامل وجود دارد كه هر پسر را به بخشيشروع رابطه دو 

كه باشد، پسري براي آن دختري كه در ميان دخترهايي كه از فهرست بيـرون   صبحيآئيني، در هر 
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خوانـد برتـرين    با زبان رياضي دختري كه آن پسر برايش مي خواند نگذاشته است آواز عاشقانه مي

دختر تحت ترتيب 
B< دختران بر فهرست مجموعه  در ميانB اگر فهرست خـالي باشـد،   . (است

  .)دهد پسرك براي كسي آواز سر نمي

هايش  توانيم اين كار را ادامه دهيم تا به تعيين فرد مورد دلخواه دختر كه تحت ترتيب ارجحيت مي

توانيم پيش  مي مشابه همين. انند برسيمخو بالاترين فرد در ميان پسراني كه برايش آواز عاشقانه مي

نكته ايـن  . دهيم را با دقت قواعد رياضي مشخص كنيم، ولي دردسر نمي التهاي ح يم تا انتقالبرو

هـاي رياضـي مثـل،     تـوانيم بـا اسـتفاده از سـاختارهاي اساسـي داده      است كه اگر نياز باشـد، مـي  

نامه  ولي اجازه بدهيد در كنار همين واژههمه چيز را مشخص كنيم، ها،  ها، توابع و نسبت مجموعه

  .شهودي پسرها و دخترها و ترجيحات آنها بمانيم

  به پايان رساندن 5 .4

هر روز حداقل يك پسر يك دختر را : يابد آسان است فهم اينكه چرا الگوريتم همسريابي پايان مي

شود، پس آئين به پايان اگر هيچ دختري از هيچ ليستي كنار گذاشته ن. كند از فهرست خود پاك مي

n است كه به طور كلـي  ليست پسر nدختر در  n در ابتدا. رسيده است
ورودي وجـود    ليسـت  2

شـته باشـد   اسـتمرار دا شود، مادامي كه آئين  ميكه هيچ دختري به يك ليست اضافه ن آنجااز . دارد

nتواند بـراي حـداكثر    يابد و بنابراين آئين مي ها به فهرست هر روز كاهش مي تعداد كل ورودي
2 

  .روز استمرار بيابد
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  ...كنند  آنها از اين به بعد شادمانه زندگي مي 5 .5

بـراي  . گـذارد  مـي  دار بجاي هر يك را در ازدواج پايهمچنان بايد ثابت كنيم كه الگوريتم همسرياب

انجام اين كار، يك حقيقت مفيد درباره تشريفات داشته باشد، پس آن خواستگار مورد علاقه صبح 

 بنـابر . چون كه فهرست او تغيير نخواهد يافـت  –خواند  ش مييروز بعد همچنان آواز عاشقانه برا

اش اين است  معني. فردا دارداين آن دختر امروز مطمئن است كه اين پسر را در ميان خواستگاران 

كه دختر قادر خواهد بود فردا خواستگار محبوب خود را كه حداقل به همـان مطلوبيـت محبـوب    

بمانـد يـا    تواند همانطور باقي بنابراين، روز بروز، خواستگار محبوبش مي. امروز است، انتخاب كند

 ـربه سخن ديگ. شود بهتر بشود، هرگز بدتر نمي ك متغيـر صـعودي ضـعيف    ، محبوب يك دختر ي

  .به ترتيب ارجحيت آن دختر درباره پسرها نسبتاست 

كه آنچه . مشخص كنيم pساده  پاياتوانيم الگوريتم همسريابي را با استفاده از يك گزاره  اينك مي

  :در جريان است را در بر بگيرد

يـك   Gبيرون گذاشته شود، آنگاه  Bاز فهرست  G، اگر Bراي هر پسر و ب Gبراي هر دختر، 

  .دهد ترجيح مي Bخواستگار محبوب دارد و او را به 

حداقل بـه انـدازه محبـوب امـروز      Gدانيم كه محبوب فرداي  است؟ خوب، مي پايايك  pچرا 

است، محبوب فردا هـم   Bتر از  مورد قبول دختر است و از آنرو كه محبوب امروزش مورد قبول

  .دچنين خواهد بو
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همچنين در روز اول صادق است، از آنجا كه هر دختري در هر ليسـت موجـود    pتوجه كنيد كه 

كه در هر روزي كه آئـين همسـريابي برقـرار باشـد     دانيم  ، ميقضيه پاياييبنابراين بر اساس . است

ا پـذيرد بـه م ـ   مـي  هنگامي كه الگوريتم همسريابي صادق باشد پايـان  پايااينكه  اثبات. صادق است

  .ها را كامل كنيم دهد برهان اجازه مي

  .شود هر كسي با الگوريتم همسريابي مزدوج مي 5. 4ضيه ق

، كه تعدادي پسر در آخرين روز آئين همسريابي ازدواج نكـرده  برهان خلففرض كنيد، به . برهان

و لـذا  . شـد ، فهرست او بايد خالي با، يعني كهتواند براي هيچ كس آواز بخواند بنابراين نمي. باشند

به خصـوص، هـر   . دهد هر دختر پسري محبوب دارد كه او را به آن پسر ترجيح مي p پاياي طبق

دخترهـا ازدواج   هبه اين ترتيـب هم ـ . كند دختر پسر محبوبي دارد كه در روز آخر با او ازدواج مي

  .كردند

 پسر تنهـا بـراي يـك دختـر آواز دلـدادگي     يك : آنچه باقي است اينكه چند همسري در كارنيست

  .دخواند، بنابراين هيچ دو دختري همان يك محبوب را ندارن مي

  �  .ولي تعداد دخترها همان اندازه است كه پسرها هستند، بنابراين پسرها هم بايد ازدواج كنند

  .كند د ميهاي پايدار ايجا ازدواج ،الگوريتم همسريابي 5 .5ضيه ق

و كارول دختري كـه در روز آخـر آئـين همسـريابي بـا او      فرض كنيد باب يك پسر باشد . برهان

كه باب پسـري   آنجااز . خواهيم كرد كه باب و كارول زوج رذل نيستند ثابت. ازدواج نكرده است
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 ـ   ازدواج ور از ايـن . ي قسمتي از زوج رذل نيسـت هيچ پسر لذادلبخواه بود،  دار هـاي روز آخـر پاي

  .هستند

  :گيريم دو مورد را در نظر مي :براي اثبات قضيه

دانـيم كـه    صـادق اسـت، مـي    p يپاياكه  آنجاپس از . كارول در ليست باب قرار ندارد .1مورد 

قضـيه در  : ندارد به همراه باب فـرار كنـد   بنابراين قصد. دهد كارول شوهرش را به باب ترجيح مي

  .رد صادق استاين مو

ولي از آنرو كـه بـاب بـا كـارول ازدواج     . با وجوديكه، كارول در فهرست باب قرار دارد .2مورد 

نكرده است، بايد انتخاب كرده باشد كه به جاي كارول براي همسرش آواز عاشقانه خوانده باشـد،  

ضـيه در ايـن مـورد    ق: ندارد با كارول بگريزد بنابراين قصد. مسرش را ترجيح بدهدبنابراين بايد ه

  �                    .هم صادق است

  كنند و پسرها مخصوصاً شادمانه زندگي مي 5 .6

آيد كه  ؟ به نظر ميا يا دخترهاگيرد، پسره چه كسي بوسيله الگوريتم همسريابي مورد لطف قرار مي

ايسـتند تـا بهتـرين را در ميـان      مـي  هايشان بالكندر : دخترها همه قدرت را در اختيار داشته باشند

توانند همـان طـور    دانيم كه فقط مي ديگر چه مي. خواستگاران خود انتخاب كرده و بقيه را رد كنند

  .رود تغيير كرده و بهتر شوند يمكه الگوريتم جلو

فهرسـت   به همين شكل هم، يك پسر به آواز خواندن بـراي دختـري كـه بيشـترين تـرجيح را در     

اي كـه بـراي نفـر بعـدي كـه       دهد تا اينكه بايد او را كنار بزنـد، در آن نقطـه   دامه ميبرايش دارد ا
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بنابراين از نقطه نظر پسرها، دختري . باشد آواز عاشقانه سر دهد ترين دختر در فهرست او مي ارجح

ي برا بي خو انگار كه معامله. تواند به سمت بدتر تغيير كند خواند فقط مي كه دارد برايش آواز مي

  .دخترها باشد

حقيقت اين است كه از لحظه آغاز آواز خواني پسرها بـراي دختـر انتخـاب    ! ولي اين طور نيست

يابد تا به آن  اي كاهش مي خوانند فقط به اندازه شان و مطلوب بودن دختري كه برايش آواز مي اول

مكان را بـراي همـه   بنابراين الگوريتم همسريابي بهترين ا. را بدهد ممكنترين همسر  پسر مطلوب

  .را براي دختران ممكنسازد و عملاً بدترين شغل  پسرها فراهم مي

بيائيد با مشاهده اين آغـاز كنـيم كـه در    . براي توضيح همه اين موارد به تعدادي تعريف نيازمنديم

كنـد، ممكـن اسـت     هاي پايدار ايجاد مـي  همان حالي كه الگوريتم همسريابي يك مجموعه ازدواج

هاي پايدار در ميان همان مجموعه پسـرها ودخترهـا    ديگري هم براي ترتيب دادن ازدواجهاي  راه

اي متفاوت از  براي مثال، با معكوس كردن نقش پسرها و دخترها غالباً مجموعه. وجود داشته باشد

  .هاي پايدار در ميانشان به بار خواهد آورد ازدواج

 Bيـك پسـر   بـا  ، Gكـه در آن يـك دختـر ،    پايدار باشـد  اگر يك مجموعه ازدواج 5 .6تعريف 

  .است G ممكنهمسر  B ،گويند و همينطور هم مي B ممكنهمسر  Gبه  آنگاهازدواج كند، 

اين تعريف گوياي اين است كه بن بيتدايدل بي كفايت هيچ شانسي براي ازدواج با ستاره موسيقي 

شـكند،   مـي  چـه در هـم  مهم نيست كـه  . نيست ممكنهمسر  بريتني يك: پاپ بريتني اسپرز ندارد
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را بيشـتر   بيشتر از بن دوست داشته باشد وجود دارند و آنها هـم او  را آنهاهميشه تعدادي پسر كه 

   .تواند پايدار بماند ازدواج بن و بريتني نمي وقت هيچ. خود دوست دارند) يار(از همسر 

آورد،  يادتان باشد از آنرو كه الگوريتم همسريابي هميشه يك مجموعه ازدواج پايـدار بوجـود مـي   

  .هرگز تهي نيست –حتي بن –ممكنمجموعه همسران 

كند و هر دختري را  انتخاب خود جور مي ينتري را با بهالگوريتم همسريابي هر پسر 5 .8تعريف 

  .با بدترين انتخابش

دهيم كه هـر پسـري بـا همسـر بهـين خـود ازدواج        ابتدا، نشان مي. برهان دو قسمت دارد .برهان

تصور كنيد كه پسـري دختـر بهـين خـود را بدسـت      . گيرد انجام مي اثبات با برهان خلف. كند مي

از طرف (ز گذشته باشد كه او دختر بهين خود را پشت سر گذاشته باشد بايستي يك رو. آورد نمي

خواند يا حتي براي دختـري   در غير اين صورت او همچنان برايش آواز مي –) دختر رد شده باشد

  .خواند تر مي مطلوب

باشد كه پسري از طرف دختر بهين خـود كنـار    وجود داشته روز اولينترتيبي، بايد  با اصل خوش

  .شود گذاشته

يكي از اولين پسرهايي باشد كه بوسيله دختر بهين خود كنار گذاشته شـود، فـرض    Bفرض كنيد 

  .باشد Bبهين دختر  Gكنيد 

 ماننـد شود چون كه آن دختر خواستگاري محبوب  كنار گذاشته مي Gاز طرف  B، آيينمطابق با 

B′ كه او را به  داردB بنابراين در بامداد روزي كه . دهد ترجيح ميB  ازG كنـد  صرف نظر مي 
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محبوب آن دختر هنوز همسر بهين خود را كنار نگذاشـته   B') شود كنار گذاشته مي Gاز جانب (

. داشته باشـد ديگري دوست  ممكنرا بيشتر از هر همسر  Gبايد  B'اش اين است كه  معني. است

  ).نباشد، شايد بعداً او را ارزان بفروشد ممكنالبته، چه بسا آن دختر همسر (

ازدواج  Gبـا   Bاست، بايد يك مجموعه ازدواج پايدار باشد كه  Bممكن همسر  Gكه  آنجااز 

در ايـن مجموعـه ازدواج يـك زوج رذل     Gو  B'ولي . كند با كس ديگر ازدواج مي B'كند و  مي

  :هستند

G  بيش از همسر خودB،'B  را دوست دارد و'B  خود كـه بـا او ازدواج    ممكنبيشتر از همسر

  .كند ها بود را نقض مي اين ادعايي كه مبني بر پايداري ازدواج. را دوست دارد Gكرده است 

خـود   بدترين انتخاباين موضوع كه هر دختري با نشان دادن : حالا بپردازيم به قسمت دوم برهان

  .شود با استفاده از برهان خلف ثابت ميباز . ازدواج كرده است

دختـري  و  وجود دارد Mپاياي تناقض كه يك مجموعه ازدواج ) منظور(تصور كنيد براي فرض 

 Bفرض كنيـد كـه   . گذارند يابي بدترين روزگار را مي الگوريتم جفت وجود دارد، كه در Gمانند 

 Bهمسـر بهـين    Gبا توجه بـه اسـتدلال پيشـين،    . همسر آن دختر در الگوريتم همسريابي باشد

. دوسـتش دارد  Bباشد، پسري كه آن دختر حتـي كمتـر از    Mشوهر او در  Bفرض كنيد .است

،چرا  دهد را به همسرش ترجيح مي B ،G: دهند مي Mتشكيل يك زوج رذل در  Gو  Bپس 

بـه   بنـا  باشـد،  B'دهـد كـه    را به شوهرش ترجيح مـي  G، Bو  ،كه آن دختر همسر بهين اوست

  �.كند يك مجموعه ازدواج پايدار بود را نقض مي Mگفت  اين ادعايي كه مي. فرض


