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  فصل چهارم 

  )دوسويه(ي اي دوتايه هطبار

  آيا ما با هم نسبتي داريم؟  .1

مطـرح  اي اسـت بـراي    هايي دربارة اينكه چطور دو موضوع به هم مرتبط هستند محـدوده  پرسش

براي دو نفر، ممكن است بپرسيد كه آيـا آنهـا بـا هـم     . هر آن كاري كه به آن مشغول هستيدكردن 

تـر اسـت،     شناسند، اينكه يكي از ديگـري مسـن   يا همديگر را مي) مثل خويشاوندي(نسبتي دارند 

ما ممكن است بپرسيد آيا با هـم  راجع به دو كشور، ش. . . د، سن و اند، نژا اينكه آنها از يك جنس

سرانة بالاتري دارد، آيا براي بازديد يكي از ديگري ويزا  اري دارند، آيا آن نفر اول درآمدروابط تج

  .. . . لازم است، 

را تعيين كنند، بنابر عادت بايد بپرسيم كه آيا  يدر رياضيات يا علوم كامپيوتر، اگر دو متغير مقادير

دار اعداد با فرض بر اينكه هر دو مق(مي است اند، آيا مقدار نخست بزرگتر از دو مقادير يك اندازه

 ه هـر دو مقـدار عـدد   با فرض بر اينك ـ(عليه مشترك دارند  ، آيا هر دو مقدار مقسوم)حقيقي باشند

  مجموعه يك با اين فرض كه مقدار دوم(دوم است ، آيا مقدار اول عضوي از مقدار )باشند صحيح

با فـرض اينكـه مقـدار اول يـك مجموعـه و      ( اي از مقدار دوم است  و آيا مقدار اول دامنه) است

  . هستند بط دوسوييهايي از روا همة اينها مثال ).مقدار دوم يك تابع باشد
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. كه مفهوم تابع يا مجموعه اسـت  ،مفهوم روابط دوتايي به همان اندازه از نظر رياضي اساسي است

كنيم و سپس بر روي دو  شناسي براي روابط دوسويه مشخص مي در اين يادداشتها ما مقداري واژه

  . اً مرتبو جزع هم ارزيروابط : شويم نوع ويژه و مهم روابط دوتايي متمركز مي

  وابع روابط و ت 1 .1

  :تعريف رسمي چنين است

ناميـده   R  دامنـة  كـه  ،Aاز يـك مجموعـة    است ، متشكلR، يك رابطة دوسويي 1. 1تعريف 

Aشـود و زيـر مجموعـة     ناميـده مـي   Rهم دامنـة   )برد(كه  ،Bيك مجموعة، ،شود مي B×  كـه 

  .شود ناميده مي Rگراف

كنيم تا دامنة  فيرتع MITدر 2005 پاييز براي "رابطة در حال آموزش"توانيم يك  براي مثال، مي

اي برابر با تمام  دامنههم و . . . ) دانشكده، استاد، معاون و (وه آموزشي باشد برابر با اسامي كلية گر

  گراف آن شبيه خواهد بود به . تعداد موضوعات فهرست جاري باشد

,(، )18/062مرير -آلبرت مرير( ,(، )لا شاينديوي 18.062,(، )ميترا ناياس6.046 6.046 ر آلبرتيِم({  

},K ), ,(، )سادوي دونالد 3.091   )چالز E.لاسيرسن 6.046

ين تفـاوت كـه نيـازي بـه     گر با ادقيقاً تعريف يك تابع است، م 1. 1به ياد داشته باشيد كه تعريف 

اول  اتص ـتخم، حداكثر يك جفت در آن گرافي كه aبراي هر عضو دامنه،  كه ندارد، شرايط تابع

  . بنابر اين يك تابع يك مورد خاص از يك رابطة دوتايي است. باشد، وجود دارد aآن 
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 بـه  Aاز  "يا  "Bو  Aحد فاصل "عبارات  باشد Bاش  و هم دامنه Aاش  امنهاي كه د به رابطه

B" دامنه يك مجموعه باشند، هموقتي كه دامنه و . شود اطلاق ميA  گـوئيم كـه    ، به سـادگي مـي

)براي اين معني كـه زوج   "aRb"وند  استفاده از نماد ميان. است "Aبر "رابطه  ),a b   در گـراف

R قرار دارند عموميت دارد .  

  تصاوير و تصاوير معكوس  1 .2

قبل از اينكه بيشتر جلو برويم، معرفي تعدادي نماد كه مقدار زيادي نتيجـه از آن بدسـت خـواهيم    

هـر مجموعـة ممكـن،     Cباشد و  B به Aاز  ييك رابطة دوسوي Rاگر . ارزشمند است ،آورد

  :مكني مي ريفتع

cبه ازاء ,{ C∈ :: {CR b B cRb= ∈  

cبه ازاء ,{ C∈ :: {RC a A aRc= ∈  

يـك تـابع باشـد،     Rبه ياد داشته باشيد كه اگـر  . شود گفته مي R تحت Cتصوير  CRمجموعة

)نماد  )R C  مربوط به هفتة سوم يادداشتها هم تصويرC تحت R را شرح خواهد داد .  

نماد باشيد وقتـي   ومتوجه برخورد د. شود گفته مي Rتحت Cتصوير معكوس  RCبه مجموعة 

): يك تابع باشد Rكه  )R C CR= ،RC .سفيماز اين بابت متأ .  

  پوشا و نظير آن  1 .3

) يـا بـر رو  (رابطـة پوشـا   . رتبط باشـد دامنه م ـ ي ازعضو برداي با اين خاصيت كه هر عضو  رابطه

پوشا  B به A از، Rتر ، يك رابطه ، صربطور مخت. بازهم، همان تعريف توابع را دارد –.گويند مي
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ARاست اگر و فقط اگر  B= اي با اين ويژگـي كـه هـر عضـو دامنـه بـا        همينطور هم، به رابطه

كلي است اگر و فقط اگر  Rشود، بطور مختصرتر،  مربوط باشد رابطة كلي گفته مي برد ي ازعضو

A RB=.  

تـرم بهـاره    موضوعات رو كه هيچ يك از پوشا نيست از آن اي رابطه "آموزشيرابطة " 2005پاييز 

 ـ   رو كـه همـة گـروه آموزشـي     كلي هم نيسـت، از آن . شوند  تدريس نمي رم درس عمـلاً در ايـن ت

  .دهند نمي

  يارز روابط هم .2

چيزي كه مـا بـه آن    افتد كه همه آن اي از اجسام هنگامي اتفاق مي در مجموعه يارز يك رابطة هم

باشـد بـيش   مهم اجسام  –اندازه، شكل يا رنگ  مثلاً داشته باشندخاصيت  نوع دهيم يك اهميت مي

 ."هـم ارزنـد  " مشابه خاصيت يكبا گوئيم كه دو جسم  مي. از آنكه به خود اجسام اهميت بدهيم

براي مثال، دو . شود در همه جا ظاهر مي يارز افتد، چرا كه روابط هم البته كه اين هميشه اتفاق مي

مشـابه  آنهـا  . با هم برابـر باشـند   آنها ارز هستند اگر و فقط اگر طول سه ضلع هم صفحهمثلث در 

  . در هر سه زاويه يكي باشند و فقط اگر هستند اگر

افتد،  اتفاق ميهاي مطلق متشابه  انواع دادهعلوم رايانه به همانگونه كه رابطة ميان  يارز هم –مايشن

اعـداد بـه    ازمتسـاعي  مجموعة ترين روش به نمايش گذاردن يك  براي مثال، ساده. شود مطرح مي

3(دو فهرسـت  . استنامرتب مانند يك فهرست  4-2 177 177(و ) 5 -2 3 4 نمـايش  ") 5

  . مجموعه را دارند يكهستند چون كه هر دو  "ارز هم
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  تابع  توسط يارز هم 2 .1

نكـات ديگـري از   رنگ، يا هـر   زوايا، اندازه ياكنيم كه تابعي وجود دارد كه  فرض ميبطور مجزا، 

شوند كه اگر و  ميارز در نظر گرفته  دو عضو هم. كند منديم را خلاصه مي كه ما به آن علاقه عناصر

  .مقدار را براي هر كدام در نظر بگيرد يكفقط اگر تابع مورد نظر 

را معين  يارز رابطة هم cf آنگاه، هايش بنگاردبه اندازه يالتابعي باشد كه مثلثي  cfبراي مثال، اگر 

اگر . كند مي
sf  آنگاه، به اندازه زوايايش بنگاردتابعي باشد كه مثلثي را sf  رابطة همساني را معين

  . كند مي

قـانون  با  Aبر  ≡fدو طرفه   ، رابطةدر نظر بگيريد Aبا دامنة  را ،fيك تابع كلي  2. 1تعريف

  .كنيد ريفرا تع

)1 (    ( ) ( )a Fb iff f a f b≡ =  

a,به ازاء تمام    b A∈ .  

  مساوي باشد  ≡Fاي يافت شودكه با رابطه fاست اگر يارز اي هم يك رابطة دوتايي رابطه

cfيرا رابطه است ز يارز اي هم ارزي مثلثها رابطه بنابر اين هم است، همانگونـه كـه همسـازي     ≡′

اعـداد   ليستارزي بر  هم -نمايش ،به همان گونه هم. است ≡sf رابطه زيرا ارزي است هممثلثها 

اي  نمايشي را به مجموعـه  rfاست، جايي كه  ≡rfبراي آيد زيرا  ه حساب ميارز ب يك رابطة هم

  .سازد طرح مي  كه بيانگر آن است،
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طبق  ارز اي هم ، عملاً رابطهAيك مجموعه،  اعضايارز بر  نشان دهيد كه رابطة هم :تمرين سريع

I:با تشريح يك  2. 1تعريف  A A→  شاملاست بطوري كه I≡ باشد.  

ارزي ديگر است كه به جزئيات آن هنگامي اشاره خواهيم كـرد كـه تئـوري اعـداد      هم nبه سنج 

به سنج يـك عـدد    mو  kاعداد صحيح . في كنيمابتدائي و نقش آن را در ابجدنويسي مدرن معر

nصحيح    :شوند نوشته مي و هستند نشت هم 1<

n( m,سنج به( k≡   

 nبنابر اين بـه سـنج  . داشته باشند nرا در تقسيم به  هاي برابري باقيمانده kو mاگر و تنها اگر 

ايـن رابطـه    بـه . اسـت  تعيـين شـده    nتـابع   –در  –تقسـيم ارز است كه در باقيمانده  اي هم رابطه

 ارز ارز اعداد صحيح هم شود زيرا با جمع كردن يا ضرب كردن اعداد صحيح هم گفته مي ينهشت هم

  به اين صورت،. آيد بدست مي ديگري

n m به سنج اگر 2. 2.لم k≡2 n( mبه سنج(و  2 k≡1   آنگاه 1

n( mسنج به( m k k+ ≡ +1 2 1 2
  و 

n (mسنج به( m k k≡1 2 1 2  

  .شود ي خواننده گذاشته مي كه اثبات اين لم بسيار ساده است به عنوان تمرين به عهده از آنجائي
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  افرازها 2. 2

به قطعات . نامند كردن مجموعه مي افرازتكه كردن و به چندين قسمت كردن را   اي را تكه جموعهم

بـه  ). ، ولي در اشـتباهيد قسمت بناميمرا  افرازكرديد كه قطعات  قبلاً فكر مي(گويند  ميافراز بلوك 

  تر رسمي طور

هاي  هاي غير تهي كه تكه ، از مجموعهTبندي ، ، يك دستهAيك مجموعة ، افراز 2. 3.تعريف 

  است بطوري كهشوند  ناميده مي افراز

1-           
B

A B
∈

= U
T

   

Bاگر . 2 B≠1   .مجزايند B2 و B1باشند آنگاه  Aهايي از  بخش 2

اشـتراك  گويند، يعني كه  به دو مجموعه كه هيچ عضو مشتركي با هم نداشته باشند، ار هم جدا مي

  . آنها تهي است

كنيم بر اين اسـاس كـه بـاقي مانـدة آنهـا در       افرازتكه  4توانيم اعداد صحيح را به  مي 2. 4.مثال 

o,( 4سيم به تق 1,   :باشد )3يا  ,2

{ },o K4, -4, 8, -8,12,  

{ }K1, -3, 5, -7,9, -11  

{ }K2, -2, 6, -6,10, -10,  

{ }K3, -1, 7, -5,11, -9,  
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امين nمثلاً . كنيم افرازصحيح  قاطيي با بريدن آن به نها توانيم خط حقيقي را به تكه مي 2. 5.مثال 

}، چنين خواهد بود nB,افراز  }r n r n∈ ≤ < +� 1  

بـه   ≡fشـوند   توصيف شود كه مـي  rاعداد حقيقي مجموعه تواند به مثابة  هم مي Bnبنابر اين 

n  جايي كهf  است  جزء صحيحتابع :( ) [ ]f r r=  بزرگترين عدد صحيح ،r ≥.  

بنابر اين بعضي جاها (كنيم  افرازير را براساس رنگشان هاي يك تصو سلكتوانيم پي مي 2. 6.مثال 

و چند ميليون تكه خواهد بود و بستگي به اين دارد كه تصـوير كـاملاً سـياه و سـفيد يـا       2مابين 

  . باشد "تمام رنگي"

با تـابعي كـه هـر     ارز است اين رابطة هم. است يارز هم  رابطة افرازرابطة قرار داشتن در يك تكة 

  مجموعـه  كيT  فرض كنيد تر، به صورت مشخص. برد مياي كه در آن قرار دارد  عضو را به تكه

] مكني مي ريف، و تعA، كند مي افرازرا  ]a
T

اشـته  بخـاطر د . در آن قـرار دارد  aاي باشد كه  تكه 

aباشيد كه هر  A∈ آمده است 2. 3. 1كه در تعريفاي تكه يكبه  است متعلق.  

]، وجود دارد، بنابر اين 2. 3. 2تعريف  بااي  فقط يك چنين تكه ]a
T

مبهمي براي هر غير به طور  

اسـت، در جـايي كـه     ≡blK بلـوك يكسـان يـك   ر ايـن بـودن در   شـود، بنـاب   معين مي a عضو

( ) [ ]::blK a a=
T

 .  

، A، در يـك مجموعـه،  fبا يـك تـابع كلـي فرضـي ،     ≡f، يارز بطور معكوس، يك رابطة هم

aكند، جايي كه تكه دربردارندة  را تعيين مي A ي اززافرا A∈ ،( ) ( ){ }a f a f a′ ′   هست  =
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. وجـود دارنـد   4نهشت بـه سـنج    هم وكمتر ارزي براي اعداد صحيح  كلاس همبراي مثال، چهار 

  . آورده شد 2. 4.در مثال  4ماندة   هستند كه بر اساس باقي افرازهاي  كهتاينها دقيقاً 

 افرازتوان  مي و به طور معكوس، بدست آوريمي افرازارز را از هر  توانيم يك رابطة هم بنابر اين مي

يـد شـما يـك رابطـة     مشكل نيست كه ببين در واقع،. معين كنيم يارز هر رابطة هم مشخص را براي

 ارز را معين كنيد استفاده كنيد تا يك رابطة هم افرازو آنگاه از  بدست آوريد افرازارز را از يك  هم

را  همين طور هم، اگر افـرازي . ايد ع كردهكه كار را با همان شرو رسيد ارزي مي به همان رابطه هم

، باز هم به همان جايي بيابيد افراز از رويارز  يك رابطة هم كنيدمشخص  ارزي و از يك رابطه هم

 كـه انـد   روشهاي قابـل تبـديل   يارز هم  ها و روابطافرازبنابر اين . گرديد ايد باز مي كه شروع كرده

  .كنند ميي يك موضوع صحبت  درباره

يـك رابطـة   . اشياء مـورد نظـر اسـت    از ويژگي رسيهمان بر يارز نشانة روابط هم: كردن  خلاصه

دهـد كـه تمـام اشـيائي كـه       كند و به ما اجازه مـي  امربوط ميان اشياء را پنهان ميارز تفاوتهاي ن هم

بطـور   ،در بلـوك  بـودن با خاصيت  يارز بطور معكوس، هم. هستند را يك جا جمع كنيم "شبيه"

  .شود تعريف مي يكسان

  ارز خاصيتهاي روابط هم 2. 3

  :دهند به آنها رسم مير مكربدليل استفاده هاي بارزي دارند كه  خاصيت يارز روابط هم

  : هاي زير است داراي خاصيت Aبر يك مجموعة  Rيك رابطة دوتايي  2. 7.تعريف 

a,    اگر و تنها اگر به ازاء هر  است يبازتاب • A∈ 

,aRa 
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,    و تنها اگر به ازاء هر  اگر است متقارن • ,a a A′∈  

,a Ra′ ايجاب كند كه ,aRa′  

,    اگر و تنها اگر به ازاء هر  است متعدي • , ,a b c A∈ 

aRc ايجاب كند كه ]bRc  و[aRb  

R1 آنگاه، باشد در اعداد طبيعي > رابطه كوچكتري R1فرض كنيد  2. 8مثال 
از (متعـدي اسـت    

j(آنجا كه  l< ⇒ [ ]( ,j k k l< o>از آنجا كه (نعكاسي نيست اما ا > o و متقـارن  ) غلط است

o>از آنجا كه (هم نيست  />ولي  1 o1(.  

,كه اگر دانيم  مي 2. 9مثال  ,A B C عه باشند و ومجم,B C A B⊂ A، داريـم  ⊃ C⊂.   رابطـة

گاه  از آنجا كه يك مجموعه هيچ(انعكاسي نيست . ، متعدي است⊃، بودن است سره زير مجموعة

بـراي مثـال، مجموعـة تهـي زيـر مجموعـة هـر        (و متقارن نيست ) خود نيست سرهزير مجموعة 

  ).شود غير تهي است، ولي برعكس نمي مجموعة

يعنـي  اي باشـد،   در مجموعـه فرمـول گـزاره    "كند بـر  دلالت مي"رابطة  R2فرضاً كه  2. 10مثال 

p R q2  اگر و تنها اگرp q→.  اينكR2 از آنجا كه . ستانعكاسي اp p→   بـا  . معتبـر اسـت

صحيح  →، ولي غلط است غلط معتبر →اين همه، متقارن نيست، از آنجا كه، براي مثال صحيح 

  . نيستمعتبر 
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C,هاي  ة مجموعهرابط R3فرض كنيد  2. 11.مثال  D   در اعداد طبيعي باشد بطوري كـهCR D3 

Cاگر و تنها اگر  DI آنگاه. باشد متناهي R3
بـراي مثـال   (نيسـت   يمتقارن است، ولي انعكاس ـ 

NRN نيست متناهي.(  

  .متعدي نيست R3توضيح بدهيد چرا :تمرين سريع

R4فرضاً كه  2. 12مثال
aRكه  باشد اعداد مختلط اي روي رابطه  b4 باشد اگر و فقط اگر فاصلة a 

a، يعنـي  باشد 1≤ط لمخت صفحهدر  bتا  b− انعكاسـي و متقـارن اسـت، ولـي      R4 آنگـاه . 1≥

R41چون كه (متعدي نيست  R42و  2 R41ولي  3   ). شود نمي 3

ايـن را  . سـت انعكاسي، متقارن، و متعـدي ا  A در مجموعة تساوي  ه خاطر داشته باشيد كه رابطةب

بـراي هـر رابطـه    بطور مسـتقيم   در تساويات يصصوخاين . اين يك اصل است –كنيم  نميثابت 

  .ارزي نيز برقرار است هم

  . و متعدي است انعكاسي، متقارن، يارز هر رابطة هم 2. 13. لم

از  .شود را در نظـر بگيريـد   مشخص مي Aبا دامنة  f با تابعكه  ≡f يارز رابطة هم يك .برهان

)كه  آنجا ) ( )f a f a= به طور بديهي ،f≡ همين طور هم، اگـر  . عكاسي استان( ) ( )f a f a′= 

ــس  )پـ ) ( )f a f a′ ــي = ــت مـ ــه دلالـ ــر  ، كـ ــد بـ ــر   ≡fكنـ ــالاخره، اگـ ــت، بـ ــارن اسـ متقـ

( ) ( ), ( ) ( )f b f c f a f b= ) داريم، = ) ( )f a f c=،  كه دلالت دارد كهf≡ متعدي است.  
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  با اصول يارز هم 2. 3

را فراهم  يارز ات انعكاسي، تقارن، و تعدي عملاً يك توصيف اصولي عالي از روابط هميصصوخ

كنند ولـي مـا    با استفاده از اين اصول مشخص مي را يارز در واقع، اكثر مؤلفين روابط هم. (كند مي

  ) آيد ل جور در ميكنيم كه راه حل ما بيشتر با عق فكر مي

اي كه انعكاسي، متقارن و متعدي باشـد در آن مجموعـه رابطـة     اي در مجموعه رابطه 2. 14ضيه ق

  .است يارز هم

، fتـابع ، . انعكاسي ،متقارن، و متعدي باشد اي رابطه ،A، در يك مجموعه Rفرض كنيد  .برهان

} ي ، مشخص كنيد با استفاده ار ضابطهAرا با دامنة ، }( ) ::f a a R= كنيم تعريف مي.  

Rكنيم كه  ثابت مي f≡  و از اين روR ان بدهيم كه نش بايديعني . است يارز يك رابطة هم  

)2 (    { } { }a R b R=  اگر و فقط اگرaRb  

a,براي همه  b A∈.  

}مثلاً، فرض كنيد . كنيم را از سمت راست به چپ ثابت مي) 2(ابتدا  } { }a R b R= .   از آنجـا كـه

R  انعكاسي است، داريم{ }b b R∈. اين معنايش آن است كه{ } { }b a R b R∈  ازبنابر ايـن  . =

}تعريف  }a R داريم aRb كند كه برهان را از راست به چپ كامل مي .  

  براي اثبات حالت معكوس، فرض كنيد 

 )3(     aRb  
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  كنيم كه  در ابتدا ثابت مي

)4 (    { } { }b R a R⊆  

}عضوي از  cبراي انجام اين كار، فرض كنيد  }b R  باشد؛ بايد نشان دهيم كه{ }c a∈ .   ولـي بـا

}ف توجه به تعري }b Rدانيم كه، ، مي  

)5 (    .bRc  

} از تعريـف  بنـابر ايـن  . متعدي است Rزيرا  aRcكنند بر  با هم دلالت مي) 5(و ) 3(ولي  }a R 

}داريم }c a R∈.  

  .كند را ثابت مي) 4(اين 

) 4(براي  با همان اثباتي كه بنابر اين. متقارن است R، چون كه bRaدلالت دارد بر ) 3(سرانجام، 

  توانيم نتيجه بگيريم كه  بكار رفته است، مي

{ } { } .a R b R⊆  

}دلالت دارد بر ) 4(با  بطهرا ولي اين } { } .a R b R= از چپ به راست) 2(، تكميل برهان .�  

كردن ارزيابي  .ان كارايي داشتندارز در اين بره ت روابط هميصصوخنشان داديم كه هر يك از سه 

 –اسـت  اثبات "تيدرسبررسي "برد يك  هاي در دسترس بهره مي ضاينكه يك برهان از تمامي فر

 هيايد يـا اينكـه قض ـ   شما اشتباه كرده ات مفروض در برهان بكار نرود، پس يايصصوخاگر يكي از 

از  2. 14ضـيه  اي مثال، اگر هـيچ كجـا در برهـان ق   بر. ايد پنداشتيد ثابت كرده تري از آنچه مي قوي

متعـدي يـك رابطـة      و متقـارن   ةايد كـه هـر رابط ـ   استفاده نكرده باشيد، ثابت كرده انعكاسي فرض
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استفاده نكنـد بايـد اشـتباه     خاصيت انعكاسيبنابر اين برهاني كه از . است، كه غلط است يارز هم

  .باشد

كـه   f عيتهايي وجود دارد كه يافتن تـابع اول، موق. اين اصول حداقل در چندين روش سودمندند

 ادننشان د براي سازد تا ما را قادر مي 2. 14 قضيه. سخت است ،دارز را مشخص كن يك رابطة هم

  .عمل كنيمبازتابي ،متقارن، و متعدي  ،خصوصياتاز طريق ارزيابي   رابطهارزي يك  هم

در صـورت   گوئيم هرگـاه ي شطرنج را متقابلاً قابل دسترسي زهاي با دو موقعيت از مهره .1مسئله 

حركات قانوني شـطرنجي بـه ديگـري منتهـي      دنباله ازيك  امكان از هر يك شروع شود به وسيلة

، كه قابليت دسترسي متقابل در نظر نداريم f ما هيچ روش سودمندي براي تشريح يك تابع .شود

  . ارز است ثابت كنيد كه به هر حال قابليت دسترسي متقابل يك رابطة هم باشد ≡fمساوي با 

براي نيست با استفاده از تعريف، بايد نشان دهيم كه  يارز اي هم ثابت كردن اينكه رابطه براي دوم،

، اين كار نيازمند تحليلي شجاعانه به منظـور   مقدمه بي ،برابر نيست ≡fرابطه با  fهر تابع ممكن 

توانيم نشان دهـيم   گويد كه ما هميشه مي مي 2. 14 قضيه ولي . توابع است  ختن كليةغير متحمل سا

كننـد نشـان دهـيم كـه      كه اصول را لغو مـي دامنه  وعضبه سادگي با يافتن دو يا سه  ،كه يك رابطه

  .رابطه هم ارزي نيست
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     اً مرتبجزع .3

اي در علـوم كـامپيوتر    ويـژه  گروه ديگري از روابط دوتايي هسـتند كـه بطـور   جزئاً مرتب،  روابط

 ياطلاعات پاية متقارب و اثبـات اينكـه ك ـ   لكنتر ،نويسي برنامه در اهميت دارند، با كاربردهايي كه

  .گيرد محاسبه پايان مي

، در واقـع،  ⊃است ، ها بودن در مجموعه جزئي رابطة زير مجموعه يك مثال عمومي دربارة ترتيب

را معين  يارز در بسياري موارد از همان روشي كه روابط هم ،بودن يق رابطة زير مجموعهما از طر

، بـه يـك تـابع فكـر     aمـثلاً، بـراي هـر عضـو ،    . جزئي را معين خـواهيم كـرد   كنيم، ترتيبهاي مي

)، طوري كه g كنيم، مي )g a  است كه  صوصياتيخمجموعةa مختلف را بـر   پس ما اجزاء. دارد

 توليدجزئي با اين روش  تمام ترتيبهاي. كنيم مي مرتبطاتشان به هم يصصوخطبق چگونگي مقايسة 

  .شوند مي

  تابع  با استفاده ازجزئي  ترتيب 3 .1

استفاده خواهيم كرد براي اينكه آنها شبيه نمادهايي  pيا  pمادهاي جزئي اغلب از ن براي ترتيبات

 ،جزئي هستند اينها ترتيبهايي وشوند  استفاده مي مساوييا كوچكتر ها و  هستند كه در زير مجموعه

شوند در عوض يـك   نوشته مي Rروابط معمولاً بوسيله حرفي مثل . (كه بيشترين كاربرد را دارند

  .)نوعي شبه شاهزاده است ≥نماد پيچ در پيچ مرموز، بنابر اين 
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رابطـة   ،سـت ها از مجموعه اي به دسته، Aتابع كلي از يك مجموعه ، gفرض كنيم  3. 1تعريف 

دوتائي 
gp  برA  ف كنيديرزير تع ضابطهرا با:  

)6(    ( ) ( )g a g b⊂  اگر و فقط اگرga bp  

aهر براي  b A≠ جزئي است اگـر   ، يك ترتيبAيك مجموعه ، روي، Rيك رابطة دوتائي ،. ∋

 مسـاوي  زاج ـمبراي هر جفت عناصر  gpبا  Rباشد بطوري كه  وجود داشته gو فقط اگر يك 

  ، يعني. باشد

)7(    
ga bp  اگر و فقط اگرaRb   

aبراي تمام  b A≠ ∈   

بـه  . جزئي اسـت  يك ترتيب خود زير مجموعه  آن است كه رابطة 3. 1يك نتيجة فوري از تعريف 

، يـك  ⊃، بـودن  سـره ير مجموعـة  رابطة ز آنگاهها باشد،  گروهي از مجموعه Aطور خاص، اگر 

 آنگـاه . باشـد  Aبـر   مانيتابع ه AIكنيم  است، براي اثبات آن فرض مي Aجزئي بر  ترتيب
AIp 

رابطة زير مجموعه . شود مي Rبر ) 6(، و بنابر اين بطور بديهي واجد شرايط ⊃مثل رابطه ايست 

 ـ ، هم يك ترتيب⊇مشمول،  –يا -در a ه ازايجزئي است، از آنجايي كه ب b≠ ـ   اب
AIp   موافقـت

  . دارد

در  >بـراي مثـال ،رابطـة،      هستند، "تر ازكوچك"جزئي، روابط  مثالهاي ترتيبهايترين  شناخته شده

} كافي استجزئي است  يك ترتيب p ببينيم اينكه يارب .اعداد حقيقي }( ) ::h r q Q q r= ∈ را  >

ايـن  بـراي ديـدن   ( داردكه يك عدد گويا ميان هر دو عدد حقيقي وجـود   آنجااز . كنيم ف ميتعري
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بـه   >كـه   يميـاب  مـي  در) اري آنها اسـت ه اينكه كجا ابتداي تفاوت بسط اعشفكر كنيد ب ، موضوع

سادگي 
hp جزئي است زيـرا كـه بـا     ، يك ترتيب≥همينطور هم ،رابطة، . است

hp    بـه ازاء كليـه

  .جفتهاي اعداد حقيقي مجزا مطابقت دارد

اينكه آيا عناصر به خودشان بستگي داشته باشـند را نامشـخص    ،جزئي تعريف عمومي ما از ترتيب

  .گذارد مي

بـراي   بنابر ايـن، . گويند اگر و تنها اگر  انعكاسي باشد يجزئي ضعيف م به يك ترتيب 3. 2تعريف 

  .هاي جزئي ضعيف هستند ها، ترتيب بر مجموعه ⊇ در اعداد حقيقي، و رابطة ≥مثال، رابطة 

، غير انعكاسي است اگـر و فقـط اگـر بـراي     A  ، در مجموعهRدوتايي ،  يك رابطة 3. 3تعريف 

aتمام  A∈، aRaجزئي اكيد است اگر و فقط اگر غير انعكاسي باشد يك ترتيب .برقرار نباشد.  

بـه طـور   . هستند اكيدجزئي  هاي ترتيب هاي سره در زير مجموعه ،⊃، اعداد حقيقيدر  >-رابطة 

افتد كـه برخـي از    كلي، يك ترتيب جزئي ممكن است نه ضعيف باشد نه اكيد؛ اين وقتي اتفاق مي

  .باشنداند و برخي ديگر ن اجزاء به خود وابسته

  : هاي جزئي ارزش يادآوري دارند دومثال بيشتر از ترتيب

اگـر و فقـط اگـر     aRbكنيـد   في ـرهاست و تع مجموعه اي از  دسته Aفرض كنيد كه  3. 4ال مث

a b⊃  .آنگاه R است اكيدجزئي  يك ترتيب.  

)تعيين كنيد  .برهان ) ::P a a= جايي كه ،a كملم a است و به يادداشته باشيد كه  

.( ) ( )P a P b ⊂   اگر و فقط اگرa b ⊂   اگر و فقط اگر[ ]a b⊃  اگر و فقط اگر[ ]aRb  
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است از آنجائي كه  اكيد. جزئي است و بر همين اساس يك ترتيب ppمساوي است با  Rبنابر اين 

  �        . خود نيست ي سرهاي يك زير مجموعة  هيچ مجموعه

mنويسيم  ، ميm،nبراي اعداد صحيح ، n در تقسيم به اين معني كهn  برm  عـدد صـحيحي ، 

nداريم به طوري كه  kمثل km=.  

  . جزئي ضعيف در اعداد طبيعي است يك ترتيب  سيمتق رابطة 3. 5مثال 

)در نظر بگيريد  .برهان ):: v n=  بر مساوي است با مجموعة اعداد طبيعي كهn  شـوند   تقسيم مـي

 سيمپس تق
vp كـه  آنجـا از . جزئي اسـت  است و بنابر اين يك ترتيب m m  جزئـي   ، يـك ترتيـب

   �  . ضعيف است

   كليهاي  ترتيب 3 .2

هـر دو عـدد فرضـي، يكـي از      بـراي : دارنـد  خاصيتي مهم و افـزوده   ،روابط ترتيبي آشنا در اعداد

ناميده  كليهاي  يبباشند ترت  جزئي كه اين خاصيت را داشته هاي ترتيب. ديگري بزرگتر خواهد بود

   1.شوند مي

 Aاء عضا aو  bاست، فرض كه  Aيك رابطة دوتايي در مجموعة  Rفرض كنيد 3. 6تعريف 

b, آنگاه. باشند a رابطه  اند با در نظر گرفتن قابل مقايسهR  اگر و فقط اگر)bRa   يـاaRb(.   بـه

  .گويند مي كاملاً مرتبجدا از هم قابل مقايسه باشند عضو جزئي كه در آن هر دو  يك ترتيب

                                                

بودن از  كليترتيب : واژه يا عبارتي است كه معنايي افزون دارد "كلي"كنيم  جزئي صحبت مي هاي هنگامي كه درباره ترتيب .1
 .است كلي  يك رابطة ⊇براي مثال، هر ترتيب جزئي ضعيف مثل . است كلي  تري است كه يك رابطة قوي  جزئي شرط ترتيب
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عموماً كـاملاً   بودن موعهاز سوئي ديگر، رابطة زير مج. هستند كاملاً مرتب Rدر  ≥و  > بنابر اين

  . غير قابل مقايسه خواهند بود ⊇ تحتاندازه  مجزاي هم متناهي  موعةهر دو مج: مرتب نيست

  هاي جزئي  بترتي خصوصيات 3 .3

دلالـت دارد بـر اينكـه هـر      متعـدي اسـت، كـه    مجموعه بودنايم كه رابطة زير  قبلاً مشاهده كرده

  :داريم 7بنابر اين با تعريف . ، متعدي استgp،رابطة

  .متعدي است رابطه جزئاً مرتبهر  3. 7لم 

  . جزئي كافي است هاي دن ترتيبرابطة زير مجموعه براي مشخص كرخصوصيت ديگر از يك 

  متقارن است اگر  پادباشد،  A، در مجموعه Rيك رابطة دوتايي ، 3. 8تعريف 

aRb مستلزم آن باشد كه( )bRa¬      به ازاء تمامa b A≠ ∈.  

  متقارن استپاد مرتب  جزعاًًمجموعه هر  3. 9لم 

، بـا  g،ار كلـي  بنابر اين يك تابع مجموعـه مقـد  . است Aجزئي بر  ترتيبي Rفرض كنيد . برهان

خواهيم  مي. يكسانند Aمجزا در  عضوهاي داراي بر زوجهاي gpبا  R ارد كهجود دو Aدامنة 

a عضايتوانند بر ا هر دو نمي bRaو  aRbنشان بدهيم كه  b≠  ولـي اگـر هـر دو    . صدق كننـد

)دلالت خواهد كرد كه ) 6( آنگاهصدق كنند،  )g a  و( )g b يكديگرند،  ي سره هاي زير مجموعه

   �. كه غير ممكن است
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  جزئي با اصول  هاي ترتيب 3 .4

هـاي جزئـي فـراهم     بودن توصيفي اصولي از ترتيـب  متقارنپاد و ) تعدي( تراگذاري خصوصيات

  :كند مي

  . متقارن باشدپاد و  تعديجزئي است اگر و فقط اگر  ترتيبي تاييدو  يك رابطة 3. 10 قضيه

 پـيش گفتـه   از لم دوبنابر آنگاه . باشد Aبر مجموعة  تاييدو  يك رابطة Rفرض كنيد كه  .برهان

  . شود مي اثباتچپ به راست از  3. 10قضيه  شده

 فيرتع. باشدمتقارن پاد و  تعدي Rاز سمت راست به چپ، در نظر بگيريد كه  قضيهبراي اثبات 

  :كنيد

)8(    ( ) { } { }::g a R a a= U   

يعنـي اينكـه اگـر    . سـازگار اسـت   Aبر اجزاء مجـزاي   gpجزئي است زيرا با  Rكنيم  ادعا مي

a b A≠   آنگاهباشد،  ∋

)9 (    ( ) ( )g a g b⊂  اگر و فقط اگرaRb   

  از سمت راست به چپ به خاطر داشته باشيد كه ) 9(ت براي اثبا

)داريم  8زيرا از  )a g a∈ ( )a g b∈ ⇒ ( ) ( )g a g b⊂  

)با توجه به تعريف ( )g b( { } { }a R b b∈ U ⇒  

a   از آنجا كه( b≠( { }a R b∈ ⇒  

}با توجه به تعريف ( }R b (aRb   
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بـه   كـه ، آيد بدست مي نيطولاكمي از چپ به راست هم به صورت روتين از تعاريف ) 9(برهان 

  �. گذريم از آن ميو استدلال آموزنده نيست،  اينصورت خاص 

و آنگاه احتمـال   شوند، مي ريفتع 3. 10ة يضلاً به طور اصولي قجزئي معمو هاي ، ترتيبها كتابدر 

كـه دو   آنجـا از . شـود  ثابـت مـي   قضـيه نوان يـك  ه عب gpجزئي مانند  هاي نمايش دوباره ترتيب

، ديگر به سليقه مربوط است كه كدام يك را بـه عنـوان تعريـف بكـار     نددلمعايگر يكد با توصيف

  .ببريد

  .تري دارند اصولي ساده جزئي اكيد حتي خصوصيات هاي يبترت

و غيـر انعكاسـي    تعـدي است اگر و فقط اگر م اكيدجزئي  يبيترت تايي،يك رابطة دو .3. 11 قضيه

  . باشد

را متقـارن   انعكاس، پادو غير  تعدينشان بدهيد كه : راهنمايي. را ثابت كنيد 3. 11 قضيه .2مسئله 

  .كند ايجاب مي

 Rرا بـه جـاي حـرف نمـاد      pترتيبي نظيـر   -اغلب نمادي شبه ،جزئي ضعيف هاي براي ترتيب

. كنـيم  اسـتفاده مـي   اكيـد جزئي  براي ياد كردن از ترتيب pهمينطور هم، بطور كلي از . نويسيم مي

bنويسيم  همچنين مي af  به معنيa bp  وb af  به معنيa bp .  

  تحديد روابطها و  ضرب حاصل 3 .5

است كه مفيـد   قديمهاي  هاي جديد از رابطه دو روش ساختن رابطه تحديد روابطضرب و  حاصل

  . خواهند بود
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   ضرب حاصل 3. 5 .1

R، ضرب حاصل R×1 2
R2هاي  ، از رابطه

R1و  
  اي با  عنوان رابطهبه  

(R2)  دامنه ×(R1)  دامنه:: = (R R×1   دامنة  (2

(R2) دامنه  هم ×(R1) دامنه  هم:: = (R R×1   دامنة  هم (2

( ,b b1 2) (R R×1 2) ( ,a a1 aاگر و فقط اگر  (2 R b2 2 a]و  [2 R b1 1    .شود تعريف مي 1

در نظـر بگيريـد    .دنبـو  تـر  ، مبتني بر جـوانتر و كوتـاه   قد -روي زوج سنY اي رابطه 3. 12 مثال

y,(است بر مجموعه زوجهاي  اي رابطه h( جايي كه ،y  كه ما آن  2400≤يك عدد طبيعي است

كه بيانگر قـد بـه    120≤است عددي طبيعي  hگيريم و  در نظر مي عمرهاي  ماه تعداد را به عنوان

  كنيم  مي فيرتع ضابطه زيررا با  yما . اينچ است

y y h h≤ ∧ ≤1 2 1 )اگر و فقط اگر  .2 ) ( ), ,y h Y y h1 1 2 2  

  . استبر قد  ≥بر سن و نسبت  ≥ضرب رابطة   حاصل Yيعني كه، 

 R1اينكه اگر  اثباتمثلاً، . كنند ايم حفظ مي را كه در نظر گرفته بسياري از خواصيها   ضرب حاصل

R آنگاهباشند،  متعديهر دو  R2و  R×1 همان رابطه در مورد . ، سخت نيستهم تراگذر است 2

هـر دو   R2و  R1كند كـه اگـر    اين گفته دلالت مي. كند متقارن هم صدق ميپاد تقارن ،بازتاب، و 

R. جزئي باشند هاي ترتيب R×1   . يارز هم هاي رابطههمينطور هم براي . هم همينطور است 2

Rآنگـاه  غير انعكاسي باشد،  R2يا  R1بررسي كنيد كه اگر هر يك از  :تمرين سريع R×1 هـم   2

  . همينطور است
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 Yقـد   -سـن  رابطـه شود براي مثال،  ودن حفظ نميب كلي يك ترتيب خصوصياتاز طرفي ديگر، 

ايـنچ   68مـاه، قـد    240براي مثال، عمر . نيست كلي خود ليواست،  كليدو ترتيب  ضرب حاصل

  . اند غير قابل مقايسه Yتحت ) 228و  72(و جفت ) 240، 68(جفت ،

   تحديدها 3. 5. 2

از . كنيم اعداد گويا، يا اعداد صحيح فكر مي بر اعداد حقيقي، يا ">"،  "كمتر از" به رابطة معمولاً

هاي مختلفي دارنـد، ولـي    ها و گراف هاي مختلفي هستند زيرا دامنه اينها نسبت). فني(نظر تكنيكي 

اعداد گويا، توسط محدود كردن ترتيـب حقيقـي   مثلاً بر،  >ترتيب : ارتباط آشكاري در ميان است

 . آيد اعداد گويا بدست مي  به زير مجموعه

،زيـر   B، باشد، و فرض كنيد كـه  Aبر يك مجموعه ، اي رابطه Rكه  فرض كنيد 3. 13تعريف 

)كه گـراف آن گـراف    Bاي است بر  رابطه Bبه  Rد يحدت. باشد A مجموعة ) ( )R B B×I 

  . است

براي مثال، محدود . كند حفظ ميرا در  رابطهات يصصوبسياري از خ كند ، فقط ميها محدود سازي

هر گونه محـدود سـازي    آنگاهباشد،  متعدي Rكند، يعني كه اگر  بودن را حفظ مي متعديسازي 

R و نـامنعكس  انعكاستقارن، عدم تقارن، پاد محدوديت همچنين تقارن، . هم از اين قرار است ،

اسـت و   يارز يك رابطة هـم  يارز يك رابطة همتحديد  كهكند  مي بياناين . كند فظ ميحبودن را 

  . است جزئي يك ترتيب تحديد
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براي مثـال، يـك   . كند حفظ نميايم  را كه تا حالا در نظر گرفته رابطه خصوصياتتمام  تحديدولي 

  .شود بوسيلة تحديد حفظ نمي يك رابطة كلي بودن و رابطة پوشا بودن

  .گذاريم؛ همگي آسانند هاي اين ادعاها را به عهدة خوانندگان مي لاستدلا

  دار هاي جهت گراف .4

بـر يـك    تـايي به طور ظاهري همانند يـك رابطـة دو   ) كه مختصراً ديگراف(دار  يك گراف جهت

به شكل نقـاطي بـر    A اعضايديگراف را به شكل هندسي با نمايش  ، ولي مااست Aمجموعه ،

باشد دقيقـاً وقتـي    bاي كه  باشد به نقطه aاي كه  كشيم، با يك فلش از نقطه به تصوير مي صفحه

  .شوند يگرفته م در نظر )دار گراف جهت(س ديگرافبه عنوان رئو Aمجموعة  اعضاي aRbكه 

}پذيري بر  رابطة بخش 4. 1مثال },K1,2,   :شود با اين گراف نمايش داده مي 12

              8    2  4  

  12  6    1           شكل تصحيح شود

  ] متن اصلي، فصل چهارم  11صفحه [

   دار ي جهتها گرافمسيرها در  4 .1

a,رئـوس   اي از دنيالـه  ،عبارت است از ،R، گراف جهتداريك مسير در  4. 2يف تعر ako K   بـا

k ≥ o  به طوري كهiai R a iبراي هر  1+ k≤ <o .  

aاز مسير گوييم  مي
o

و به شروع  
k

a ،و طـول مسـير    شود ختم ميk ـرتع  مسـير  . شـود  مـي  في

,a ako K آيـد كـه در نقطـة     كه با نقطه و فلش به تصوير در آمده است، به نظر شبيه به خطي مي
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a o  كند تا در نقطة  و فلشها را در ميان نقاط متوالي دنبال ميشود  شروعka    بـه  . بـه پايـان برسـد

ايـن فقـط بـراي    (خاطر داشته باشيد كه يك نقطة تنها به عنوان يك مسـير بـا طـول صـفر اسـت      

  ). آسودگي است

  . دارند هاي جهتدار هاي گراف شكل عبارت بههاي هندسي  رابطه ضرحخصوصيات بسياري از 

  : براي مثال

در يك نوك پيكاني است كه از نـوك شـروع و بـه     هطوق(دارند  هطوقتمام رئوس خود  :انعكاسي

  ).شود خود آن ختم مي

  .ندارند هسي طوقهيچ رأ :انعكاسي عدم

  . ها داراي دو سمت هستند همة يال :تقارن

 بـه ز گراف بگذرد، يك نوك پيكان از اولـين رأس  براي هر مسيري كه ا -كوتاه –مدارهاي :تعدي

  . آخرين رأس مسير وجود دارد

گـراف   Rكـه   فـرض كنيـد  . هاي جديد بر اسـاس مسـيرها تعيـين كنـيم     توانيم تعدادي رابطه مي

Rو  R*نستبهاي . باشد Aرئوس  باجهتداري    كنيد كه  ريفبا اين شروط تع Aرا براي  +

*وجود دارد  bبه  aاز  Rمسيري در 
::a R b =  

a::وجود دارد  aبه  bاز  R طول مثبت در به يك مسير R b+ =  
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*R  از رابطة مسيرRكـه   داريـم  از تعريف مسـير . شود خوانده مي*R  همچنـين   .اسـت  متعـدي

). يـك به دليل مسيرهاي طول (است  Rگراف  شاملو ) بدليل مسيرهاي طول صفر(بازتابي است 

R )شود؛ همچنين حاوي گراف  خوانده ميمثبت رابطة مسير طول  + )R  متعدي استو.  

  دار جهت بدون دورهاي  رافگ 4 .2

اي از  و مجموعـه ، A از كارهـا، اي  مجموعه: جزئي است هاي  ترتيب معمولمسائل از ريزي  برنامه

يك كار معيني را بستگي به كارهاي ديگري دارد كه پيش از  شروع كننده كه ميمشخص  قيدها كه

 راخاتمه يابـد   b بايد قبل از كار aكار  رئوس و اين قيد كه ها را بوسيلةاند، ما كار آن كامل شده

  . كنيم مشخص مي bبه  aاز  پيكانبا يك 

كارها همان . كند ا را توصيف ميدر اينجا گرافي است كه ترتيبي براي لباس پوشيدن شم 4. 3مثال 

كنند چه لباسـي بايـد قبـل از چـه لباسـي       لباسهايي هستند كه بايد پوشيده شوند، و يالها تعيين مي

  .پوشيده شود
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  كفش چپ    كفش راست    كمربند    ژاكت

  

  

            

  جوراب چپ    جوراب راست    شلوار     لباس زير

  

  

            

          زير پوش    پيراهن 

  

افتد اگر يك يال  ولي چه اتفاقي مي. شود ايجاد ميكارها را  رويجزئي  به گراف يك ترتيب وابسته

ديگـر  : شـود  در آن حالت وابستگي گراف فاقد معنـا مـي  رابط از كمر بند به زيرپوش اضافه كنيم؟

 شود اين است كـه يـال اضـافه شـده يـك      تباه مياش آنچه باعث ! ي لباس پوشيدن نيستراهي برا

  .كند ايجاد مي"يردو"وابستگي 

رأس شـروع و پايـان    يكاست كه در  دار جهت مثبتي در گراف يك دور مسير طول 4. 4تعريف 

)دار يك گراف غير دور جهت. يابد مي )DAG بنـابر ايـن يـك    . دار بدون دور اسـت  گرافي جهت

اينكه  تاباشد تا اينكه كارهايش به ترتيب انجام شدني باشند  DAGبود  بهتر مي متناظر كار گراف

  . گرفتهاي كاري را در نظر  وابستگيبتوان 
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معمولاً يـك  . بستگي را نشان دهيمگيريم تا رابطة وا مي به مثابة روشي اقتصادي بهره DAGما از 

گيـرد كـه بيـانگر     اي متعدي نيست زيـرا فقـط يالهـايي را در بـر مـي      رابطه DAGكاري  -گراف

دهيم بوسيله رابطـة   باز هم، رابطة وابستگي كه ما به آن اهميت مي. باشند "مستقيم"هاي  وابستگي

Rمسير طول مثبت ،  ـ رابطة وابستگي هميشه يـك ترتيـب  . شود ، در گراف كاري معين مي+ ي جرئ

  :خواهد بود

Dباشد، آنگاه  DAGيك  Dاگر  4. 5 لم   . است اكيدجزئي  يك ترتيب +

Dدانيم كه  مي .برهان طول مثبت از يـك رأس بـه خـود آن    به همچنين، يك مسير . است تعدي +

Dمعنـايش ايـن اسـت كـه     . يك دور است، بنابر اين چنين مسيرهايي وجـود ندارنـد   هم غيـر   +

  �. است اكيدجزئي  ،يك ترتيب 3. 11ة يضقاست و بنابر اين براساس  انعكاسي

  بندي توپولوژيك طبقه 4 .3

ي هسـتند كـه بينشـان    جزئي، اجزاء غير قابل مقايسه بـه مثابـه رئوس ـ   ترتيببراي  DAGدر يك 
 4. 3پوشـيدن در مثـال    جزئـي لبـاس   بنابر اين دربارة ترتيب. شود مسيري در هيچ جهتي ظاهر نمي

باشد، اجزاء غير قابـل قيـاس   كلي اگر ترتيب . اند غير قابل مقايسه "كفش راست"و  "كفش چپ"
    :كه شبيه يك خط است نمايش داد DAGتوان بوسيلة يك  مي وجود ندارند، و ترتيب را

  
  
  

       M  
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وقتي كه ما يك ترتيب جزئي كارها براي انجام دادن داريم، برخورداري از ترتيبي كـه در آن تمـام   

يافتن ترتيـب   يعنياين . پايبنديم قيدها همبه در حالي كه  انجام بگيرد مفيد است، در زماني كارها

 سـازگار جزئـي   كه بـا ترتيـب   كلياين كار يافتن يك ترتيب . است سازگارجزئي  كه با ترتيب كلي

  . شود ناميده مي توپولوژيكيبندي  است طبقه

يـك   A،  مجموعـه يـك   روي pجزئـي ،  ترتيب از يكبندي توپولوژيكي  يك دسته 4. 6تعريف 

  به طوري كه است  A روي ð كليترتيب 

a b⊂ كند كه ايجاب مي a b<  

 ðجـوراب چـپ   ðجـوراب راسـت   ðشـلوار  ðكفـش چـپ   ðبراي مثـال، كفـش راسـت    

 ازيـك دسـته بنـدي توپولوژيـك اسـت       ðكمربنـد  ðژاكـت  ðپيراهن ðزير لباس ðزيرپوش

هاي ممكن  بندي به همين قرار هم دستهاست  4. 3مثال  DAGجزئي پوشيدن لباس توسط  ترتيب

  . ديگري وجود دارد

پذير آسان است كـه بـا عناصـر كمينـه      هاي پايانDAGبندي هاي توپولوژيك براي  ساختن دسته

  .شوند شروع مي

 عضـو يـك   aباشد، و فرض كنيـد   Aجزئي بر مجموعة  يك ترتيب ≥فرض كنيد  4. 7تعريف 

A باشد .a  كـه از   ديگري نباشد عضوكمينه است اگر و فقط اگر هيچa     كـوچكتر يـا مسـاوي

بزرگتـر يـا    aنباشـد كـه از   ديگري عضـو بيشينه است اگر و فقط اگر هـيچ   aبه طور مشابه  باشد

  .مساوي باشد
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تواند وجود داشته باشد، ولي در كل بـيش از يـك عضـو     در ترتيب كلي، فقط يك عضو كمينه مي

چهار مورد وجود   در مثال مربوط به پوشاك. جزئي وجود داشته باشد تواند در يك ترتيب كمينه مي

براي ساختن يك ترتيب كلـي در لبـاس   . جوراب چپ، جوراب راست، زيرپوش و پيراهن: دارند

سپس يك عضو كمينه را از . داريم، مثلاً پيراهن را  يكي از اعضاي كمينه موجود را بر مي پوشيدن،

زيـر بـه صـورت كمينـه در      پيراهن را برداريم، لبـاس  اگربراي مثال، . داريم برمي ها مانده ميان باقي

برداشـته  داريم تا اينكـه تمـامي اعضـاء     آيد به همين منوال به طور متوالي اعضاء كمينه را برمي مي

اين نشـان  . توپولوژيك خواهد شدبندي  اند يك دسته ه برداشته شدهك يترتيببه دنبالة اجزاء . شوند

  . براي لباس پوشيدن چگونه بنا شده است الذكر   بندي فوق دهد كه طبقه مي

بندي توپولوژيك در عمل ، نياز داريم تا مطمئن شويم كه هميشه يـك عضـو    براي اين روش طبقه

  .وجود داردكمينه 

  .)�بر  ≥ملاحظه كنيد : باشد اي نداشته جزئي شايد هيچ عضو كمينه جموعه مرتبيك م(

  !هر ترتيب جزئي بر يك مجموعة متناهي غير تهي يك عضو كمينه دارد 4. 8 لم

a،عضوبراي هر . ، باشدAجزئي روي مجموعة، ترتيبيك  Rفرض كنيد  .برهان A∈  فرضاً كه

( )g a كمتر يا برابر با "اي از عناصر  مجموعهa" ،است، يعني اينكه  

( ) { } { }::g a R a a= U  

)كند كه  مي ايجاب Rبودن  عدي، آنگاه تbRaحالا اگر  ) ( )g b g a⊆ .   ،همچنـين اگـرbRa  و

b a≠ . آنگاه( )a g b∉  كه  آنجاازR  داريم، استپاد متقارن ( ) ( )g b g a⊂ . بنابر اين اگرa 



  31  هاي دوتايي فصل چهار ـ ارتباط  

)به طـوري كـه    b عضوي متنندكمينه نباشد، آنگاه  ) ( )g b g a⊂  اگـر  . وجـود داردA   متنـاهي

)كند كه  لت ميباشد، اين دلا ) ( )g b g a< .  

aكند كه بايد يك  متناهي باشد، اصل خوش ترتيبي دلالت مي Aبنابر اين اگر 
o

وجود داشته باشد  

)به طوري كه  )g a
o

)تيب هيچ به اين تر. اندازة حداقلي داشته باشد  )g b  توانـد كـوچكتر از    نمـي

( )g a
o

aاش اين است كه  باشد و معني 
o

  �. بايد كمينه باشد 

   .بندي توپولوژيك دارد جزئي روي يك مجموعة متناهي يك دسته هر ترتيب 4. 9قضيه 

  . كنيم زير ثابت مي با فرض nرا از راه استقراء روي 4. 9ما قضيه  .برهان

)]بندي توپولوژيك دارد عضو يك طبقه nجزئي روي يك مجموعه با  هر ترتيب[ ) ::p n =  

:حالت پايه  n بندي توپولوژيك از يك مجموعه با يك عضو به سادگي همان عضـو   ك دستهي 1=

  . است

)فرض كنيد : مرحلة استقرائي )p n روي مجموعـه  جزئي، يك ترتيب ≥فرض كنيد .درست باشد  

A با ،n aماننـد   بايد يك عضو كمينه A، 4. 8 لمبوسيلة . باشد عضو 1+
o

داشـته باشـد، حـالا     

}به مجموعة  ≥تحديد  }A a− o اسـتقرا،   فـرض بنـابر ايـن توسـط    . جزئي اسـت  هم يك ترتيب

{ }A a− o مانند بندي توپولوژيك  يك دستهnô اينـك تعريـف كنيـد    . داردô  رويA    بـا ايـن

aقانون كه  bô  اگر و فقط اگر]a a= o  يا[ na bô .       اينـك سـاده اسـت كـه بررسـي كنـيمô 

)كند  اين ثابت مي. است Aبندي توپولوژيك مورد نياز  دسته )P n ، برهان با اسـتقراء تكميـل   1+

  �.شود مي
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در واقـع، دامنـة   . هاي توپولوژيك وجود دارنـد  بندي ي هم براي ساختن دستهروشهاي بسيار ديگر

جزئـي،   هـاي  كنيم، ولي كلية ترتيـب  ما اين را ثابت نمي: جزئي نياري به متناهي بودن ندارد ترتيب

  . هاي توپولوژيك دارند بندي اند، دسته متناهيناحتي آنهايي كه 

  كار برنامه نويسي موازي  4 .4

بنـدي توپولوژيـك روشـي را بـراي اجـراي       هاي موجود در كار، دسته ي وابستگيجزئ براي ترتيب

آيد اگر توانايي انجام بيشتر  ولي چه پيش مي. كند ها فراهم مي پشت سرهم و بدون نقض وابستگي

ريـزي باشـد،    از يك كار را در همان زمان داشته باشيم؟ براي مثال، بـه فـرض كـه كارهـا برنامـه     

كند، و ما يك ماشين موازي كار با تعداد زيادي عمـل كننـده    داده را بيان مي جزئي وابستگي ترتيب

چطـور بايـد كارهـا را     .ريـم اي كه فقط يك عمل كننده داشـته باشـد، دا   به جاي يك ماشين دنباله

) براي سادگي بيشتر. (ريزي كنيم؟ هدف ما بايد كاهش دادن زمان كلي اتمام همة كارها باشد برنامه

  .اند ها از يك گونه برد و همة عمل كننده كنيم كه انجام همة كارها يك اندازه زمان ميبيائيد فرض 

، بـراي انجـام همـة    با يك برنامة مـوازي ، از كارهاجزئي متناهي  يك مجموعة مرتبدر بنابر اين، 

ه جزئي براي تجزية اين مسئله استفاد توانيم از مفاهيم ترتيب برد؟ همچنين مي كارها چقدر زمان مي

  . كنيم

جوراب چپ، جوراب راست، (توانستيم تمام عناصر كمينه را ابتدا انجام بدهيم  در مثال لباسها، مي

به تعداد زيادي دست نياز داشـتيم يـا   . تكرار كنيم مجدداً و خارج كرده، آنها را )لباس زير، پيراهن
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پوشيم، و سپس كفش چپ، توانيم شلوار و زيرپوش را بعداً ب مي. شايد هم به خدمتكاران پوشاننده

  . كفش راست، و كمربند، و سرانجام ژاكت را به تن كنيم

توانيم بكنيم، زيرا دنبالة زيرپوش، شلوار، كمربند، ژاكت بايد به ايـن ترتيـب    بهتر از اين كاري نمي

  . نامند اي از كارها كه بايد به اين شكل متوالي انجام شود را زنجير مي مجموعه. انجام شود

رود، بـه   مجموعه از عناصر بـه شـمار مـي   زير جزئي يك  در يك ترتيب يك زنجير 4. 10 تعريف

نجيـر در يـك   يك تعريف ديگـر يـك ز  . مجموعه قابل مقايسه باشند زير در عضوطوريكه هر دو 

، يـك  Cبه طوري كه تحديـد ترتيـب جزئـي بـه ،     است دامنه ز، اC يك مجموعه ،ترتيب جزئي

  .شودترتيب كلي 

در . جزئي يك زنجيـر اسـت   ترتيب از يك DAGبه خاطر داشته باشيد كه رئوس بر هر مسير در 

براي اينكه اگر از زمان كمتـري  . باشد ي بايد حداقل به اندازة هر زنجيركل، بطور واقع، زمان مواز

گرفت و بـا ايـن كـار لـزوم      هم زمان انجام مي بايست دو كار در زنجير مي يم، پسكرد استفاده مي

. شـود  همچنين به عنوان مسير بحراني نام برده مـي  ترين زنجير از بزرگ. كرديم قض ميبستگي را ن

بختانه،  خوش. بزرگترين زنجير است 1اندازةبه  tمرحله نيازمنديم، جايي كه  tبنابر اين حداقل به 

  : مرحلة موازي استفاده كرد tهميشه اين امكان هست كه فقط از 

تـرين   اگر طـولاني . ،باشدAجزئي محض روي يك مجموعه ، ترتيب Rفرض كنيد  4. 11قضيه 

tBهـا،   قسـمت  tبـه   Aباشد، بنابر اين يك افزاري از  tبه اندازة  Aرة زنجي B BK1 2, وجـود   ،,

                                                

aطول يك زنجيرة : نقطة ضربه زنند 1 a ak< <o K1شود  ، ميkبه تعداد  اندازه زنجير. گذرد كه از آن مي هايي ،مطابق با تعداد فلش
kاجزاء آن است، مثلاً  +1 
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انجـام شـوند در    iB، همة كارهايي كه بايد قبل از كارهاي iBبه طوري كه براي هر قسمت،  دارد

  :قرار دارند  با انديس كمترهاي  گروه

RBو            )10( ∅1 = ,  

)11(           
i iRB B B B⊆ U UKU1 2 -1,  

iبراي  t< ≤1   

ريـزي   مرحلة برنامـه  tبه مانند بالا، امكان دارد همة كارها را در  tو  Rبراي  4. 12 ينتيجه فرع

  . كرد

 ـ  . بندي كنيد زمان iرا در وقت  iBكلية عناصر . برهان هـاي وابسـتگي را بـرآورده     زامايـن كـار ال

  �.اند بندي شده زمان در مواقع پيش از آنسازد، زيرا تمام كارهايي كه به يك كار بستگي دارند  مي

              ژاكت
B 4  

  چپ كفش    راست كفش    كمربند    
B 3  

                

          شلوار    گير عرق
B 2  

                

  چپ جوراب    راست جوراب    زيرپوش    پيراهن
B1  

  .اندازة بزرگترين زنجير =زمان موازي  4. 13 ينتيجه فرع

  :اييمرا ثابت نم 4. 11ماند كه قضيه بنابر اين فقط مي
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  : را به شكل زير بسازيد iBهاي  مجموعه .برهان

::    است iو به اندازة  aبزرگترين زنجير كه پايانش در { {Bi a A= ∈  

همچنين، هـر  . است tدهد، چون كه بزرگترين زنجيره به اندازة  را بدست مي  مجموعه tاين فقط 

a A∈  دقيقاً به يك
iB براي تكميل برهان به خاطر داشته باشيد كه اگر . تعلق داردa B∈ باشد،  1

RBداريم  اكيد است Rكه  آنجابايد كمينه باشد، و از  aآنگاه    .شود اثبات مي )10(و  =1∅

iحالا فرض كنيد  t< iaيك   يعني اينكه،. برقرار نباشد) 11(، فرض كنيد 1≥ B∈   وجـود دارد و

b A∈  به طوري كهbRa و ،
ib B B B∉ …U U U1 2 آنگاه با توجه به تعريف . ,1-

iB اي از  زنجيره

iاندازه  − در زنجيري  a، اكيد است R چونهمچنين، . رسد وجوددارد به پايان مي bدر  كه 1>

ه كنـيم تـا   را بـه پايـان زنجيـر اضـاف     aتـوانيم   بنابر اين مي. گيرد است،قرار نمي bكه پايانش در 

iاي به اندازة  زنجيره iaبا ايـن واقعيـت كـه    كه بدست آوريم،  aكه پايانش در  > B∈   متنـاقض

  .است

بزرگتـرين  كارها به اندازة  ها، زمان براي تكميل كردن همة بنابر اين با تعداد نامحدودي از پردازنده

. نويسي موازي مناسب اسـت  كند كه اين قضيه براي كاري بيش از برنامه مي مياناين . است زنجير

  . شود معمولاً به صورت زير اظهار مي

اي از عناصر است به طوري كه هر دو  جزئي مجموعه يك پاد زنجير در يك ترتيب 4. 14تعريف 

  . درون مجموعه غير قابل مقايسه باشند عضو
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، باشـد، آنگـاه دامنـه    tاگر بزرگترين زنجير در يك ترتيب جزئـي بـه انـدازة     4. 15 يه فرعنتيج

  . افراز شود  پاد زنجير t تواند به مي

هاي  فرض كنيد كه پاد زنجيرها مجموعه .برهان
iB    4. 11 لـق بـه قضـيه   متع باشـند كـه در برهـان 

  .اند تعريف شده

a,يك پاد زنجير است ،مثلاً، اگر  iBبايست امتحان كنيم كه هر  مي b   عناصر مجـزايiB   ،باشـند

, عضوكه دو  اگرولي . اند ها غير قابل مقايسه آنگاه آن ia b B∈ بـه طـوري كـه     شته باشندوجود دا

,b a گوئيم  ند، ميباش قابل قياسaRb . با اضـافه كـردن   4. 11سپس به مانند برهان قضيه ،b  در

iيابد، زنجيري به اندازة  پايان مي aكه در  i انتهاي زنجير به اندازة تمـام شـود بـه     bكه در  1+

bبا اين فرض كه  كه آوريم، دست مي B∈ متناقض است.          �  

  ديلورث لم 4 .5

هـاي مرتـب شـدة     معروف دربارة مجموعه 1براي اثبات يك نتيجة 4. 15 يتوانيم از نتيجة فرع يم

  : پذير استفاده كنيم بخش

زنجيـري بزرگتـر از    يـا  عضـو  nاً مرتب بـا  ، هر مجموعة جزعt براي هر ).ديلورت( 4. 16 لم

n/باشد يا پادزنجيري به اندازة حداقل  رددا tاندازه  t دارد.  

وجود نداشـته باشـد، يعنـي كـه، بزرگتـرين       tفرض كنيد هيچ زنجيري از سايز بزرگتر از  .برهان

tزنجير از سايز  پادزنجير  tحداكثر اتوانند ب مي عضو n، 4. 15 يفرعيلة نتيجه آنگاه بوس. است ≤

                                                

 . كند كه دربارة آن بحث نخواهيم كرد ديلورث تبعيت مي قضيهيك نتيجة كلي تر به نام  همچنين از 4. 16لماي  .1
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كه هر عضو دقيقاً بـه يـك    آنجااز . اندازة بزرگترين پادزنجير باشد lفرض كنيد كه . تقسيم شوند

وجـود   عضـو  lt، ممكن نيسـت بيشـتر از   داردوجود   پادزنجيرtپادزنجير متعلق باشد، و حداكثر 

t داشته باشم، پس n≥l . بنابر اين زنجيري با حداقل/n t≥l وجود دارد عضو.�   

يـا يـك    nزنجيري از سايز بزرگتر از  عضو nاً مرتب با هر مجموعه جزع 4. 17 يفرعنتيجة 

  . دارد nپادزنجير به اندازة حداقل 

t قرار دهيد .برهان n=  4. 16 لمدر .      �  

nاً مرتب لباس پوشيدن عدر مجموعة جز 4. 18مثال  t قرار دهيد 10= =  4زنجيري به اندازة  .3

t قرار دهيد. دارد = 4≤  ندارد، ولي يك پادزنجير به اندازة 5هيچ زنجيري به اندازة . 4   .دارد 10/4

ضـرب ترتيـب    سپس با اسـتفاده از حاصـل  . دانشجو داريم 101فرض كنيد كلاسي با  4. 19مثال 

كـه زنجيـري از   ديلورت استفاده كرده تا به اين نتيجه برسـيم   لمتوانيم از  ، مي3. 12جزئي از مثال 

دانشـجو   11ترند، يا پـادزنجيري بدسـت آوريـم كـه      دانشجو وجود دارد كه قد بلندتر و مسن 11

  . در كلاس پديد مي آورد سرگرمي يككه . ترند قدبلندتر و جوان

   :، داريم4. 17آور از قضية فرع  يك نتيجة شگفت  به مثابه

، يـا يـك زيـر دنبالـة صـعودي از طـولي       nاي از اعداد مختلـف   در هر دنباله 4. 20 ينتيجة فرع

  .وجود دارد nيا يك زير دنبالة نزولي از طول حداقل  nبزرگتر از 

  دنبالة  4. 21مثال 

6, 4, 7,9-1, 2, 5, 3, 8  
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,6دنبالة نزولي  ,1، و دنبالة صعودي 4,1 2, 3,   . دارد را 8

فند هم اين است كه ديلورت، ثابت كنيم، تر لمرا با استفاده از  4. 20 يفرعتوانيم نتيجة  مي .برهان

  اده شده از اين قرار استفرض كنيد دنبالة د. اً مرتب را تعيين كنيدصحت مجموعة جزع

.na a a< < … <1 2
  

)هاي  اي از جفت فرض كنيد كه دامنة ترتيب جزئي مجموعه ), ii a  باشد، برايi n≤ ، تعريف 1≥

  كنيد

i ji j a a< ∧ )اگر و فقط اگر  > ) ( ), ,
i j

i a j a<  

روي  > هـاي  مضـرب رابطـه   ي ازكـه تحديـد   چـون  .محـض اسـت   اكيديك ترتيب >اين  بنابر

{ }nK1, }و  , }na aK1,   .است ,

ترتيب بدهيم كه مختصات اوليه آنهـا در  ، اگر عناصر آن را طوري فرض كنيد > -حالا يك زنجير

يعني كه اگر داشـته  . شان هم بايد در ترتيب صعودي باشد ترتيب صعودي باشند، دومين مختصات

  باشيم

( ) ( ) ( ), , , ,
ki i k ii a i a i a< < <K

1 21 2
  

,آنگاه افزايش هر دوي 
ji j

a i ـ معني. باشد از چپ به راست مي  ك اش اين است كه يك زنجير با ي

  . زير دنبالة صعودي متناظر است

)آيد؟ خب، فرض كنيد  ولي يك پادزنجير متناظر چه كاري ازش بر مي ) ( ), , , ,
j i

j a i a i j<   غيـر

iآنگاه، مطابق با تعريف، بايد داشته باشيم . اند>-قابل قياس  ja a> . جير يـك پـادزن  در بنابر اين
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اگر عناصر آن را طوري ترتيب بدهيم كه مختصات اوليـة آنهـا در ترتيـب صـعودي قـرار       ،فرضي

يعني كه، يك پادزنجير، كه عناصـرش بـا   . گيرند بگيرند، مختصات ثانويه در ترتيب نزولي قرار مي

  . بندي شده، با يك زير دنبالة نزولي متناظر است  مختصات اوليه طبقه

   �. آيد ديلورت بدست مي لمبلافاصله از  4 .20) فرع(حالا نتيجه 

عضو  nاً مرتب با عترين زنجيري كه تضمين شده در هر مجموعة جز اندازة طولاني :تمرين سريع

  دربارة بزرگترين پادزنجير چطور؟ وجود داشته باشد چقدر است؟

تشكيل شده باشد، به ترتيبي كه  10/000تا  1شرح بدهيد كه از اعداد صحيح اي را  دنباله .3مسئله 

  .در آن نباشد 101هيچ زير دنبالة صعودي يا نزولي به اندازة 

تـرين   افي براي يافتن طولانياعداد صحيح يك راه ك از دنبالة فرضي در هر :نه خيلي سريع تمرين

  .)يك راه خوب وجود دارد. (ترين زير دنبالة نزولي پيدا كنيد زير دنباله صعودي و طولاني

  بدون جهتهاي  گراف .5

اي از نقـاط اسـت كـه بـا      ، يك گراف بدون جهت، به اختصار يوگراف، دسـته به طور غير رسمي

  .اند خطوط به هم پيوسته

  :دهيم رائه ميا از يك گراف مثالاينجا يك 

          H          B  

            I        D    F  A  

              G       C  
                    E  
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  . نيست دقيقمتأسفانه، اين تعريف به اندازة كافي براي بحث رياضي 

شـود، و   خوانـده مـي   G، رئوس V، تشكيل شده از يك مجموعه،Gيك يوگراف،  5. 1تعريف 

  . شوند ناميده مي Gيالهاي  E، عناصر Vهاي دوعضوي  ، متشكل از زير مجموعهEيك دسته ،

 –و  –بـه ايـن ترتيـب، نقـاط     . هسـتند  متناظرند، و يالها با خطوط متناظر شكلرئوس با نقاط در 

  :خطوط نمودار بالا، يك نمايش تصويري از يوگراف است جايي كه

 { }, , , , , , , ,V A B C D E F G H I=  

{ }{ }{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }, , ,{ , },{ , } ,E A B A C B D C D C E E F E G H I=  

Aاستفاده از نماد  B−  براي نشان دادن يال{ , }A B به خـاطر داشـته باشـيد    . سودمند خواهد بود

Aكه  B−  وB A− هـا نامرتـب    هاي متفاوت ازهمان يال هستند، از آن رو كه مجموعه توصيف

  .هستند

بـه  گويند اگر با يك يال بـه هـم متصـل شـوند، و يـك يـال        اف مجاور ميبه دو رأس در يك گر

يـك رأس درجـة رأس    دربـه تعـداد يالهـاي واقـع     .گوينـد  مـي  اقعشود را و رئوسي كه متصل مي

Aاست، و يال  Dمجاور  Bو Bمجاور  Aبراي مثال، در گراف بالا، . گويند مي C−  بـر   واقـع

  . دارد 3درجة  Eو  2درجة  D  ،1درجة  Hرأس . است Cو  Aرئوس 

دار با يك پيكان معكوس بـراي هـر    هاي جهت گراف ها در اصل به مانند روابط متقارن يا  يوگراف

آوري كاربردهاي زيادي دارند، براي مثال، در تعيين مسير حل  آنها به صورت شگفت. پيكان هستند

  . بندي تلاقي، و مسائل ساختار مولكولي مسئله، زمان
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  . ل به سادگي از يوگرافها به عنوان گراف نگاه خواهيم كردماندة اين فص در باقي

 عمول هاي م تعدادي از گراف 5 .1

س، كـه  رأ nگراف كامل روي . شوند كه اسم دارند ها به قدري مكراراً مطرح مي  تعدادي از گراف

همچنين 
nK و رأس يك يال داردشود، بين هر د هم خوانده مي .  

K در اينجا   :داريم را 5

  

  

  . رأس است 5در اينجا گراف تهي با . گراف تهي ابداً هيچ يالي ندارد

          • 

    •  • 

        •        •       

  :از طول چهار يالياست، گراف  L4رأس ديگري  5گراف 

  

  

Cو اينجا    رأس  5هست، دوره ساده با  5
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  يكريختي  5 .2

رسند ممكن است عملاً در يك برآورد رسمي متفاوت باشندو براي  دو گراف كه يكسان به نظر مي

  :رأس هستند 4هاي ساده با   گراف ذيل هر دو دورهمثال، دو 

        2    1      B    A  

        3    4      C    D  

}ولي يك گراف مجموعة رئوس  }, , ,A B C D حاليكه گراف ديگري مجموعـة رئـوس    ردارد، د

{ }1,2, 3, اين . گوئيم اند، اكيداً مي متفاوت رياضي موضوعاتها  اگر چنين باشد، پس گراف. دارد 4

  .ها مثل هم هستند اثر است؛ گراف يك جداسازي بي

 دررا بدست آوريـم و   "مثل هم هستند"ايدة توانيم  اي مي رفته –خوشبختانه، ما به صورت شسته 

Gو  G1هاي  گراف. ها استفاده كنيم از هم ارزي ميان گراف اساسي تصوره ب ها آن ريخـت   هم 2

Gو  G1يك ميان رئوس –به –هستند اگر يك تناظر يك  وجود داشته باشد به طوري كـه يـك    2

G متنـاظر در  سرأوجود داشته باشد اگر و فقط اگـر يـك يـال ميـان دو      G1يال بين دو رأس  2 

  : براي مثال، تناظر پائين را ميان رئوس دو گراف بالا در نظر بگيريد. وجود داشته باشد

B  2متناظر است با    A  1متناظر با   

C  3متناظر است با    D  4متناظر است با   
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حالا يك يال ميان دو رأس گراف سمت چپ وجود دارد اگر و فقط اگر يـك يـال ميـان دو رأس    

تنـاظر   اين. ريخت هستند بنابر اين، هر دو گراف هم. متناظر گراف سمت راست وجود داشته باشد

  . شود يكريختي ناميده مي

Vگرافي با رئوس  G1تر، اگر  هاي رسمي در عبارت Gباشد، و  E1، و يالهاي 1 هـم از همـين    2

Gريخـت   هـم  G1وضع برخوردار باشد، آنگـاه   اسـت اگـر و فقـط اگـر يـك تـابع دوسـويي         2

:f V V→1 u,به طوري كه براي هر زوج رأس  2 v V∈ 1:  

( ) ( )f u f u E− ∈ uاگر و فقط اگر  2 v E− ∈ 1   

  .شود كند يكريختي ناميده مي كه تناظر ميان رئوس را معين مي fتابع 

بـراي مثـال، در اينجـا دو روش    . هم ريخت ممكن است كه كاملاً متفاوت رسـم شـوند  دو گراف 

Cمتفاوت براي رسم    : وجود دارند 5

                      

                        

                      

ناميـده   چه رئوس صرفنظر از اينكه  كند، مي برقرارگراف را   اتصال يك خصوصياتيكريختي همة 

بنـابر ايـن يـك    . گيرند اند، يا اينكه در كجاي رسم يك گراف قرار مي شده  از چه ساخته  ند،شو مي

در حـالي كـه    مانـد،  مـي قـرار  برتحت يكسـاني   "4برخوردار از سه رأس از درجة "ويژگي مثل 

ك گـراف سـه   بخصوص، اگر ي ماند قرار نميبر "برخورداري از رأسي كه يك عدد صحيح است"
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بـه همـان سـان،    . ريخت باشند يكتوانند  نمي داشته باشد و ديگري نداشته باشد، 4 رأس از درجة

، آنگـاه هـر گـراف    3و يـك رأس درجـة   8اگر يك گراف يالي داشته باشد كه واقع بر رأس درجة

  .ريخت بايد چنين يالي داشته باشد هم

ريخـت نيسـتند را    ينكـه دو گـراف هـم   گيري بـر ا  هايي از اين دست تصميم در جستجوي ويژگي

در عمل، ايـن مـورد مكـرراً    . ل يك يكريختي ميان آنها پيدا كردتواند آسان كند، يا اينكه در عم مي

با ايـن همـه، هـيچ    . سازد ريخت باشند را براستي آسان مي گيري كه آيا دو گراف هم مسئله تصميم

ريخـت باشـند را نيافتـه اسـت كـه       ف هـم كس تاكنون راه حلي كلي براي تعيين اينكه آيا دو گـرا 

هـاي دوطرفـة    يك جستجوي از خلال تمـام نگاشـت   در ميانتر  تضميني باشد براي حركت سريع

  .هايشان هاي رأس ممكن ميان مجموعه

يافتن يك اسلوب يكريختي كارآمد، براي مثال، جستجو كردن براي يك مولكـول خـاص در يـك    

از طرف ديگر، دانستن اينكه . مولكولي را آسان خواهد كردهاي  پايگاه اطلاعات فرضي در زنجيره

كـار امنيـت    مـورد  ايـن : نبوده اسـت بـود   وجود ندارد خود ارزشمند است هيچ اسلوب كارآمدي

مجدد كه در تجارت اينترنتي معركه خواهـد بـود را     قرارداد تشخيص هويت شخصي قابل استفادة

  .وز جمعه بيشتر توضيح خواهيم دادي ردر اين باره در ارائه سخنران. سازد موجه مي

  

  


