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  فصل دهم

  

  II شمارش

  ها زير مجموعه شمارش .1

عضوي وجود دارند؟ اين پرسش در همه  nيك مجموعه  عضوي از kچه تعداد زير مجموعه 

  :هاي متفاوتي در ميايد  صورتها به  زمان

 كتاب خود را براي تعطيلات برگزينم؟ 100از مجموعه  كتاب 5توانم  به چند روش مي •

 تايي توزيع نمود؟52توان از يك ورق  را مي بريجورق  13چند دست  •

 تا 14براي پيتزايم انتخاب كنم اگر  نوع محصول مختلف 5توانم  به چند روش مي •

 موجود باشد؟

  :نويسي خاصي براي آن هست شود كه عدد اين عدد غالباً به طوري مطرح مي

:: يعضو nعضوي از يك مجموعه  k هاي تعداد زير مجموعه
n

k

 
= 

 
  

"گزاره 
n

k

 
 
 
اينك بلافاصله به سه پرسش مطرح شده بالا پاسخ  "nاز  f"شود  خوانده مي"

  :دهيم مي
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كتاب را به  100كتاب از  5توانم  مي •
 
 
 

100

5
 .روش جدا كنيم 

تعداد  •
 
 
 

52

13
 .وجود دارند بريجدست مختلف  

تعداد  •
 
 
 

14

5
قابل  محصول مختلف وجود دارد محصول 5مختلف مشكل ازپيتزاي  

 .دسترس باشند

  قانون زير مجموعه 1. 1

  .بوجود آوريم kبه انتخاب  nتوانيم با استفاده از قانون تقسيم يك فورمول ساده براي  مي

} عضو nبا  مجموعهاز يك ار را با نگاشت هر جايگشت ن كاي , }
n

a aK
1
به درون يك زير  ,

  .دهيم متعلق به جايگشت انجام  عضو k به سادگي با برداشتن اولين عضو kمجموعه با 

جايگشت  يعني كه،
n

a a aK
1 2
, , }به مجموعة  , }k

a a aK
1 2
, ,   .خواهد شد نگاشت ,

اوليه  عضو k توجه كنيد كه هر جايگشت ديگري با همان
ka aK1, در هر ترتيبي كه باشد و  ,

n همان k− يك شداين مجموعه نگاشت خواهد  همانده به هر ترتيبي كه باشد ب يباق عضو ،

} تواند به جايگشت فقط مي }k
a a aK
1 2
, ,  جايگشتمتعلق به عضو  kد اگر اولين ونگاشت ش ,

ka عضوبه ترتيبي  aK1,  عضو و k گشت احتمالي متعلق به اولينجاي k!كه  آنجااز . باشند ,

( )!n k−  گيريم كه  ضرب نتيجه مي ، از قانون حاصلوجود داردمانده  باقي عضواز جايگشت

)دقيقاً  )! !k n k−  جايگشت متعلق به مجموعهn اي خاص  به زير مجموعه يعضوs  نگاشت

يك عضوي عبارت است از  kهاي  به سخن ديگر، نگاشت از جايگشت زير مجموعه. دارد



 ٣   II ،فصل ده ـ شمارش  

( )! !k n k−-1. دانيم كه  ولي مي!n يك مجموعه  جايگشت متعلق بهn−  ،عضوي وجود دارد

  گيريم كه مي بنابراين با توجه به قانون تقسيم، نتيجه

( )! ! !
n

n k n k
k

 
= −  

 
  

  :كند كه ثابت مي

  عدد). قانون زير مجموعه( 1قانون 

,
n

k

 
 
 

  

  ي عبارت است ازعضو nيك مجموعه  ازي ضوع kزير مجموعه تعداد 

( )

!

! !

n

k n k−
  

  :است اثرگذار عضو oهايي با  توجه داشته باشيد كه اين قانون حتي براي زير مجموعه

!

! !

n

n
=

o
برابر  1عبارت است، كه با  oبي از مضر o! بريم كه اينجا از اين حقيقت بهره مي 1

  .)است oعبارت برابر  o ازجمع  يك حاصل. (است

  هاي دنباله 1 .2

اي ميان  دهساهستند؟ ما قبلاً نگاشت دوسويي يك  kيقاً محتوي دق تايي n ي  چه تعداد دنباله

براي مثال، يك . ايم را ديدهتايي nهاي  عضوي و دنباله nهاي يك مجموعه  مجموعهزير

} از يعضو 3زيرمجموعه  }x x xK
1 2 8
, ,   :مربوط در اينجا هست تايي8و دنباله  ,
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{ },x x x1 4, 5  

( )o o o o o1 , , ,1 ,1 , , , ,  

ي عضو 3زير مجموعه  عضودارد، هر كدام مطابق با يك  يك تا 3توجه كنيد كه اين دنباله دقيقاً 

عدد  kي دقيقاً عضو kيك زيرمجموعه  مطابق با تايي nهاي  تر، دنباله به صورت كلي. است

  ،بنابراين با توجه به قانون نگاشت دوسويي. خواهد داشتيك 

عبارت است از  يكعدد  kبا دقيقاً  تايي nهاي  تعداد دنباله
n

k

 
 
 

.  

  ترفند جادويي .2

 رفتتايي به ميان جمعيت 52يار با يك دست ورق  دست. اند يارش ايستاده باز و دست يك شعبده

يار پنج  دارند، دست پنج تماشاچي هر كدام يك ورق بر مي. كند باز به سويي ديگر نگاه مي و شعبده

  .آنها را ببيند) باز شعبده(دارد كه جادوگر  ن را طوري نگه ميورق را جمع و چهارتاي آ

  !كند كند و سپس به درستي راز ورق پنجم را فاش مي باز براي مدت كوتاهي تمركز مي شعبده

يار به نحوي راز  دانيم كه دست باز بتواند افكار را بخواند، مي از آنرو كه واقعاً باور نداريم كه شعبده

ياران واقعي مورد اعتماد  بازان و دست از آنجا كه شعبده. در ميان گذاشته استباز  را با شعبده

يار به صورت ناروايي با جملات رمزدار يا حركات  توانيم توقع داشته باشيم كه دست نيستند، مي

  .ولي نيازي نيست اين اتفاق بيفتد. بدني به شعبده باز علامت بدهد

توان خارج از حوزه ديد يكديگر نگه داشت با اين مورد كه  يار را مي باز و دست در واقع، شعبده

  .گزيند تعيين كند ورق كه او برمي 4اي از تماشاگران را براي نگه داشتن  يار عده دست
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تواند هر  او مي: باز ارتباط برقرار كند يار بتواند با شعبده ولي يك راه آشكار، قانوني هست كه دست

!4از  يك = با . ا انتخاب كنداست رها نگه داشته  به ترتيبي كه ورقرا ورق  4 از جايگشت 24

مانده است،  ورق در دسته ورق باقي 48هنوز : كند اين وجود، اين به تنهايي كار را تكميل نمي

هاي كافي در اختيار ندارد تا دقيقاً عنوان كند ورق  هايي به شكل گزينه ترتيب ريا بنابراين دست

  ).توانست آن را به دو ورق محدود سازد اگر چه مي(مخفي كدام است 

  راز 2 .1

تواند براي برقراري ارتباط با ورق پنجم از آن استفاده كند دقيقاً يك كاربرد  يار مي روشي كه دست

  .شناسيم جور كردن است كه مي و مارششخوب از آنچه درباره 

تواند به هر  نه تنها مي. يار به طور واقع دو راه قانوني براي برقراري ارتباط در اختيار دارد دست

 كدام چهار تا تواند انتخاب كند چهار ورق را نمايان سازد، بلكه همچنين مي) كه بخواهد(ترتيبي 

  .از پنج ورق را عيان سازد

يار  تواند از ميان پنج احتمالي كه دست شناسد، نمي باز ورق راز را نمي كه شعبدهالبته، از آنرو 

هاي قانوني  با اين وجود، اين شكل. برگزيده است تشخيص بدهد كدام يك مورد نظر است

  .باز افشا كند دهند تا به طور نهاني ورق راز را براي شعبده يار امكان مي برقراري ارتباط به دست

. دهد اسباتي مقدار زيادي بينش براي رسيدن به ترفند جادويي در اختيارمان قرار ميابزارهاي مح

ورقي  4هاي  و همه دنباله. سمت چپ بگذاريد Xورقي را در يك دسته  5هاي  كليه مجموعه

  .سمت راست قرار دهيد Yه هم را در يك گرو زجدا ا
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Y= ورقي5هاي كليه مجموعه ●      ●ورقي از هم جدا4هاي دنبالهX =  

  

اگر جمعيت تماشاچي . در سمت چپ است Xعضوي از  براي مثال 

 Yورقي زيادي در سمت راست مجموعه  4هاي  ورقي را برگزيند، پس دنباله 5اين مجموعه 

تواند آنها را انتخاب كند، من جمله  يار براي عيان ساختن مي وجود دارند كه دست

بيائيد درباره اين مسئله با  و

در نظر  بخشيرا به عنوان رئوس يك گراف دو  Yو  X عضو. گراف فكر كنيمهاي  عبارت

ورقي و  5اگر هر ورق موجود در دنباله، در مجموعه هم باشد يك يال ميان مجموعه . بگيريد

ورق را برگزيند، آنگاه به سخن ديگر، اگر جمعيت يك مجموعه . ورقي رسم كنيد 4دنباله 

. هم جوار است را بر ملا كند ها را كه در يك گراف دو بخشي اي از ورق يار بايد دنباله دست

. آنچه نياز داريم تا ترفند را اجرا كنيم. اند ها در نمودار بالا نمايش داده شده برخي از يال

هايي كه هر رأس سمت چپ را  اي از يال رمجموعهاست؛ يعني كه، به زي Xجورسازي رئوس 

اگر چنين جورسازي وجود داشته . دقيقاً، به رأس جدا از هم سمت راست متصل كند، نياز داريم

سپس، . توانند قبل از نمايش بر سر يك ورق به توافق برسند مي باز يار و شعبده باشد، پس دست

ورقي را آشكار  4يار دنباله متناظر  تكند، دس ورقي را انتخاب مي 5جمعيت يك مجموعه 
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كند و آن يكي را كه قبلاً بر ملا نشده را نام  ورقي را معنا مي 5باز مجموعه متناظر  شعبده. سازد مي

  .برد مي

باز بر روي يك مماس كه حاوي دو يال پررنگ بالا است  و شعبده يار براي مثال، فرض كنيد دست

يار دنباله  را انتخاب كند، پس دست  اگر جمعيت مجموعه. به توافق برسند

باز نام آن ورقي را كه قبلاً بر ملا نشده را در  شعبده. سازد را نمايان مي متناظر 

تطابق هاي جدا از  ها بايد با دنباله توجه كنيد كه مجموعه. آورد،  مجموعه متناظر بر زبان مي

كند،  مي را انتخاب  باشند؛ اگر هنگامي كه جمعيت مجموعه هتشدا

 يا   مانده تواند تعيين كند كه ورق باقي نمي باز يار همان دنباله را برگزيده، آنگاه شعبده دست

  !است

 طور مشخص كه به. وجود داشته باشد Xبراي رئوس تطابق مانده اين است كه  تنها پرسش باقي

را به عنوان پسران در نظر بگيريد  Yرا به مثابه دختران، رئوس  Xضيه هال است، رئوس ق همان

  .و وهريال را به عنوان اين علامت كه يك دختر يك پسر را دوست دارد

سپس يك جوربودن براي دخترها وجود دارد اگر و فقط اگر شرط ازدواج مورد رضايت قرار 

  :بگيرد

  .اي از دختران حداقل يك مجموعه چه بسا بزرگ پسران را دوست دارد ههر زير مجموع

به چند واقعيت مقدماتي . بيائيد ثابت كنيم كه شرط ازدواج با گراف ترفند جادويي مطابقت دارد

  :نياز داريم
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×هر رأس سمت چپ درجه  • =5 41 ، از آنرو كه پنج راه براي انتخاب ورق است 120

هاي  در عبارت. ورق در كار است 4جايگشت متعلق به  !4هر وجود دارد و سر به م

 .ا دوست داردر پسر 120ازدواج مجازي، هر دختر 

مال براي ورق پنجم وجود احت 48، از آنرو كه است 48هر رأس سمت راست درجه  •

 .دختر است 48مورد علاقه  ،بنابراين، هر پسر. دارد

يك مجموعه اختياري رئوس سمت چپ باشد، كه آن را به عنوان دختران در  Sحالا فرض كنيد 

  .د داردوقع بر رئوس در اين مجموعه وجيال وا S120تعداد . گيريم نظر مي

S/دختر است، اين مجموعه دختران حداقل  48كه هر پسر مورد علاقه  آنجااز  S≥120 48 

هال يك  قضيهبنابراين، شرط ازدواج مورد قبول است، با توجه به . پسران متفاوت را دوست دارد

توانست ترفند را  همچنان مي باز دهد كه شعبده در واقع، اين استدلال نشان مي. وجود داردتطابق 

ورق مانده بود، يعني اينكه آن ترفند با يك دست ورق  120ورق  48انجام دهد حتي اگر به جاي 

  .انجام شدني بود! بدون هيچ جادويي –تايي هم 120

  راز واقعي 2 .2

روي هم رفته، به عنوان موضوعي . سخ پيش گفته را خيلي راضي كننده ندانيدممكن است پا

داراي تطابق توانند يك  باز نمي و شعبده يار عملي، دست
 

= 
 

52
2,598,960

5
يال را حفظ ر 

  !كنند
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يك راه حل را . شود شمارشاست كه فعلاً بتواند در هوا تطابق مانده انتخاب يك  چالش باقي

  :كند به عنوان يك مثال دم دستي، فرض كنيد كه جمعيت انتخاب مي. ح خواهيم كردتشري

  

و  يار  در مثال، ممكن است دست. كشد را بيرون مي يك خاليار دو ورق از  دست •

 .را انتخاب كند 

 دهد يار مقادير اين دو ورق را در دايره نشان داده شده زير قرار مي دست •

 

در جهت عقربه قدم  6 حداكثر بايكي هميشه از ز هم روي اين دايره، براي هر دو مقدار جدا ا

شمارك در جهت گردش عقربه  6به اندازه  براي مثال،  .توان به ديگري رسيد ميساعت 

  .قرار دارد ساعت از 

شود و آن  يملاتوان رسيد بر كارتي كه از آن با حداكثر شش قدم به كارت ديگري مي •

ورق  برملا خواهد شد و  بنابراين، در مثال ما، . شود ل ميديگري به ورق راز تبدي

 :بنابراين. راز خواهد بود

  .اولين ورق برملا شده است خالورق راز همان  خال -
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شمارك در جهت گردش عقربه ساعت از مقدار اولين كارت  6 تا 1ورق راز ميان  مقدار -

 .برملا شده است

يار از قبل  باز و دست شعبده. است 6 تا 1 نتشخيص يك عدد مياماند  همه آنچه باقي مي -

ترين به اين نحو  ترين تا بزرگ هاي يك دست از كوچك بر روي يك ترتيب همه ورق

 :كنند توافق مي

 

  :كند مي شوند بر اساس طرح زير با شماره ارتباط برقرار ترتيبي كه در آن سه ورق آخر بر ملا مي

  )كوچك    وسطمت    بزرگ(  1=

=   )كوچك    بزرگ    متوسط(  2

=   )متوسط    كوچك    بزرگ(  3

=   )متوسط    بزرگ    كوچك(  4

=   )بزرگ    كوچك    متوسط(  5

=   )بزرگ    متوسط    كوچك(  6

بزرگ، متوسط مانده را به شكل  را بفرستد و بنابراين سه كارت باقي 6خواهد  يار مي ال، دستدر مث

  :بيند باز مي در اينجا دنباله كاملي كه شعبده. سازد كوچك بر ملا مي –

  

شمارك به سمت گردش عقربه ساعت را رد  6كند و  باشد شروع مي باز با ورق اول كه  شعبده

  !كه همان ورق راز است برسد، كند تا به  مي
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  همان ترفند با چهار ورق 2 .3

ورقي را به  3يار يك دنباله  كنند و دست را انتخاب مي فرض كنيد كه تماشاگران فقط چهار ورق

  تواند ورق چهارم را معين كند؟ باز مي آيا شعبده. رساند باز مي نظر شعبده

 Yكنند و فرض كنيد  چهار ورقي باشد كه حضار انتخاب ميهاي  كليه مجموعه Xفرض كنيد 

با توجه به قانون زير حالا، . يار بر ملا سازد هاي سه ورقي باشد كه ممكن است دست تمام دنباله

  داريم مجموعه

X
 

= = 
 

52
270, 725

4
  

  گر، داريمدي از طرف، ضرب تعميم يافته  با توجه به قانون حاصل

Y = =52.51.50 132, 6000  

را براي دو مجموع  يكسان دنباله سه ورقي يكيار بايد  بنابراين، با توجه به اصل لانه كبوتر، دست

، بينداگر آن دنباله سه ورقي را ب: باز خبر بدي است براي شعبده. متفاوت چهار تايي برملا سازد

بنابراين هيچ . تواند تشخيص بدهد دارد كه نمي جودآنگاه حداقل دو احتمال براي ورق چهارم و

  !يار وجود ندارد تا دقيقاً چيستي ورق چهارم را خبر بدهد راه قانوني براي دست

  قانون كتاب دار .3

  ها دنباله زيرمجموعه 3 .1

نگار شكافتن يك مجموعه به يك جفت عضو ا nعضوي متعلق به  kانتخاب يك زيرمجموعه 

مانده  و دومين زيرمجموعه متشكل از باقي kاولين زيرمجموعه به اندازه : زيرمجموعه است
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n k− توان به مثابه قانوني براي شمارش تعداد چنين  بنابراين قانون زيرمجموعه را مي عضو

  .هاي زيرمجموعه در نظر گرفت ه جفتهايي ب شاخه

يك مجموعه با  Aمثلاً، فرض كنيد . تعميم دهيم  زيرمجموعه m توانيم اين دو شكاف را به مي

n  عضو باشد و
mk  وk k K1 2, يك است  nشان  اعداد صحيح غيرمنفي باشند كه حاصل جمع ,

( ), , ,
m

k k k− K
1 ) دنباله A از شكاف 2 )m

A A AK
1 2
, , هاي دو به  زيرمجموعه iAكه  است ,

و  Aدو از هم جداي 
i

A k= براي ,i m= K1, است.  

تعداد  شمارشمستقيماً به قانوني براي  ،همان استدلال به كار رفته براي تشريح قانون زير مجموعه

  .يابد هايي با اندازه فرضي گسترش مي ها به زيرمجموعه شكاف

متعلق به يك مجموعه              هاي  تعداد شكاف ).كاف زيرمجموعهقانون ش( 2قانون 

n عضوي عبارت است از  

!
::

, ! !m m

n n

k k k k k

 
= 

 K K1 1 2

  

,مثلاً، ما هر جايگشت . اين قانون اساساً همان برهان قانون زيرمجموعه است .برهان na a aK1 2
 

)را به يك شكافت  Aعضوي  nمتعلق به يك مجموعه  ), , ,
m

k k kK
1 2

با فرض اينكه اولين  

kجايگشت، دومين زيرمجموعه  عضو k1شكافت زيرمجموعه نخستين 
2

 ،K، ي باشدبعد عضو 

آخرين  ،مين زيرمجموعه شكافتاmو  كنيم، مي نگاشت
m

k اين نگاشت  .جايگشت باشد عضو

!يك 
m

k k kK
1 2
! )به  n!از جايگشتهاي  1-به  ! , )

m
k k kK
1 2

 Aهاي متعلق به  شكافت ,

  .كند است و قانون شكافت زير مجموعه حالا از قانون تقسيم تبعيت مي
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  هايي روي الفباء دنباله 3 .2

 شمارشيك را به ، kرا با  تايي nهاي  خود را درباره دنباله شمارشتوانيم  همچنين مي

توان  براي مثال، چه تعداد دنباله را مي. تعداد تعميم دهيم تايي روي بيش از دو حرفnهاي  دنباله

  تشكيل داد؟ Bookkeepreحرفي  10كلمه  با جابجا كردن حروف

,توجه داشته باشيد كه  , , ,p e k Bo1 3 2 2 اين به يك . وجود دارند Bookkeepreدر  R1و  1

و  BOOKKEEPERهاي  نگاشت دوسويي مستقيم رو به جلو ميان جايگشت

( )1,2,2, }هاي  شكافت – 3,1,1 }nK1, هاي  يگشتي را به دنباله مجموعهانجامد مثلاً، جا مي ,

  .نگاشت كنيدشوند  هاي مختلف واقع مي حرف همواضعي ك

در  Oدر موضع نخست قراردارد،  Bحرف  BOOKKEEPERبراي مثال، در جايگشت 

در  Pها در موضع ششم، هفتم و نهم، E،  5و  4ها در مواضع Kشود،  واقع مي 3و  2موضع 

شود  نگاشت مي BOOKKEEPERگيرد، بنابراين  در موضع دهم قرار مي Rموضع هشتم و 

  به

.{ } { } { } { } { } { }( ), , , , ,1 2, 3 4,5 6, 7,9 8 10  

هاي چيدمان  گيريم كه تعداد روش از اين نگاشت دوسويي و قانون شكافت زيرمجموعه، نتيجه مي

  :چنين است BOOKKEEPERمجدد حروف در واژه 

}

{ { { { { {
O ه� E ه� B ه������P ه� K ه������ R ه������

ــة حــروف  كلي

10!

1! 2! 2! 3! 1! 1!
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  گوئيم يابد كه به آن مي اين مثال مستقيماً به يك اصل محاسباتي استثنائاً مفيد تعميم مي

  )قانون كتابدار( 3قانون 

فرض كنيد 
m

l lK
1
, kهاي با  تعداد دنباله. باشند متفاوت هايعضو ,

1
l  وقوع 

1
kو  

2
هاي  وقوع 

, ,mk lK 2
  وقوع 

ml عبارت است از:  

( )

! ! !

m

m

k k k

k k k

+ + +K

K

1 2

1 2

  

  پيمايي مايل راه 20. مثال

مايل به سمت  5مايل به سمت شمال،  5پيمايي هستم، كه شامل  راه مايل 20در حال طراحي 

پيمايي ممكن  چه تعدا راه. شود مايل به سمت غرب مي 5مت جنوب و مايل به س 5شرق، 

  شود؟ مي

,هايي با  ها و دنباله پيمايي راه يك نگاشت دوسويي ميان ,S E N5 5 با توجه . وجود دارد W5و  5

  :هايي از اين قرار است لهبه قانون كتابدار، تعداد چنين دنبا

4

20!

5!
  

  يك كلمه درباره كلمات 3 .3

ممكن است يك روزي به قانون شكافت زيرمجموعه يا قانون كتابدار در مقابل اتاقي پر از 

دليلش اين . اند همكاران مراجعه كنيد و متوجه شويد كه همگي با نگاه مات به شما خيره شده

. ايم كرده را مطرح "قانون كتابدار"گنگ هستند، ولي بيشتر به اين علت است كه ما نيست كه آنها 



 ١٥   II ،فصل ده ـ شمارش  

كنيم كه از خلال اين  بنابراين پيشنهاد مي .اگر چه قانون بسيار خوبي است و نامي در خور دارد

ا قانون كتابدار ر" ها هيچ خبري نداريد؟؟؟ دانيد؟ قانون كتابدار؟ شما بچه مي "ها آغاز كنيد  عبارت

اندازه . نامند غير قابل تشخيص مي) اشياء(فورمولي براي جايگشتهاي باعينتيهاي  "گاهي اوقات

ديگر . نامند تركيبات مي k ها يك مجموعه را گاهي وقت از عضوي kهاي  زيرمجموعه

جايگشتها،  −r هاي مكرر، مكرر، جايگشتهاي  تركيب"هاي هم آوا از اين قرارند  توصيف

با اين همه، قوانين محاسباتي را كه . و به همين ترتيب "هايي با اشياء غيرقابل تشخيص جايگشت

كند، بنابراين از  به شما آموختيم براي حل هرگونه مسئله بدون علم بر اين سخن گنگ كفايت مي

  .گذريم آن مي

  پوكردست  4. 1

  .دارد و يك مقدار خالهر ورق يك . ورق موجود است �� در يك دست ورق

  پيك    دل    گشنيز    خشت  وجود دارند خالچهار 

                    
  :مقدار در كار است 13و 

, , ,J Q K A2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9,  

هر چه بيشتر به . يعني كه آس پيك Aدل و  8عبارت است از  8بنابراين، براي مثال، 

محسوب  "تر پائين"و ارزشهاي سمت چپ  "بالاتر"ها  سمت راست در ليست برويم ارزش

  .شوند مي
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اي  ، زيرمجموعهكه كند ورق گرفتن نوعي بازي است كه هر بازيكن يك دست دريافت مي –پنج 

  )ولي بيائيد نگران آن نباشيمشود،  بعد از آن بازي پيچيده مي. (است ورق 5از 

ورقي  5هاي  ورق گرفتن عبارت است از زيرمجموعه –هاي مختلف در بازي پنج  تعداد دست

  :است 5انتخاب  به 52ورقي كه  52متعلق به مجموعه 

 
= = 
 

52
2,598,960

5
  ها دست )كل(جمع #  

  .انجام دهيم هاي مختلف مقداري تمرين محاسباتي بيائيد با مختصات ويژه دست

  )هشت يا دو كارة(نوع  –يك  -از –هايي با چهار ورق  دست 4. 1

  

دستي با . كشيدن اين پرسش به يك مسئله دنباله محاسباتي است ،به طور عادي، اولين مرحله

  :نوع توسط دنباله مخصوص تشريح شده است –يك  –از  –چهار ورق 

  چهار ورق مقدار -1

  )غير(ورق اضافي  مقدار -2

  كارت اضافي خال -3

نوع و دنباله متشكل  –يك  –از  –هايي با چهار ورق  اين، يك نگاشت دوسويي ميان دست بنابر

براي مثال، سه دست بالا با . شوند وجود دارد دنبال مي يك خال با جدا از هم كه مقداراز دو 

  :هاي زير تشريك مساعي دارند دنباله
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راه براي انتخاب  12اول مقدار راه براي انتخاب  13. داريم ها اينك فقط نياز به شمارش دنباله

ضرب تعميم  بنابراين، با توجه به قانون حاصل. وجود دارد خالروش براي انتخاب  4دوم و  مقدار

.13.12.4=يافته  اش اين  معني. نوع وجود دارد –يك  –از  –هايي با چهار ورق  دست 624

نوع دارد، تعجبي ندارد، به  –يك –از –دست، چهار ورق 4165حدود  دست در 1است كه فقط 

  !گويند اين يك دست خوب پوكر مي

  هايي با يك خانة پر دست 4 .2

  .ديگر است مقدارورق از  2و دو مقدارورق از يك  3دستي با سه، پر خانة

  :چند مثال در اين باره عبارتند از

  

هاي مخصوص  و دنباله هاي پر هاي خانه ميان دست. زنيم ها سر مي اي درباره دنباله هدوباره به مسئل

  :يك نگاشت دوسويي وجود دارد

  .توانند انتخاب شوند روش مي 13گانه، كه به  متعلق به سه مقدار .1

كه به ) خال سه(گانه  هاي متعلق به سه خال .2
 
 
 

4

3
  .خاب شوندتوانند انت روش مي 

  .توانند انتخاب شوند روش مي 12ورق، كه به  جفت مقدار .3

ورق، كه به  هاي جفت خال .4
 
 
 

4

2
  .توانند انتخاب شوند روش مي 
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  :شوند در پائين نمايش داده ميها و دنباله  تناظر بين دستهمثال به عنوان 

  

  :هاي پر عبارت است از تعداد خانهضرب تعميم يافته،  با توجه به قانون حاصل

.
   
   
   

4 4
13. 12.

3 2
  

  .خوريم گير بر مي ايم، ولي داريم به يك سرعت ما الان روي دور افتاده

  هايي با دو جفت دست 4 .3

ديگر و  مقداردو ورق با  ،مقدارجفت هستند، يعني كه، دو ورق با يك  چه تعداد دست داراي دو

  :چند مثال. مقدار سومورق با  يك

  

  :اي متشكل از موارد زير توصيف شده است هر دستي كه دو جفت داشته باشد با دنباله

  .شود روش انتخاب مي 13جفت اول، كه با  مقدار -1

جفت اول، كه با  هاي خال -2
 
 
 

4

2
  .شود روش انتخاب مي 

  .شود روش انتخاب مي 12جفت دوم، كه با  مقدار -3

جفت دوم، كه با   هاي خال -4
 
 
 

4

2
  .شود روش انتخاب مي 

  .تواند انتخاب شود روش مي 11كه با  پنجمورق  مقدار -5
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كه  مپنجورق  خال -6
 

= 
 

4
4

1
  .تواند انتخاب شود روش مي 

  :ازشوند عبارت است  هايي كه با دو جفت واقع مي بنابراين، تعداد دست

. .
   
   
   

4 4
13. 12. 11.4

2 2
  

هاي دو پر  هايي با دست مسئله اين است كه يك نگاشت دوسويي از چنين دنباله! پاسخ غلط است

هايي هستند كه به  براي مثال، اينجا جفت دنباله. است 1به  2اين عملاً يك نگاشت . وجود ندارد

  :شوند هاي فرض بالا نگاشت مي دست

  

يك  و 5يك جفت . سازد يچ چيز جفت اول را از جفت دوم مشخص نميمسئله اين است كه ه

از ) دست فول( هاي پر خانه شمارشما در . است 5يك جفت  و 9 از يك جفت مانند 9 از جفت

 6و سه تا شاه با يك جفت شاه و سه تا  6زيرا براي مثال يك جفت . اين مشكل اجتناب كرديم

  .كند فرق مي

هاي مختلف روي صفحه شطرنج به سمت  چيدمان مهره شمارشره دفعه قبل هنگامي كه دربا

راه حل در آن وقت به كار بردن . دو رخ همسان رفتيم، دقيقاً به اين مشكل برخورديم شمارش
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گويد  مي در اين حالت، قانون تقسيم. توانيم همان كار را اينجا انجام دهيم قانون تقسيم بود و مي

  :هاي دو جفتي عبارت است از هستند، بنابراين تعداد دستها  دست دو برابرها  كه دنباله

. .
   
   
   

4 4
13. 12. 11.4

2 2

2
  

  راه حلي ديگر

نظر كند كه  سادگي از آن واقعيت صرف هتواند ب هر كسي مي! ساز بود مثال پيش گفته دردسر

جرم  يو به يك زندگ شود بود، نااميد از دوره را نگذرانده امتحان است 1به  2نگاشت به صورت 

  :تر تبديل سازيد توانيد جهان را به محلي امن ميبا دو روش . ياره باز گردد

f:هرگاه كه از نگاشت  .1 A B→ كنيد تا يك مسئله محاسباتي را به ديگري ترجمه  استفاده مي

 Aاين كار اندازه . نگاشته شده را بررسي كنيد B عضوكه به هر  Aموجود  عضوكنيد، تعداد 

مناسب  و توانيم از قانون تقسيم با فاكتوري درست سپس مي. كند را مشخص مي Bمرتبط به 

  .استفاده كنيد

هاي ضربي  روش.كنيدل راهي ديگر ح همان مسئله را از سعي كنيد به عنوان يك بررسي مجدد،. 2

 ها بعضي وقت.(دهند مي همگي بهتر از هر چيزهمان پاسخ را و - غالباً در دسترس هستند

كمي جبر همان  ولي بعد از آيند، دهند كه به نظر مختلف مي هايي مي هاي متفاوت پاسخ روش

  .)آيد نتيجه از كار در مي
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يك نگاشت دوسويي ميان  .امتحان كنيم دومي را دبيائي از روش نخست استفاده كرديم، قبلاً

  :كند كه معين مي دارد وجود ها دنباله دو جفت و هايي با دست

توانند به  كه مي دو جفت، مقدار .1
 
 
 

13

2
  . روش انتخاب شوند 

به  توانند كه مي هاي جفت باارزش كمتر، خال .2
 
 
 

4

2
  .انتخاب شوندروش  

توانند به  كه مي هاي جفت با ارزش بالاتر، خال .3
 
 
 

4

2
  .روش انتخاب شوند 

  .روش انتخاب شود 11به  تواند كه مي ،نيمورق  مقدار .4

به  تواند كه مي ،نيمورق  خال .5
 

= 
 

4
4

1
  .روش انتخاب شود 

  :هستند هم منطبق با هاي زير ستد ها و دنباله براي مثال،

  

  :دو جفت عبارت است از هاي با بنابراين،تعداد دست

. . .
     
     
     

13 4 4
11.4

2 2 2
  

  .تر چه به شكلي كمي متفاوت اگر اين همان جوابي است كه قبلاًبه آن رسيديم،
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  خالهايي با هر  دست .4

ود دارد؟يك مثال از چنين ي باشند وجخالكه حداقل حاوي يك ورق از هر هايي چه تعداد دست

        :عبارت است از دستي

  :سازد شود كه مشخص مي اي توصيف مي هر چنين دستي بادنباله

=به  توانند پيك،كه مي و دل، گشنيز، خشت، مقدار -1
4

13.13.13.13   .روش انتخاب شوند 13

  .روش انتخاب شود 4كه به  ،پنجمورق  خال -2

  .تواند انتخاب شود روش مي 12به  كه ،پنجمورق  مقدار -3

  :شود با دنباله زير توصيف مي بالا براي مثال،دست

  

توانستيم به  مي !هاي ديگري وجود دارد كه با همان دست منطبق باشد؟ يكي ديگر هست آيا دنباله

 1به  2هاي مازاد نگاه كنيم، بنابراين عملاً اين يك نگاشت  به طور ورق 7و  3طور برابر به 

  :در اينجا دو دنباله كه با مثال دست انطباق داشته باشد وجود دارند. است

  

  :ي عبارت است ازخالها با هر  بنابراين، تعداد دست

.
4

13 4.12

2
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  اي دو جمله قضيه .5

اي عبارت است از  دو جمله. سازد هاي جبر فراهم مي قضيهچشم اندازي به يكي از  شمارش

aارت، مثل جمع دو عب حاصل b+  . توان چهارم آن را يعني حالا ،( )a b+
  .را در نظر بگيريد 4

  آوريم ضرب كنيم، بدست ميكامل اين عبارت را چهار بار در خودش بطور 

( )a b aaaa aaab aaba aabb

abaa abab abba abbb

baaa baab baba babb

bbaa bbab bbba bbbb

+ = + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

4

  

4بنابراين تعداد . ها وجود داردbها و aاي از  كنيد كه يك عبارت براي هر دنباله توجه
عبارت  2

nو  b از كپي kوجود دارد، وتعداد عبارتهايي كه  k− از a شود با توجه به قانون  را شامل مي

  :عبارت است از كتابدار

( )

!

! !

nn

kk n k

 
=  

−  
  

aabaمانند  .مع كنيمارز را يكجا ج هاي هم حالا بيائيد عبارت abaa baaa= آنگاه ضريب .  =

n k k
a b

عبارت است از  −
n

k

 
 
 

.  

nبنابراين براي  =   :داريم، 4

( ) . . . . . .a b a b a b a b a b a b
         

+ = + + + +         
         

o o

o

4 4 3 1 2 2 1 3 4
4 4 4 4 4

1 2 3 4
  

  :كشد اي را پيش مي دو جمله قضيهدر كل، اين استدلال 
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a,و  �∋nبراي همه ). اي دو جمله قضيه( 5. 1 قضيه b∈�:  

( )
n

n n k k

k

n
a b a b

k

−

=

 
+ =  

 
∑

o

  

 عبارتبه 
n

k

 
 
 

  .گويند به افتخار حضورش در اين محل مي "اي ضريب دو جمله"غالباً  

گسترد،  اي مي هاي چند جمله اي به خوبي به عبارت هاي دو جمله اين گونه استدلال درباره عبارت

  .هاي دو عبارت يا بيشتر است جمع كه عبارت از حاصل

  در جستجوي ضريببراي مثال، فرض كنيد 

bo k e pr
2 2 3   

)در گزاره  )b o k e p r+ + + + +
 10ضربي از  اره حاصلهر عبارت اين گز .هستيم 10

,هاي  راست كه هر متغير يكي ازآن عبارتمتغي , , ,b o K e p  ياr است.  

boحالا ضريب  k e pr
2 2 bهايي دقيقاً با  تعدادي از آن عبارت 3 o k e p1 ,2 ,2 , 3 است و r1و  1,

  :است BOOKKEEPERه لمهاي مجدد ك تعداد چيدمان تعداد چنين عبارتهايي دقيقاً به

 
= 

 

10 10!

1,2,2, 3,1,1 1! 2! 2! 3! 1! 1!
  

كلي منجر  قضيهين استدلال به يك ا.شود ناميده مي"اي ضريب چند جمله"گزاره سمت چپ 

  :شود مي
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:و  �∋nبراي هر  )اي چند جمله قضيه( 5. 2 قضيه
m

z z ∈K �
1
,  

  

بيانيه اين  تا بسپاريد خاطره را باست اي  چند جمله قضيه ي كه برايشما برايتان بهتر است استدلال

  .رسمي را

  برهان تركيبي .4

 به طور برابر .را نگه داريد تا kخواهيد  تي شرت مختلف داريد كه فقط مي nفرض كنيد 

nمجموعه مكمل  پيراهن را انتخاب كنيد يا kتوانيد  مي k− دور  خواهيد پيراهن را كه مي

هاي  راه تعداد با بايد nپيراهن ازميان  kهاي انتخاب  تعداد راه خب،. انتخاب كنيد اندازيد را بي

nانتخاب  k−  مساوي باشد درميانn اين بنابر.راه:  

n n

k n k

   
=   

−   
      

  :با كه هر دو طرف برابرند زيرا از نظر جبري اثبات اين قضيه ساده است،

( )

!

! !

n

k n k−
  

  .فقط از اصول محاسباتي استفاده كرديم !ولي اجباري نداشتيم به جبر متوسل شويم

  .ها...آها
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  مشت زني 6 .1

 با .آيد زني المپيك آمريكا در تصميم گرفته به عضويت تيم مشت ،TA6.042ه معروف ب آيشان،

مقابل آينه وقت گذاشته وبا پوزخند  در ها هاي راكي را تماشا كرده وساعت تمام فيلم اين همه،

  "خواي منوتكه پاره كني؟ مي تو آهاي،"گفته است

تيم هستند  در حال رقابت براي كسب امتياز در)جمله خودش من(نفر  nكه  كند آيشان تصور مي

دارد  به عنوان بخشي از مانوور دادن براي كسب جا در تيم نياز .د شدنانتخاب خواه نفر kفقط  و

  :دملاحظه شو هست كه بايد دو مورد .برآورد كند راهاي مختلف ممكن  تيم تعداد

kآيشان براي عضويت در تيم انتخاب شده است او  • هايش ازميان ديگر  تيمي هم 1−

n شوند عبارت  هايي كه با اين روش تشكيل مي تعداد تيم. شوند انتخاب مي رقبا 1−

 :است از

n

k

− 
 

− 

1

1
  

nعضو تيم ازميان ديگر  kتمام  و انتخاب نشده است،آيشان براي عضويت در تيم  • −1 

اين روش تشكيل شوند عبارت  با توانند هايي كه مي تيم تعداد .شوند انتخاب مي رقبا

 :است از

n

k

− 
 
 

1
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يم دستة دومي ندارد؛ بنابر اين، هر دو مجموعة تدسته اول آيشان را دارند، و هيچ هاي  همه تيم

زني  هاي مشت جمع، تعداد كل تيم بنابر اين، با توجه به قانون حاصل. ها از هم جدا هستند تيم

  :المپيك عبارت است از

n n

k k

− −   
+   

   

1 1

-1
  

  

 هم بادوام نيست و ن آنقدرهاكه آيشا كند فكر مي است، TA6.042سايان،كه او هم معروف به 

) جمله خودش من(فرد  nكند كه  اينچنين استدلال مي. تواند در اين راه تلاش كند خودش هم مي

هاي انتخاب شدن در تيم  كنند، بنابراين به سادگي تعداد روش جا در تيم تلاش مي kبراي گرفتن 

  :است از عبارت

n

k

 
 
 

  

  

هاي احتمالي مشت زني را حساب كردند بنابراين،  سايان و آيشان هر كدام به درستي تعداد تيم

  :دانيم بنابراين مي. هايشان بايد برابر باشد پاسخ

n n n

k k k

− −     
+ =     

−     

1 1

1
  

  

در عوض، به . آن را ثابت كرديمو ما بدون هيچ گونه اتحادجبري  نامند اين را اتحاد پاسكال مي

  .طور خالص به تكنيكهاي محاسباتي تكيه كرديم
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  برهان تركيبي 6 .2

. كند مي جبري را بر پا برهان تركيبي استدلالي است كه با تكيه بر اصول محاسباتي يك حقيقت

  :كنند اي تبعيت مي ها از رئوس مطالب پايه بسياري از چنين برهان

  .را تعيين كنيد Sيك مجموعه  -1

Sيك روش  شمارشنشان دهيد كه با  -2 n=  

Sروشي ديگر  شمارشنشان دهيد كه با توجه به  -3 m=  

nنتيجه بگيريد كه  -4 m=  

  .زني المپيك هاي احتمالي مشت عبارت بود از مجموعه كليه تيم Sدر مثال پيش گفته، 

يك روش  شمارشآيشان با 
n n

S
k k

− −   
= +   

−   

1 1

1
به اين نتيجه رسيد و سايان با روشي  

ديگر 
n

S
k

 
=  
 

مساوي فرض كردن اين دو گزاره به اتحاد پاسكال . چنين نتيجه گرفت 

  .انجامد مي

هايي فراتر از  هاي ساده يا مجموعه به شكل عبارتهايي با دنباله Sتر، مجموعه  رت نوعيبه صو

  .تر از استدلال تركيبي هست رنگ اينجا يك مثال كم. شود يك داستان مفصل تعييين مي

            6 .1 قضيه
n

r

n n n

r n r n=

    
=    

−    
∑

o

2 3
  

هايي باشد كه از يك  دست ورق nتمام  Sفرض كنيد . كنيم مييك برهان تركيبي ارائه . برهان

,nK1بندي شده از  شماره( ورق قرمز nدست پاسور كه متعلق به  ورق سياه  n2و ) ,
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,nK1بندي شده از  رهشما( عضوي  n3در ابتدا، توجه كنيد كه هر مجموعه . باشد) 2,

n
S

n

 
=  
 

3
  .عضوي دارد −nي زير مجموعه 

  ورق قرمز عبارت است از rهاي دقيقاً با  از چشم اندازي ديگر، تعداد دست

n n

r n r

  
  

−  

2
  

كه  زيرا
n

r

 
 
 

ورق قرمز وجود دارد و  rروش براي انتخاب  
n

n r

 
 

− 

2
روش براي انتخاب  

n r− توانند هر كجا از  آنجا كه تعداد ورقهاي قرمز مي از. ورق سياه موجود است, , ,n K o1 

  :دست ورق عبارت است از −nباشند، تعداد كل 

n

r

n n
S

r n r=

  
=   

−  
∑

o

2
  

  �        .شود ثابت مي قضيه Sبا مساوي فرض كردن اين دو گزاره براي 

يد، ولي روي هم آ به نظر ميكاملاً ترسناك  6. 1 قضيه. اند هاي تركيبي تقريباً جادو كننده برهان

رفته بدون هيچ گونه دست كاري جبري آن را ثابت كرديم، كليد بناي يك برهان تركيبي به درستي 

تر معادله بايد  به طور كلي، طرف ساده. تواند گول زننده باشد است، كه مي Sانتخاب مجموعه 

،6. 1ضية براي مثال، قسمت سمت راست ق. مقداري راهنمايي فراهم كند
n

n

 
 
 

3
 Sكه انتخاب  ،

  .دهد ي پيشنهاد ميعضو n3ق به مجموعه ي متعلعضو nهاي  را به عنوان تمام زير مجموعه

  


